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Cuvant inainte

Lucrarea de fata are un pronuntat caracter stiintific, ea abordand metode
variationale cu ajutorul carora se studiaza ecuatiile operatoriale.
Este alcatuita din 3 capitole:

e Capitolul I —Elemente de teoria spatiilor Hilbert in care sunt abordate
notiuni elementare despre spatii Hilbert, teoreme de analizd functionala
foarte importante. Tot Tn acest capitol sunt prezentate clase de operatori ,
iar Tn final cateva probleme legate de teoria spatiilor Hilbert.

e Capitolul I1- Metoda variationala in studiul operatorilor liniari si pozitiv
definiti. In acest capitol se prezinti teorema variationald fundamentala,
apoi cea Intaritd cat si o caracterizare a solutiei generalizate a ecuatiei
Au=f.

o Capitolul Ill- Metoda variationald in studiul operatorilor neliniari cu
diferentiald simetrica si pozitiv definita.

Lucrarea este construitd pe baza cunostintelor si cercetarilor intreprinse
de autor la cursurile de Analiza functionala si Calcul variational studiate n
timpul facultatii cu domnul profesor conf. univ. dr. Jenica Cringanu, caruia
doresc sa-i multumesc si pe aceasta cale pentru ajutorul acordat.
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Capitolul 1. Elemente de teoria spatiilor Hilbert

1.1. Spatii prehilbertiene si spatii hilbertiene
Fie H/, un spatiu vectorial (A = R sau C).

Definitia 1 :

Aplicatia <> :H X H — A se numeste produs scalar pe H daca:
<u,u>>0,(V)JueH si <u,u>=0<u=0
<uv>=<vu>(V)uveH
<AVvV>=A<uv> (V)AeA uveH
< Up+ UpV > =< Ug, V> + <UpV>, (V)Uy, UpV € H.

Produsul scalar genereazd o norma, care este datd de:

|ul? = <u, u>, (V)u e H.

Definitia 2:

1.Spatiul vectorial normat in care norma este generati de un produs scalar se

numeste spatiu prehilbertian.

2.Se numeste spatiu prehilbertian orice spatiu liniar normat H in care are loc

egalitatea:||x+y|| > +||x-y|| > =2(||x|| > +|ly|| ) care se numeste identitatea paralelogramului.
Remarcam ca inegalitatea lui Cauchy-Schwartz ramane adevarata intr-un spatiu

prehilbertian: |< u,v >| <||u]| ||vl], (V) u,v € H.

Observatia 1:
Produsul scalar care genereazi norma unui spatiu prehilbertian H este o
aplicatie continua a lui H x H in A.

Intr-adevar, fie x=limx_si y=limy_ 1n H. Folosind inegalitatea lui Cauchy-Schwartz

obtinem :



<X, Y, >—<X YK X, Y, >—< XY, >+|<K XY, >—<Xy>E< X, =Xy, >+
+I<X Y, =Y S X = XY I+ XAy, =Yl

Deci  <x,y>=lim<x,,y, >.
n—oo

Observatia 2 :
Orice spatiu prehilbertian este un spatiu liniar normat uniform convex.

Ca demonstratie a se vedea problema 2 de la paragraful Aplicatii.

Definitia 3:

1. Un spatiu prehilbertian si complet se numeste spatiu Hilbert.

2. Un spatiu Banach in care norma provine dintr-un produs scalar se numeste spatiu
Hilbert.

Tn continuare definim distanta de la un element al unui spatiu vectorial la o multime.
Fie (X,||]]) spatiu vectorial normat., McX o multime 1inchisa si nevida iar ue X. Definim

distanta de la u la M ca fiind d(u,M) :in“fnd(u,v) = in& Ju=v|.

Propozitia 1.

Fie ueX, Mc X, inchisa si nevida. Atunci d(u,M) = 0 daca si numai daca ueM.

Demonstratie :
Dacd ueM este evident ca d(u,M) = 0. Reciproc, dacd d(u,M) = 0 atunci exista un sir

(Va)cM astfel incét |ju - v,||—0, adicd v,—u si cum M este inchisa rezultd ue M.

Fie H/A un spatiu Hilbert.
Definitia 4.

Doua elemente u,veH se numesc ortogonale daca <u,v>=0 si scriemu LV.



1.2. Teoremele de existenta si de caracterizare a proiectiilor
Teorema 1(de existenti a proiectiilor)
Fie H/A un spatiu Hilbert , Kc H , convexa, inchisa, nevida si ueH. Atunci

exista weK, unic, astfel incat d(u,K) = d(u,w) = ||u-w||.

Demonstratie:
Cum Kc H este convexa rezulta ca :
[ug,up] ={(2-2) up + Auy : A €[0,1]} < K, (V) uy,u, eK.

Fied =d(u,K) = inI |lu—V]||. Atunci existd un sir (v,) < K astfel incét ||u — v,||—d .

Existenta unui asemenea sir rezulta din proprietatile elementare ale marginii inferioare a

unei multimi de numere reale.

Vom arita ca (V,) este un sir Cauchy in H. Vom folosi identitatea paralelogramului:

Ix+yI7 + [x-yII* = 2(|IX|[*+]IyIP), (¥)x, yeH. Considerand x = u — v, si y = u — V,, obtinem :
120 (Vi V)| + [Vin-Vall* = 2(lJu-Vinll* +{Ju-4[*), de unde :

V,+V,

[NVanVall* =2(lIu-VilI* +lu-vil*)~4lu - ¥ <2(|1u-Vinll* +lu-vall*) — 4d° >0,

pentru m,n —oo, ceea ce arata ca (v,) este sir Cauchy in H, deci convergent.

Fie w=limv,eK. Limita sirului, w se afla in multimea K deoarece multimea K este inchisa.

N>
Cum v, —>w rezultd ca u — v, > u—w, de unde ||u-v,|[—||u-w||.

Deoarece |lu-vy|| > d va rezulta ca [ju-w|| = d.

Pentru a incheia demonstratia ramane sa mai aratam cd w este unic cu aceasta proprietate.
Presupunem prin absurd ca exista doua elemente w;, w, €K, w; # w, cu proprietatea din
enunt, astfel Ncat |Ju-wy|| =||u-w,||=d.

W, + W

2eK (cand 7»=%) vom avea d <|ju - 12

1 1 1
Cum 21l = || = (u-w)+ = (u-w»)|| <=||u-
SRR =1 wi S w)ll <

1 ]
will + 2 llu-w| = d, deci |ju -%n = d.

Din identitatea paralelogramului, pentru X =u - wy, y = U - W, obtinem :



w,+Ww,

Iy =Wl = 2((|u-wi* +Ju - wal|) — 4fu -TIIZ =0,

deci w; = wy, contradictie.

Definitia 1 :

Fie H spatiu Hilbert, Kc H, convexa, inchisa, nevidd. Se numeste operator de
proiectie a lui H pe K, operatorul Px : H>K, Pxu = w € K, cu proprictatea ca |ju — w||=
d(u,K).

Teorema 2 (de caracterizare a proiectiilor) :
Fie H spatiu Hilbert, Kc H, convexa, inchisa, nevida, u € H, w € K. Atunci urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

a) w = Pu;

b) flu - wi < flu=x]|, (v)xeK;

c) Re <u-w, y-w > <0, (V)yeK;

d) Re<u-z,w-z>2> 0, (V)zeK.

Demonstratie:
Echivalenta a) < b) este evidenta.
b) = c).Fie yeK;cum K este convexa rezulta ca (1-A) w+iyekK, (V)Ae€[0,1].
Luéand in (b) x = (1-A) w + Ly, A€[0,1] obtinem :
Ju-w|* < flu = w -A(y-W)|* = < u-w-A(y-w), u-w-A(y-w) >= |ju-w|]* - 2ARe <u-w,y-w> +
AZ|ly-w]||?, de unde , 2Re < u-w, y-w > < & |ly-w|[?, (¥)1e(0,1].
Pentru A—0+ obtinem Re <u-w, y-w><0.
c) = d) Fie zeK; Luand in (c) y = z obtinem Re < u-w, z-w > < 0, sau echivalent Re < u-
z+z-w, z-w > < 0, de unde Re <u-z, z-w> + ||z-w||* < 0, deci Re<u-z, z-w> < 0, adici Re<u-
Z, w-z>2>0.
d)= c) Fie yeK. Luandin (d) z = (1-A)w + Ay, A<[0,1] obtinem:
Re <u-w + A(y-w), W — W - A(y-w)> > 0, de unde Re <u-w, y-w> - X |ly-w| < 0,

(v)re(0,1].



Pentru A—0+ obtinem Re <u-w, y-w> < 0.
c)= b) Fie xeK. Pentru y=x, din (c) obtinem:
Re<u - w, X —w> <0, sau echivalent Re<u-w, x-u+u-w><0, deunde
Re<u - w, X — u> +|Ju —w|[* < 0, deci :
lu—w|* <Re<u-w,u-x>< |[<u-w,u—x>|<|ju-w||ju-x|
s atunci:

u—wl < flu—x].

Propozitia 1:

Operatorii de proiectie sunt neexpansivi, adica ||Pu-Pv|| < |lu - v||,(V)u,veH.

Demonstratie:
Fie u,v eH. Din teorema 2(c), pentru w = Pu si respectiv w = Pv obtinem :
Re <u-Pu, y-Pu> <0, (V)yeK 1)
Re <v-Pv, y-Pv> <0, (V)yeK (2
Luand in (1) y =Pv si in (2) y =Pu obtinem :
Re <u-Pu, Pv-Pu> <0
Re <v-Pv, Pu-Pv> <0
Adunand cele doud inegalitdti obtinem :
Re <Pu —Pv - (u-v), Pu - Pv> <0, de unde :
IPu — Pv|* < - Re <u-v, Pu-Pv> < |<u-v,Pu-Pv>| < ||lu — V|| ||Pu-Pv|| si de aici obtinem:

IPu = Pv|| < ju-v]

Definitia 2 :
Fie H un spatiu Hilbert si McH, M # . Se numeste complement ortogonal al lui M,

multimea :

M* ={xeH: x L M} = {xeH: <x, u>=0, (v)uecM}.

Observatia 1:

Complementul ortogonal M* al unui spatiu hilbert H are urmitoarele proprietati:



a) M" este un subspatiu liniar inchis ;

b) Daci McN = N*cM*

¢) M= (Sp(A))*
d) McM™
e) ML 11 :ML
Verificarea acestor proprietati se face cu usurintd. Prima dintre ele reprezinta propozitia 3 ,

iar altele dintre ele sunt demonstrate in cadrul problemei 3 de la paragraful Aplicatii.

Propozitia 3 :

L - A A
M~ este un subspatiu inchis in H.

Demonstratie :
Fie X1,X, eM*, o, B €A. Pentru (V)ueM avem :
<Xy + BXo, U> = 0<Xq,U> + B<Xp,u> = 0, deci axy + px, eM™.
Fie (X,)cM™", X,—X, I ||-||s. Vom arita ci xeM™". Din x,eM", (V) neN avem <x,,u> = 0,
(V)ueM.
Fie ueM, fixat. Cum |<X,, u> - <x, u>| < ||X, =X|| |lu]| =0, pentru n— oo,rezultd ca <x,,
u>—<x, u> adica convergenta in norma implica convergenta in produs scalar. Cum <x,, u>

=0 rezultd <x, u>= 0 i cum ueM este fixat, dar arbitrar luat rezultd xeM™.

In continuare considerim McH , subspatiu inchis si P:H—M operatorul de
proiectie. Din teorema de caracterizare a proiectiilor avem :
Re<u - Pu,y - Pu><0, (V)yeM.

Pentru y =Pu+ ¢, pecM, avem yeM si atunci Re<u - Pu, + ¢ > <0, (V)peM, de unde
rezulta :

Re<u-Pu, o >=0, (V)peM (3)
Luand ¢ =ix, XeM obtinem :

Re<u - Pu, ix> =0, (V)xeM, sau echivalent :

Re(-i <u - Pu, x>) =0, (V)xeM, adica :

Im<u - Pu, ¢ > =0, (V)xeM 4)



Din (3) si (4) obtinem <u — Pu, ¢> =0, (V)peM , adica u-Pu LM, deci :
u-PueM (5)
Sa observam ca PueM este unic cu proprietatea (5). Intr-adevir, daca weM are proprietatea
U -W.LM rezultd ca <u - w, ¢> =0, (V)peM, deci:
Re <u-w, y-w> <0, (V) yeH si din teorema de caracterizare a proiectiilor vom avea w = Pu.

Tn concluzie, pentru (¥)ueH, Pu este unicul element din M cu proprietatea ¢ u — Pu L
M.

Teorema 3.

Fie H spatiu Hilbert, McH, subspatiu inchis. Atunci orice element ueH se scrie in
mod unic sub forma u = m +m*,cu meM si meM", adici H=M @& M".
Deci spatiul hilbert H reprezinta suma directd dintre subspatiul inchis M si complementul

sau ortogonal M*

Demonstratie:
Unicitatea:

Daciu=m+m - =m; +m, cum, m eMm', m* eM*, atunci m-m; = m;* - m™.
Cum m;* - m"eM?* rezulti m —-m;eM" si atunci <m - my;, m-m;> =0 < [m-my|= 0 <
m=m;.

Existenta:

Fie ueH. Atunci u = (u—Pu) + Pu. Cum PueM si u-Pue M, demonstratia se incheie.

Corolar :

Dacd M este un subspatiu liniar inchis al unui spatiu hiloert H , atunci M=M""

Tntr-adevar , dacd ueM™ | atunci pe baza teoremei anterioare avem: u=m +m", cu meM si
m-eM*. Cum McM™* | rezulti m™=u-meM**, deci m*=0. Prin urmare u=me M , adica

M**cM, de unde rezulti egalitatea dorita.
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Teorema 4.

Fie H un spatiu hilbert, M un subspatiu inchis al lui H iar M* , complementul ortogonal al
lui M. Fie P operatorul de proiectie al lui H pe M si Q operatorul de proiectie al lui H pe
M™ . Atunci orice element ue H se reprezinta sub forma :

u=Pu+Qu.

Teorema 5.
Fie H un spatiu Hilbert, M un subspatiu inchis al lui H si P operatorul de proiectie a lui H pe
M. Sunt adevarate urmatoarele afirmatii :

1) P este liniar.

2) P este continuu.

3) P*=P.

4) <Pu,v>,,=<u,Pv>, ,u,veH.

Demonstratie :
1. Fie u si v doud elemente arbitrare din H. Avem :
<u—-Pu,p>,=0, <v-Pv,p>,=0, Vp M,
de unde prin adunare termen cu termen rezulta :
<u+v—(Pu+Pv),p>,=0, VoM.
Asadar, elementul w=Pu+Pve M are proprietatea :
<u+v-w>_,=0, VpeM
Pe de alta parte se stie ca :
<Uu+Vv-PUu+v),p>,=0, VpeM.
si ca P(u+v) e M este singurul element din M cu aceasta proprietate, de unde rezulta :
P(u+v)=Pu+Pv
Analog se arata ca :
P(Av)=AP(V), VAeA, VveH.
2) Continuitatea lui P rezulta din faptul ca acesta este neexpansiv :
v u,veH, ||Pu-Pv||<|ju-v||
De aici rezulta ca pentru orice punct ue H si pentru orice sir (U, )cH convergent in norma

la uavem :

11



IPu,-Pull<[lu,,-ull
Deoarece || u -u||—>0, n—0, rezulta |P u  -Pu|| >0, n— .
3) Sa observam ci orice element ue M se scrie u=u+0, cu ueM si 0, € M* | ceea ce
comparat cu relatia din teorema 4, arata ca pentru orice element u din M avem :

Pu=u, Qu=6 .

Fie v arbitrar in H. Cum PveM, urmeaza , conform celor de mai sus, P(Pv)=Pv, adica
P2=Pp.
4) Tntr-adevar, pentru orice u,ve H avem :

<Pu,v>=<Pu,Pv+Qv>=<Pu,Pv>= <Pu+Qu,Pv>=<u,Pv>

Observatia 2
Din proprietatea de neexpansivitate si din liniaritatea lui P rezultd ca ||P|=1. Intr-adevar,
pentru orice u,ve H avem :

IPu-Pv/||=||P(u-v)||<|lu-V||, care se mai scrie ||Pw||<|w|, ¥V weH,

si aratd ca ||P|[<1. Cum pentru orice ue M avem Pu=u rezulta, mai mult, ||P||=1.
Aplicatie:

Fie H un spatiu Hilbert , H un subspatiu finit dimensional al sau cu dimensiunea n §i u un

element din H. Dorim sa calculam distanta de lau la H, .

Fie [e,,....... , €,]J=H, un sistem de n vectori liniar independenti si fie P operatorul de
proiectie al lui H pe H . Vom avea:

d(uH, )= ingc d(u,v) = ingc lu=v]Hlu-=Pull

si P_u este unicul element din H_ cu proprietatea ca realizeaza distanta de la u la H .

Deoarece P u eH_ , P, usescriein mod unic astfel:

Pnu:izkek

k=1

12



Conditiau- P uLlH_ este echivalenta cu:
u-P.ule;, =1,...m;
Deci vom avea <u-P.u,e;>=0, =1,...n;

Tinand seama de scrierea lui P u, relatia anterioara se transforma in:

n
D A <€ >=<Ue; > j=1,....n
k=1

care reprezinta urmatorul sistem:

A <e,e >+4, <e,,e >+..+4, <€, e >=<Ue >
A <e,8,>+4,<e,e, >+..+4, <e e >=<Ue, >

A <e,e, >+, <e,,e, >+..+A, <€ e >=<Ue, >
Stim ca P u este unicul vector din H  cu proprietatea:
u-P.ule;, j=1,..n;
Sistemul de mai sus este un sistem liniar cu necunoscutele A,,...., A . De asemenea acest

sistem are solutie unica deci determinantul sau este nenul.

<e,8 > <€,,8 > ... <e,e >
<e,e,> <€,,6,> ... <e_,e,>

det 11 ~2 2 2 n 2 ;/:0
<e,e > <€,,8 > ... <e,e >

Observatie:

Determinantul Gramm al unui sistem liniar independent din H este nenul.

Se poate arata foarte usor cu ajutorul proprietatilor determinantilor ca daca sistemul este
liniar dependent , determinantul sdu Gramm este nul , de unde obtinem ca o conditie

necesara si suficienta pentru ca sistemul [e,....... , e,] sa fie liniar independent este ca

determinantul sau Gramm sa fie nenul.

n
Revenind la rezolvarea problemei , proiectia lui u pe H, este definitd de P u=> 2e,,
k=1

Ayye A, fiind solutia sistemului considerat mai sus.

13



1.3. Teorema lui RIESZ

Teorema 1

Fie H un spatiu Hilbert s1 H* ={f:H—A, f liniara si continua}.

a) Pentru orice feH* exista useH, unic astfel ncat pentru orice veH avem f(v) = <v,us>
$i [[£]] =]l

b)  Oricarui element ueH i se poate asocia un element f,eH* astfel incat (v)veH avem

fu(v) = <v,u> si [|fu[} = [ull.

Demonstratie:
a) Fie feH*.
Unicitatea:
Presupunem prin absurd ci exista us’ = ug® astfel incat f(v) = <v,us> = <v,u#>, (V)veH,
de unde <v,u¢' - uf> = 0, (V)veH.

Luand v = Ufl —Uf2 obtinem ||uf1 —Uf2|| =(, adica Ufl = Uf2 ,ceea ce reprezinta o contradictie.

Existenta:

Daca f = 0Oy, fie us = Oy si atunci f(v) = 0=<v, 6>, (V)veH.

Fie f+#0u~. Sa observam ca kerf = {veH: f(v) = 0} este un subspatiu inchis in H si kerf #

H.
Intr-adevir,daca vy,v, ekerf, a,0,€A atunci flouvy + oVo)= asf(Vvy) +a, f(v,) = 0, deci ay
Vi + oV, € Kerf,

Daca (v,)ckerf si vy—v, cum f este continua rezulta ca f(v,)—>f(v) si atunci f(v) =0,
deci ve kerf.

Din teorema 3 de la paragraful 1.2 avem H =kerf@®(kerf)".Cum kerf=H, exista

we (kerf),w # 0. Daci veH atunci f(F(v)w -f(w)v) = f(v)f(w) — F(w)f(v) = 0, deci

14



f(v)w—f(w)vekerf, (V) veH si atunci <f(v)w—-f(w)v,w>=0,(v) veH , adica f(v)||w|’ —
f(w) <v,w> =0, (V)veH.
Astfel obtinem:

f(w) f(w)

f(v) = <V,W> = <V, w>, (V)veH.
lwll? lwll?
Luéand us¢ = ”( ”)2 w rezulta f(v) = <v,us>, (V)veH.
w

Cum [f(V)| = [<v,ue>| < [IV]| llull, (V)veH rezulta |[f]« < [Jud].
Pe de alta parte :
If(v)l If(u,)I

o M T

b) FieueH si f, : H—> A, fy(v) = <v,u>. Evident f, este liniara, |f,(v)| = |<v,u>| < <||u|| |]V]],

Ifl|+ = = ||ugl| si in concluzie |[f|[« = ||ug]|.

(V)veH, deci f, marginita si in concluzie f,eH’.

Tn plus |[f,[l- < |jul. Pe de altd parte, pentru u # © avem [f, [l > 'fu”(‘ﬁ)' = ||l si
u

demonstratia teoremei se incheie.

Dam in continuare cateva consecinte importante ale teoremei lui Riesz :

Corolar 1:
Fie H un spatiu Hilbert si fie H* dualul sau.

Atunci:

1) Aplicatia fe H*, fiuf eH este un semiizomorfism intre H si H* , adica este bijectie si
are urmatoarele proprietati:

a) 3 (f+g)= 3f+3g;

b) (=21 3F;

c) 131l =IIfll -

2) spatiul H* este spatiu Hilbert cu produsul scalar:

<f,g> ,-=<30, 3 >

O consecinta imediata a acestui corolar este :

Corolar 2:

15



Spatiile Hilbert sunt reflexive.

1.4. Spatii Hilbert separabile

Definitia 1 :
O submultime McH se numeste densd in H daca si numai daca pentru orice ueH,
exista un sir (u,) < M astfel incat u, —u, sau, echivalent, daca pentru orice ueH si pentru

orice ¢ >0, exista veM astfel incat |[u-v|< ¢.

Definitia 2 :

Se numeste inchidere a unei multimi McH multimea M, obtinutd adaugand la M
limitele (in norma || || din H) tuturor sirurilor convergente formate cu elemente din M.

Tinand seama si de definitia 1 , observam cd daca M este o multime densa in H, atunci

Tnchiderea ei M coincide cu H.

Propozitia 1 :

Daca McH este densa si ueH, uLM, atunci u =6y

Demonstratie :

Aratam ca ulM implici ulH. Intr-adevar , fie veH si (v,) cM, v,—V; atunci

~

<u,vV,>=0,(V)neN si cum <u,v,>—><u,v> rezulta ca <u,v>=0, deci uLM. In

particular u_Lu, adica <u,u>=0< ||u]| =0 < u = 6.
Definitia 3 :

Un spatiu Hilbert H se numeste separabil daca existda McH numarabila si densa in H.

Definitia 4 :
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O familie de elemente (uj)ic; < H se numeste totald in H daca nu exista in H
elemente nenule ortogonale pe orice element al familiei. Adica , daca (u;)ic; < —H este 0
familie totala in H , atunci :

<u,up> =0, (V)iel = u = 0y.

Observatia 1 :

Din definitia 4 s1 propozitia 1 rezultd ca orice familie densa in H este totald in H.
Definitia 5:

O familie de elemente (u;)ic; < H se numeste ortonormala daca :

1, daca i=] .
<ui, Uj>:5ij:{0 daca %] (V)ijel

Este evident ca, daca (uj)ic; este o familie ortonormala atunci u; # 0y, (V)i€l si elementele

u;, i el sunt liniar independente.

n —_—
Intr-adevar,daca ) a, u. =0y, unde axeA,ixel,atunci,pentru orice j =1,n avem:
k=1 K

n n n
0=<0 >=<)>aq.u > = a, <u > = Q, Ok = OLj
H» uii ; kY uii ; Kk i ! uii ; k Okj j

Propozitia 2:

Fie (Uj)ici.cH o familie totala si W = Sp(ui)id:{z A, Uj:Aje A Jc | finitd}. Atunci W =H.

jed

Demonstratie:

Evident W este subspatiu inchis in H si fie P : H—>W operatorul de proiectie a lui H pe W.
Fie ueH ; atunci u—Pue W™, deciu—Pu L W.

Tn particular <u-Pu, ui> =0, (¥)iel. Cum familia (u;) i, este totali in H rezulta

u—Pu =0y, adiciu =Pu € W, deci ue W. Am demonstrat astfel incluziunea Hc W . Cum

W cH, demonstratia este Incheiata.

Observatia 2:
Din aceasta propozitie rezulta cd un spatiu Hilbert care posedd o familie totala numarabila

este separabil.
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Folosind si propozitia 1 rezultd cd un spatiu Hilbert este separabil daca si numai daca

poseda o familie totald numarabila.

Teorema 1.
Fie H un spatiu Hilbert separabil. Atunci H posedd o familie numadrabila, totald,

ortonormala.

Demonstratie:

Conform observatiei 2, H posedda o familie (u,),cn numarabild si totald. Putem
presupune ca u, # Oy, (V)neN si elementele u,, NeN sunt liniar independente.
Intr-adevar, daci A ={uy,Us,,...} vom extrage din aceasti multime o submultime numarabila
B ={u,’, uy’,...} formata din elemente nenule liniar independente astfel ca spA = spB.
Fie (en)nen familia ortonormala corespunzatoare familiei (un)nen, obtinuta prin procedeul de

ortonormalizare Gramm-Schmidt.

n-1
Fievi=uq, e = M Pentru n >2, fiev, = u, + Z)\.v. AieA.
i=1

2 o

_ n-1
Alegem scalarii A; astfel incat v, L v, (V)] =1,n-1, adica <u, +Z)\iVi V> = 0,
i=1

(V) j=1,n-1 < <up,Vp> + 4 |IvilF =0, (v)j =1,n-1.
Evident v, # 0, deoarece, in caz contrar ar rezulta ca uy, U,,...,Uy1 Sunt liniar dependente.

<u.,V,> .
Va rezulta A = - ———. Luand e, =

H HZ " este evident ca familia (e;) nen €Ste
Vi

Vo
[val

ortonormala.

Ramane sa aratam ca familia (e,) nen este totald. Fie veH astfel ncat <v,e,>=0, (V)neN,
n-1

deci <v, Uyt D Av;>=0 = <v, u, >=0, (¥)neN.
i=1

Cum (up) nen este totald rezulta v = 0y.

Teorema 2.

Fie H un spatiu Hilbert separabil si (ep)nen 0 familie numarabild, ortonormala, totala in H.
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0

Atunci pentru (V)ueH seria <u, e,>e, este convergenta si <u, e,>e, =
S
=1

n=1 n

u. Tnplus [ulf =3 I<u, e
n=1

Demonstratie :

Fie ueH, fixat si H, = Sp[ey, €5,....e0] = = {D e, : axeA, | < {1,2...,n}}. Fie Py

kel

H—H, operatorul de proiectie al lui H pe H, si d, = d(u,H,).
Dinu - Pnu L H, avem <u — Pyu,ej> = 0, (V)j =1,n.

Cum PyueH, existd Ay, Ay,..., AneA astfel incat P.u = > Ae,, deci :

i
i=1

<u,ep> =< D Ae &> (V)j =1,n, de unde rezulta ;= <u,ep>.
i=1

n
Vomavea Pyu = Y <u.e; >g sidy = [|u—Puul® = <u-Pyu, u—Pyu>=
i1

n
= <U-Pyu, U> - <U -Pyu, Pou> = <u - Pou, u> = |Jul? - < Y <u,e, >eju> =
=1

n n
=|ul = 1<u,e, >* 20, deci YI<u,e, > <|lulf.

=1 =1

n
Notand s, = D'I<u,e; >% vom avea 0 < s, < ||ulf%, Sy < Spu1, deci (3) lims, <[|ul?, adica
=1 n—ow

n
Dl<u,e, > 2 < |ul*, numita si inegalitatea lui Bessel.Pentru a arita prima parte a teoremei
n=1

este suficient sa aratam ca exista limP,u =u.

Fie £ >0; cum (e,) nen €ste totald in H, din propozitia 2 avem W =H, unde W = =sp(€;,) nen,
deci exista veW astfel incat ||v-u|| < e.
Cum ve W exista n,eN astfel incat veH, (V)n > n; si atunci pentru (V)n > n,avem veH, si

|lu-Ppu || < ||u-Vv|| <g, deci P,u —u, pentru n— oo,

In concluzie seria Y <u, e,>e, este convergentd si » <u, e,>e, =U.
n=1 n=1

Aceasta reprezentare se mai numeste si dezvoltarea Fourier generalizatd a lui u in raport cu

sistemul (ep) nen-

19



Coeficientii ¢, =<u,e,>eA se numesc coeficientii Fourier (generalizati) ai lui u relativ la

n
familia (en) nen. Din Pou=<> <u,e, > e, rezulta:
k=1

n n n
Pl =<> <ue, >e,> <ue >e>= dl<ue >’
k=1 k=1 k=1

Cum |Pyul|->|lull, pentru n—oo rezultd ca [Jul’ = > |<u, &>, numita si egalitatea lui
n=1

Parseval.

Exemplu

. . . 1 : .
Sistemul trigonometric (¢x) kez, @ (t) = ——— €™ este numarabil, ortonormal si total in

Jom
L, (0,2m).

Intr-adevar, sistemul trigonometric indicat este ortonormal in L, (0,2r), deoarece avem:

Pentru m#n,

Pentru m=n,

1
(o} (t)|—E

1.5. Clase de operatori in spatii Hilbert

1 2n 2
=5 I0all*uoen=[lon ®] dt=1

0

eimt

Fie H un spatiu Hilbert si D (A) —H un subspatiu dens.

Definitia 1
Un operator A: D (A) — H se numeste:
a) simetric daca <Au,v> = <u,Av>, (V)u,v € D (A);
b) pozitiv daca <Au,u> > 0, (V)u € D (A);
c) strict pozitiv daca <Au,u>> 0, (V)u € D (A), u = 0;
d) pozitiv definit (sau tare pozitiv) daca existd o constanta y*>0 astfel incat <Au,u> > v

lull*, ()u € D (A).
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Daca A: D (A) — H este liniar notam cu D (A*) = {veH: (3)v*eH astfel incat <Au,v> =
<u,v*>, (V)u € D (A)}.

Observatia 1

D(A*)=J, deoarece 6,eD(A*)(pentru v=0y, exista v*=0y cu proprietatea ceruta).

Observatia 2
v* este unic cu aceasta proprietate. Intr-adevar, daca existd vi*, v,*eH astfel Incat <u,v,*>
= <u,v,*>, (V)ueD(A), atunci :
<u,Vvi* - Vp*>=0, (V)u € D (A), adicd vi* - vo,* L D (A).

Cum D (A) < H este dens rezulta vi* - v, * = 0y, adica v;* = v,*.
Se verificd imediat ca D(A*) este subspatiu in H. Fie A*:D(A*)—>H, A*v = v*eH, cu
proprietatea ca <Au,v> = <u,v*> = <u,A*v>, (V)ueD(A).
Operatorul A* este bine definit, liniar §i se numeste adjunctul operatorului A.
Intr-adevar, din observatia anterioara rezultd ci A* este bine definit iar pentru liniaritate,
fie vi,v, € D (A¥), oy, o € A, Vi* = A*vy, Vo* = A*v,. Vom avea :

<AuU,V;> = <u,v*> = <u,A*v;>, (V)ueD(A).

<AU,V,> = <U,V*> = <u,A*v,>, (V)ueD(A),

de unde,
<AU, oyV; tapV, >= <U, ayVi* + apVo*> = <u, oy A*Vv; top A*v, >, (V)ueD(A), adica:

A*(Otlvl +(12V2) = OLlA*Vl +0ly A*Vz , deci A* este liniar.

Definitia 2.

Un operator A:D (A)—H se numeste autoadjunct daca A = A*.

Propozitia 1.
Fie D (A) — H subspatiu dens si A: D (A) — H, simetric. Atunci A este liniar.

Demonstratie:

Fie ay, ap € A, ug,u, €D (A), weD (A). Atunci :
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<A(ouUp +opUy),W> = <oul; +opU, AW> = o <Uu;, AW> + op<U,,AW> = o <Au;,W>
+0,<Au,,W> = < AUy + a,Au,,W >, deci :

< A(oyUg +onup) - o Aug - 0AU,W > =0
Deoarece weD (A) este arbitrar luat rezultd A(oyU; +0oUp)-0; Aug-oAuy L D(A) si cum D
(A) < H este dens rezulta Ao U; +opUy) - o Au; - oA, = Oy, adica :

A(Otlul +(12U2) = a1AU; + oAU,

Observatia 3
Daca A:D (A)—H este simetric atunci A este o restrictie a lui A*, adica D (A) < D(A*) si
A* | o= A
Intr-adevir, fie v eD (A); atunci existd v¥eH*, v*=Av astfel incat <Au,v> = <u,v*>,

(V)ueD(A), deci veD(A*).Atunci D (A)cD(A*) si A*v = v* = Av.

Exemplu
Fie QcR", deschis, marginit cu frontiera dQ de clasa C*. Fie H = =L*(Q2), D(A)
= C.(Q) = {peC™(Q), supp ¢ = compact = Q}.

Avem ci C*(Q2) < H, dens in | [|u, unde [lull’ = <u,u> = [u*(x)dx.

n 2
FieA:D (A) > H,Au=-Au=- za—g Pentru orice u,ve D (A) avem:
" X -

<AUV>y = <-Au,V> j Au (V(x)dx = - | 2

Qll i

e R 0o () S e

Q i=1 Q i=1

Din formula lui Green obtinem

I 0 6uv dx = jﬂvndc 0,i=1,n si atunci:
o OX; \ OX J00%;
<AU,V>, = jz@ﬂdx— <u,-Av>, =<u, Av >y, deci A este simetric.
2 = ox, oX, L (@)
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Si reamintim inegalitatea lui Friedrichs: Existd o constantd y* > 0 astfel incat (V) e
C.(QQ) avem :

[ Torad o0 P dx =7 [ | (x) [dx

Q

Q

Folosind aceasta inegalitate avem:
2
([ ou 2 2 2 2
= - = - = > = =
<AU, Uy = < -AUU >, i;(axj dx i | grad u(x) [> dx >y i | u(x) [Pdx = =y

ull® = ., = ¥ llull *, deci operatorul A = -A este pozitiv definit.
(@)

Propozitia 2
Fie H spatiu Hilbert complex, D (A)c H, subspatiu dens si A:D(A)—H un operator

liniar.Atunci A este simetric dacd si numai daca<Au,u>€ R, (V)ueD(A).

Demonstratie.
“=" Pentru (V)ueD(A) avem <Au,u> = <u,Au> = < Au,u>, deci <Au,u> € R.
“<” Pentru (V)ueD(A) avem:
<A(u+v),u+v> - <A(U-v),u-v> = 2<Au,v> + 2<Av,u> 1)
Inlocuind pe v cu iv obtinem:
<A(U+iV),u+iv>-<A(U-iv),u-iv>=2<Au,iv>+2<A(iv),u> = - 2i<Au,v> + 2i<Av,u>.
Inmultind ultima relatie cu i obtinem:
i< A(U+iV),u+iv> - i <A(U-iv),u-iv> = 2<Au,v> - 2<Av,u>  (2)

Din (1) si (2) prin adunare se obtine :

4<Au,Vv>=<A(U+V),u+V>—<A(u-V),u-v>+i<A(U+iv),u+iv>—i<A(u-iv),u-iv>  (3)
Schimband pe u cu v obtinem:

4<Av,u> = <A(U+V),u+v>—<A(U-V),u-v> +i<A(V+iu),v+iu>—i<A(v-iu),v-iu>.
Cum <Ax,x>eR, (V)xeD(A), rezulta :

4<u,Av>=4< Av,u>=
=<A(U+V),u+v>-<A(U-V),u-v>-i<A(V+iu),v+Hiu>+i<A(v-iu),v-iu>  (4)

Cum <A(u+iv),u+iv> =<A(i(v-iu)), i(v-iu)> = <A(v-iu),v-iu> si
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<A(U-iV),u-iv>=<A(-i(v+iu)),-i(v+iu)> = <A(v+iu), v+iu>, din (3) si (4) rezulta ca <Au,v>
= <u,Av>,deci A este simetric.

Corolar 1

Fie H spatiu Hilbert complex, D (A) — H subspatiu dens,A: D (A) — H liniar si pozitiv.
Atunci A este simetric.

Demonstratie:

Este imediata din propozitia 2.
Caracterizarea spatiilor Hilbert

Este interesant sa stim sa recunoastem daca o norma || || datd pe un spatiu vectorial E

este o norma hilbertiana, anume cand exista un produs scalar <, > pe E astfel Tncat:

1
||lu||=<u,u>?2 pentru orice u din E.

Sunt cunoscute diverse criterii :

Teorema (Frechet-Von Neumann-Jordan) :
Presupunem ca norma || || satisface identitatea paralelogramului. Atunci || || este o norma

hilbertiana.

Teorema (Kakutani):

Presupunem ca E este un spatiu normat cu dimE>3. Presupunem ca fiecare subspatiu F de
dimensiune 2 are un operator de proiectie de norma 1, adica exista un operator de proiectie
liniar si marginit P :E — F astfel incat Pu=u pentru orice u<F si ||P||<1.

Atunci || || este 0 norma hilbertiana.

Teorema (Karlovitz):

Fie E un spatiu normat de dimensiune dimE>3. Fie :

Tu=u, daci |Jul[<1 si Tu:”“—”, daci [|u][>1.
u

Presupunem ca ||Tu-Tv||<||u-v||, pentru orice u si v din E.

Atunci || || este 0 norma hilbertiana.
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1.6. Aplicatii
1.Sa se verifice ca, daca X este un spatiu prehilbertian, atunci [<x,y>|=||x||||y|| daca si numai

dacd x si y sunt liniari dependenti.

Solutie:

Presupunem ca relatia din enunt este adevarata i vrem sd demonstrdm cd x s1 y sunt liniari
dependenti.

[<xy>=[X[lllyl

Dacay=0 = y=6-x.

Daca y#0, fie A=—<x,y>|ly|| .

IX+AY[|2=  <XHAY,XHFAY>= <K XHAY>+HSAY XHAY> =<K X>+<XAY>+<AY x>+ +<Dy,

2 2
————— —<X,Y> < XY > —k<xy> <Xy~>
re A< x,y >=re y Y > —pg ZISX YA <%y =~ x|*

Iy 1P Iy 1P Iy’

=[x+ =[x ? +IX]) 2 -2|||* =0= x+Ay=0=>x=-Ly , adica x si y sunt liniar dependenti.

Reciproc consideram ca x si y sunt liniar dependenti si trebuie sa demonstram ca are loc
relatia din enunt.
Cazul y=0 este evident.

Presupunem y#0. In acest caz 3 A astfel incat x=\y.

Rezultd [<x,y>[=|<iky,y>[=IMIIyII* =IAyllyI=IXy-

2.Sa se verifice ca orice spatiu prehilbertian este uniform convex.

Solutie:

Folosim definitia spatiului uniform convex.

Un spatiu liniar normat X este uniform convex daca are urmatoarea proprietate: pentru orice

numar ¢ €(0,2) exista un numar §(¢) € (0,1) astfel incat daca |[x|=|ly||=1 si |[x-Y|| > &, atunci

1
S Iyl<L-56)
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Stim ca intr-un spatiu prehilbertian are loc identitatea paralelogramului:
IX+y1* +HIx-yI1* =2( X1 * +Iyl1*)

Deci [Ix+yl1* =2(|IXII* +lIyll* )-lIx-yll*

Presupunem ca ||x|[=|ly||=1 si [|X-Y|> & .

Rezultd cad -||x-y||*<-& ?

inlocuind in relatia de mai sus obtinem:

Ixeryl|? <d- 2

Din continuitatea functiei radical rezultd ca exista §(¢) >0 astfel incét :

|IX+y||<2-5(e), care este echivalenta cu relatia din definitia spatiului uniform convex. Putem

trage concluzia ca orice spatiu prehilbertian este convex.

3. Fie H spatiu Hilbert , A < H. Atunci:

a) AcA*.

b) A-+=A"

¢) A subspatiu atunci A~ = A

Solutie:

a) Fie x un element din A. Pentru a demonstra incluziunea este evident ca trebuie sa aratam
cixe AT

A =(A*)". Fieacumy un element din A*. Atunci <y,x>=0. Rezulta xe (A*)".
Adicixe A,

b) Mai intai sa facem urmatoarea observatie:

AcB =B cA"

Folosind rezultatul demonstrat la a) avem:

Ac A" = A c A

ALc(Atl) = ALcAL !

Din cele doua relatii obtinem egalitatea dorita.

c) A subspatiu = SpA=A.

Vom folosi A *=SpA. Evident A“=A.

4. H spatiu Hilbert, T:H—H , liniar. Atunci T=0 < <Tx,x>=0 pentru orice x din H.

Solutie:

"<": Presupunem <Tx,x>=0 VxeH.
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Atunci pentru orice x si y din H avem:
<T(X+y),X+y>-<T(X-y),X-y>+i<T(X+1y),X+iy>-I<T(X-1y),x-iy>=0
<TXX>+<TXY>+<TY, X>+<Ty,y>-<TX,X>+<Ty,X>+<TX,y>-<Ty,y>+
I(<TX,X>-I<TX,Yy>+HI<Ty,X>+<Ty,y>)- i(<KTX,X>+I<TX,y>-i<Ty,x>+<Ty,y>)=0
Dupa efectuarea calculelor obtinem :

4<TX,y>=0=<TXx,y>=0Vx,y e H = Tx=0= T=0.

"=":Evident.

5. Fie H un spatiu Hilbert si Te L(H). Daca presupunem ca ||T||<I atunci Tx=x daca si
numai dacd T X=X.

Solutie :

Din ipotezd Tx=x. Atunci <TX,x>=<x,x>=||x||*.

Folosind proprietatea operatorului adjunct T~ obtinem :

<Tx,x>=<x, T x>

Folosind inegalitatea lui Cauchy-Schwartz avem :

<X, THx>< Xl T™x i<l ||*

Avand in vedere cele 2 relatii de mai sus rezultd ca trebuie sa avem in mod necesar
egalitate : <x, T x>=||x||?

Folosind rezultatul de la problema 1 obtinem egalitatea dorita adica : T~ X=X.

Reciproc daca T x=x, Tx=T "x=x, deoarece ||T"||=||T||<1.

Capitolul 2.Metoda variationalia in studiul operatorilor liniari si pozitiv definiti.

2.1. Teorema variationald fundamentala.
Fie H spatiu Hilbert complex, D(A)cH, un subspatiu dens al lui H si A:D (A)—H liniar,
strict pozitiv. Fie feH. Atunci:

a) Ecuatia Au =f are cel mult o solutie;

b) upeD(A) este solutic a ecuatieci Au=f < Uy, minimizeaza pe D(A)

functionala F : D(A) - R, F(u) =<Au,u>- 2 re <u,f>.

Demonstratie :
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a) Presupunem prin reducere la absurd ca exista u;,U,eD(A),u; # U, astfel incadt  Au; =
Au, = f.
Atunci  <Au; — Auy,U; — Up>=< 0, us-u> =0, ceea ce este absurd, deoarece :
<AuU;-Al,, Us-Uy> = <A(U;-Up), Uy — Uup> > 0.

b) “=" Presupunem ca Aug = f si aratam ca F(uo) < F(u), (V)ueD(A).

Pentru (V) ueD(A) avem F(u)=<Au,u>-2re<u,f>= <Au,u>-2re<u,Aup> = <Au,u> -
<u,Aup> - <u, Au, > = < Au,U> - <U,AUg> - <Alg,U> + <A, Up> -
- <AlUg,Up> = <A(U-Up),U-Ug> - <Alg,Uo>, deci F(Ug) = - <Auy, Ug> si atunci:

F(u) - F(uo) = <A(u-up), U-Ug)>> 0, (V)u = Ug

“<" Fie upeD(A) astfel incat F(up) < F(u), (V)ueD(A).
Vom arata ca Aug = f.
Ludnd u = ug + tv, teR, veD(A) obtinem F(ug) < F(upttv), (V)teR.
Fie functia ¢: R = R, o(t) = F(upt+tv). Atunci ¢(0)<o(t), (V)teR, deci t=0 este punct de
minim pentru o.
Vom avea :
o(t) = F(ugttv) = <A(ug +tv), ugttv> -2re <ug+tv,f> =
= <A, Up>+H(<AUg,v>+<AV,Up>)+H*<Av,Vv> - 2re<uq,f>-2t re<v,f> =
= <AUp,Up> - 2 re<up,f> +2t re<Auy - f, v>+t? <Av,v> =
= F(uo) + 2t re<Aug-f,v> + ? < Av, v> si atunci, pentru t #0 vom avea

(0 —0) _ F(u, +tv) - F(u

t t o) = 2 re <Aug—f,v> + t<Av,v>.

Rezulta ca ¢ este derivabild in t=0 si ¢’(0) = 2re <Au, —f,v>. Din teorema lui Fermat vom
avea ¢’(0) =0, deci :
re<Auo—f,v>=0 1)
Inlocuind pe v cu iv obtinem re<Auq—f,iv> = 0, deci :
im<Au,-f,v>=0 (2
Din (1) si (2) rezulta <Aug—f,v>=0, (V)veD(A), adica Aup—f L D(A).

Cum D(A) c H este dens rezulta Aug = f si demonstratia este incheiata.
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2.2 Teorema variationala intarita.

Teorema variationala fundamentala afirma echivalenta intre problema rezolvarii
ecuatiei Au=f si aceea a gasirii punctului care minimizeaza pe D(A) functionala F : D(A)
— R, F(u) =<Au,u>- 2 re <u,f>. Interesul, in abordarea pe cale variationala a ecuatiilor
operatoriale, este ca, dupd ce s-a obtinut o terorema alternativa de tipul teoremei
fundamentale, sa se intareasca ipotezele acestei teoreme astfel incat sa se poatd demonstra
existenta unui punct de minim pentru functionala atasata ecuatiei considerate. Aceasta
echivaleaza cu demonstrarea existentei solutiei acestei ecuatii iar orice metoda constructiva
pentru punctul de minim devine o metoda de construire a solutiei ecuatiei.
Teorema 1. (teorema variationala intarita).

Daca in teorema variationala fundamentala ipoteza “A strict pozitiv pe D(A)” se
inlocuieste cu ipoteza (mai tare) “A pozitiv definit”, adicd existd o constantd y* > 0 astfel
incat <Au,u>>y’|ul® , (V) ueD(A), atunci urmitoarele afirmatii suplimentare sunt
adevarate:

a) Functionala F este marginita inferior pe D(A);

b) Functioanala F este uniform convexa pe D(A); mai precis avem:
(1-1) F (u) + L F (V) - F ((1-2)u + Av)) = v (1-)|Ju-v|[%, (¥)u,veD(A);

c) Orice sir minimizat pentru F pe D(A) converge in H;

d) Toate sirurile minimizante pentru F pe D(A) au aceeasi limita in H.

Demonstratie:

a) Pentru (V) ueD(A) avem F (u) = <Au,u> - 2re <u,f>>

1 1 1 ; . )
> v2 |ull? = 2||ulll[fll = ( yllul| - ;||f||)2 - 7||f||2 2-7||f||2, deci F este marginita inferior pe

D(A). Fiel = irDlg‘A)F (u)2i2||f||2 ; atunci exista un sir (u,)c D(A) astfel incat F (u,) — .
Ue }/

b) Fieu,v eD(A), A€[0,1]. Vom avea:
(1-A)F(u)+AF(V)-F((1-A)u+Av)=(1-L)(<Au,u>-2re<u,f>)+A(<Av,v>-2re<v,f>)- -<A((1-
MUHAV), (L-L)u+Av)>+2re<(1-A)u + Av,f> = (1-1) <Au,u> + A<AvV,v> -  -<A((1-L)u+Av),
(I-2)u + Av> =
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=(1-1)<AuU,U>+A<AV,V>-(1-1)°<Au,u>-A*<Av,v>-A(1-1)<Au,v>-A(1-A)<Av,u>=  =A(1-
A)<A(U-V),u-v> > 7% A(1-L)|Ju-v|]*

c) Fie (u,)cD(A) sir minimizant pentru F, deci F(u,)—> | = far(]/f) F.Vom avea :

¥ ML) U = Unll® < (1-1) F (Um) + AF(Un)- F ((1-2)Unm + Alip) <
< (2-A) F (upm)*+ A F (uy) — 1> 0, pentru m,n— oo, deoacere F (uy)—l, F (uy) —I.
Rezulta ca (uy) este sir Cauchy in H, deci convergent.
d) Fie (up), (uy’)cD(A) doua siruri minimizante pentru F pe D(A). Folosind b)
vom avea
Y2 LA [Jun-Un|? < (1-L)F (un?) +A F (Un) - F ((1-1) Uy’ + Auy) <
<(2-A) F (uy’) + A F (uy) =1 — 0, pentru n— oo,deoarece F (u,”) — I, F (u,) — |, deci :
|lun”-uy||— O pentru n— oo.

Cum sirurile (up) s1 (u,’) sunt convergente in H rezulta ca au aceeasi limita.

Definitia 1.

Se numeste solutie in sens Sobolev (sau generalizatd) a ecuatiei Au = f, limita in H a
oricdrui sir minimizant al functionalei F.

Legatura dintre solutia generalizata si solutia clasicd a ecuatiei Au=f este datd de

urmatoarea teorema.

Teorema 2.
1) Solutia in sens clasic este solutie in sens generalizat.

2) Daca solutia generalizatd use D(A) atunci ea este solutie clasica.

Demonstratie
1) Fie ug solutie clasica a ecuatiei Au=f, deci upeD(A) si Aug =f. Din teorema variationala
fundamentala , u, este punct de minim pentru F pe D(A) si

F (u) - F (Uo) = <A(U-Ug), U-Ug> > v* [|u-Uo||*, (¥)ueD(A) 1)

Fie (u,)cD(A) sir minimizant pentru F,deci F (u,)—I= far(]/f) F.

Din (1), pentru u = u, vomavea F (u,) - F (Ug) = v* ||un - Uo|f%, (¥)neN.
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Cum F (u,)—I= Er(llf) F = F (up) (deoarece uo este punct de minim pentru F) rezulta ca (3)

lim u, = Ug, deci U este solutie generalizata.

2) Fie u;eD(A) solutie generalizata pentru F; atunci exista un sir (u,) < D(A) astfel Tncat u,

—Ussi F (up) > | = IIDI‘(E) F.

Fie u,veD(A). Cum F este uniform convexa este convexa si atunci:

F ((1-M)u + Av) < (1-1) F (u) + A F (v), (¥)Ae[0,1], de unde

F ) -F (> TENMZRO) o, ¢ o

cum fim FE=NUFAV) —FU) _ . Fu+Alv-u)) - F(u) _

A—0 A A—0 A

= 2re<Au-f, v - u> rezulta ca F (v) - F (u) > 2re<Au-f,v - u>.
Luénd v = uj si u = us obtinem :
F (uy) - F (us) > 2re<Aus -f,u, — us>.
Trecand la limitd cu n—o0 obtinem 1-F (us) > 0, deci I> F (us) > 1, adica F (us) =
l.Rezulta ca us este punct de minim pentru F pe D(A) si conform teoremei variationale

fundamentale rezulta ca us este solutie clasica.
2.3. O caracterizare variationala a solutiei generalizate a ecuatiei Au=f

Solutia generalizata a ecuatiei Au=f nu apartine, in general lui D(A). Din acest
motiv nu se poate obtine o caracterizare variationala(cum avem pentru solutia Clasicd) a

acestei solutii utilizand functionala F. In scopul obtinerii unei astfel de caracteriziri vom
face urmatoarea constructie: functionala F va fi extinsa de la D(A) pana la o functionald F:

Ha— R, unde Ha este spatiul energetic atasat operatorului A.

Teorema 1:(Friedrichs)
Fie (H,<,>) un spatiu Hilbert , D(A)cH un subspatiu dens si A:D(A)—H un operator liniar
si pozitiv definit : <Au,u>>+*|ul*, (V)u € D (A), y*>0.

Atunci exista un operator A :D( Z\)—>H cu urmatoarele proprietati:
1) A este 0 extensie a lui A D (A)cD (Z\) si A |D(A):A.
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2) A este autoadjunct si R( Z\):{ Au | ueD( Z\)}:H.
3) A este pozitiv definit i anume cu aceeasi constanta ca si A:

<AUU> >V ul?, (V)u € D (A).

Pentru functionala extinsd, vom demonstra existenta unui punct unic de minim pe Hp, pe
care 1l vom nota cu u, si vom demonstra ca ¢(Up) este solutia generalizata ( Tn sens Sobolev)
a ecuatiel Au=f, ¢ fiind injectia liniara si continua cu care Hp se scufunda in H.

Introducem pe D(A) un nou produs scalar: (V)u,v eD(A), <u,v>,, = <Au,v>y, Cu horma

asociata :

1
||ul| %4, = <u,u>, =<AU,U>>Y? ||}, de unde rezulta |[u]|y £;||u||HA , (V)ueD(A).

Fie Ha completatul lui D(A) in || ||, , Ha =D(A) ™ Daca ucHp, existd un sir (uy) <

(™

D(A) astfel incat u, = u, sau echivalent <A(u,-u), u, —u>y— 0.

Observatia 1 :

Spatiul (D(A),[I ||, ) este un spatiu prehilbertian.

Teorema 2.

Spatiul Hp se scufunda in H cu o injectie liniard, continud si densa , adica exista

¢: Ha — H, injectiva, liniara astfel incat @(Ha) < H, dens si ¢|p) = =] by

Demonstratie:

(™

Fie ue Ha; atunci existd (u,) < D(A) astfel incat u, — u, deci (u,) este sir Cauchy in ||

I, +llum - Unll 5, = O, pentru m,n —oo.
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1 < <
Cum [[um = Unll4 £ =[[Um -Unlly, , (V) m,n > 1 rezultd ca [juy - Uylln — O, pentru m,n — oo,
/4

adica (uy,) este sir Cauchy in || ||,,, deci (3) limu, €H (in || [|5). Definim ¢: Ha—H,
o(u) = limu, (in||'||n). Avem urmatoarea schema:

(™

D(A) eup, — ueHa
Vo
p(u)eH
Aratam ca ¢ este bine definitd, adica limita nu depinde de sirul ales (u,). Daca (uv’,) <

Ho 1
D(A) este un alt sir cu proprietatea ca Uy — U, atunci [[u’y = Ug|ln < <=I[Juy” -Ugl|4, — O,
4

pentru n — o, de unde rezulta ca :
limu’y, =limu, (in || [|k).
n—oo n—oo
Aratam ca ¢ este liniara. Fie a4, ap € A, U,U,eHa. Vom arata ca :

@(o1Uy +oUp) = g @ (Ug)+ o @ (Uy).

(™ (™

Fie (u,!) = D(A), (uy?) = D(A) astfel incat u," — Uy, Un> — Us.
Avem urmatoarea schema:

(™ (™

D(A) > u,' - Uy D(A)> U’ > Uy
N Lo . Lo
o(uy) o(uy)
s
De aici rezultd cd oy Uy'+ 0lUn” —> 0t @ (Ug)+ otz @ (Uy) Q)

(™

Pe de alta parte, cum a,U, + apU,” — oUp + oLUs, tindnd cont de definitia lui ¢ rezulta ca :

I

oy Unl"‘ Oﬁzun2 — ¢ (Ut ap Up) (2)
Din (1) si (2) rezulta ca :

@ (oqUs+ 0 Uz) = oty @ (Ug)+ o @ (Uo).

I

A
Aratam in continuare ca este ¢ continua. Fie ueHa si (up) < D(A), u, — u.
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1 . . .
Avem [[ug|ly <=]luglly, , (V) n 21, de unde, prin trecere la limitd cu n—co obtinem ||¢ (U)||+
/4

1
<=ully, -

Cum ueHj, este arbitrar luat rezultd ca ¢ este marginita, deci continua, fiind liniara.

(™

Daca ue D(A) si u, € D(A), u, = u, atunci u, — u, deci @(u)=u, adica
¢ /oy = llpa).
Din D(A) < Ha rezulta ¢ (D(A)) < o(Ha) < H, deci D(A) < o(Ha) < H.
Deoarece D(A) este dens in H, in |||y, rezulta ca ¢(Ha) este dens in H, n |||
Pentru a incheia demonstratia ramane sa mai aratam ca ¢ este injectiva.
Presupunem prin absurd ca existd uy, U €Ha, Up # U, astfel incat o(u;) = @(u,). Din
liniaritatea lui ¢ rezulta ca @(u;— Uy) = 4.

(™

Fie (un) < D(A) astfel incat u, — u; — Up. Din definitia lui ¢ rezulta ca

I

Up— @ (Up—Up) = O

Pentru (V) w eH avem |<u,, W>y| < ||[ug||ullw|lh = O, pentru n — oo, deci
<Up, W>y — 0 (V) w eH.
Luénd w = Av, cu ve D(A) obtinem <u,, Av>y— 0, (V) v € D(A), sau echivalent

<Up,v>, — 0, (V) v e D(A) 3

(™

Cumu, — U;—U,rezulta ca:
<Up, V>, —> <Up—Uy V>, (V) V eHa 4

Din (3) si (4) rezultd ¢ <u;— Uy, v>,, =0, (V) v € D(A), adicd u; — Uz L D(A) < cHa, dens
si atunci u; = Uy, contradictie.
Cum @ /pa) = l/p(a), functionala F se mai scrie:
F (u) =<Au, u>y — 2re<u, f>y = ||u]]® w, = <o), F>y - <fo(u)>y, (V)ueD(A).

Ultimul membru al egalitatii are sens pentru (V)ue Ha. Aceasta sugereaza definirea
functionalei F:Ha— R,F (U)=[|ul,, -<¢(u), f> -<f,p(u)>y, (V)ueHa si evident F/pp =

F, deci F este o prelungire a lui F.
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Teorema 3.
In ipotezele de lucru de pana acum (adici ale teoremei variationale intirite) avem :

a) F are un unic punct de minim global pe Ha, fie acesta uj.

b) Un sir (u)) = Ha este sir minimizant pentru F pe Ha daci si numai daca Un
("
— Ug,
c) minF =infF;
Ha D(A)
d) ¢@(Up) = Us, deci solutia generalizata a ecuatiei Au = f este @(Uy).

Demonstratie:

a) Fie Fi:Ha— C, Fy(u) = <op(u), f>4. Cum ¢ este liniara pe Hp rezulta ca si F ; este liniara.

Cum |F (W] < |le)]|nlIfllH < l||f||H Jull, ,(V)ueHA rezultd ca F; este continud pe Ha, deci
/4

. 1
FieHa*si||Folly, * < ;IIfIIH-

Din teorema lui Riesz existda ugeHa, unic astfel incat :

A 1
Fa(u) =<u,up>, ,(V)ueHa; inplus [luoll,, =1 F ll,, * S;IIfIIH-

Pentru ueH, vom avea :
IE (U) = <u’U>HA - <u’u0>HA - <UO’U>HA = <U-Uo, u_u0>HA -<Uo, uO>HA = ||U - uO”IiA "”uO”HA ?
si atunci :

F (u)- F (uo) =lu-ugll, > >0, (V)ueHa, u # Uo.
L e = _ 2 1 02
Atunci min F =F (Uo) = -[luoll,,, © = - Y (111

b) Rezulta imediat din a).

S3 observim ca existd siruri minimizante pentru F formate cu elemente din
D(A).

(™

Intr-adevar, cum upeHa existd (u,) = D(A) astfel incat u, — Ug. Din prima parte a

demonstratiei avem F (u,) = F (Ug) = min F= inf F.

c) minF=infF <infF=infF =1.
Ha Ha D(A) D(A)
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(™

Fie (uy) < D(A) astfel incat u, — Uo. Folosind prima parte a demonstratiei vom avea F (u,)

= F(u)) > F (up) = min F.

Cum F (u,) > 1 rezulta ca min F > 1si in concluzie min F=1.

A

I

d)  Fie uye Ha punctul de minim a lui F si (u,) = D(A), Uy — U,
Din b) rezulta ca (u,) este sir minimizant pentru F, deci
F (uy) = F (u)—>F (up) :E)r(lj)lE , adica (u,) este sir minimizant pentru F pe D(A).Conform
definitiei lui ¢ va rezulta ca @(Ug) = Us

Vom extinde operatorul A la un operator A astfel Incat u sa fie solutie clasica pentru
ecuatia Au=T.

Fie G: H — Ha, Gf = ups € Ha, unde ug ¢ este unicul element din Ha (din teorema lui

Riesz) cu proprietatea <o(u), f>y = <u,Up >, (V)ueHA.

Teorema 4.
a) Operatorul G este liniar, continuu si injectiv;
b) G1:G(H) — H extinde A.

Demonstratie:
a) Pentru (V)feH, GfeH, are proprietatea:
<p(u), >y =<u,Gf>, , (V)ueHa 1)

G liniar : Fie oy, ap € A, T3, T, eH. Atunci G(oy i+ o T, )eHp are proprietatea

<p(u), oy f1 + o, F>y = <u,G( oy 1 + o, Fp)> H, o (V)ueHAa.

Cum<(u),ofr+of>n= o, <o(U).fi>it a, <o(U),fo>n=
=0, <U,Gfy>,, +a, <u,Gf>, =<u,0,Gf;>, +<u,0,Gf,>, =<u,04Gfi+0,Gf,>, varezulta
ca G(oyfi+ opfy) = oy Gf1+ ap, Gf,, deci G este liniar.

G continuu : Fie feH; atunci ||Gf||,, = [[uodl,, =IIFll"w, < l||f||H.
/4
G injectiv : Fie feH astfel incat Gf =0, .
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Atunci <o@(u), > =0, (V)ueH,, adica f L @(Ha). Cum @(Ha) este dens in H rezulta ca f =
On, deci G este injectiv.
b) Fie u; € D(A) si functionala F,: D(A)—>R,
F. (u) = <Au,u>y - <AUg,U>y - <U,AUL>H = <A(U-Ug), U-Uy>y - < Aug, Uy >h.
Evident avem :

mnE =F (u;) =-<Au’,u:>
D(A) * *( 0) 0 uO H

Pe de alta parte, conform teoremei 3 avem :
rEIAn F* = II:)I?;I) F* = F* (UO) = F* (UO)'
Cum unicul punct care realizeaza minimul lui F, pe Ha este G(A u;) rezulta :
G(Au;)=u;, deciAu;, =G u;.

Consideram acum operatorul : oG : H »>H

Teorema 5 (von Neumann)
Fie A un operator autoadjunct definit pe tot H. Daca A~ existd, atunci A™ este, de

asemenea, autoadjunct.

Teorema 6

a) Operatorul (¢°G) este liniar, marginit si autoadjunct;

b) @G : H>¢(G(H)) este inversabil;

) (p°G) *:p(G(H)) —H este o extensie autoadjuncta a lui A.

d) (p°G)™ ramane pozitiv definit, cu aceeasi constantd y°ca A:

<(@oG) v,V >, 27 ||v], ", WV e p(G(H)).

Demonstratie:
a) (@°G) este liniar pentru ca ¢ si G sunt operatori liniari. Mai mult , (p°G) este marginit

pe H.Intr-adevar :

1 1
vf e H,IICD(Gf)IIHS;II Gf IIHASy—ZII Fllw.
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Operatorul (@°G) este simetric pe baza propozitiei 2 de la paragraful 1.5.(Clase de
operatori Tn spatii Hilbert.)
Vi eH,<(@oG)f, f >,=<p(Gf), f >,=<Gf ,Gf >, =||Gf ||, *>0.

Fiind simetric si definit pe tot H, operatorul ¢ -G este autoadjunct.
b) Rezulta tinand seama ca G este inversabil iar ¢ este injectiva.
¢) (poG)* este autoadjunct pentru ca este inversul operatorului @G care este autoadjunct,
marginit si definit pe tot H.(conform teoremei 5 din acest paragraf.)

Vom arita cd (9oG)™" extinde pe A:i(poG)t|pn=A Intr-adevar, avem
D(A) cD(G *)=G(H), din care rezulta :

D(A)= ¢(D(A)) co(D(G *))= ¢(G(H)).
De aici, tinand seama c@ ¢ |55 = | [p(n) » rezulta :
@°G) " low=G o0 low=C " o= A
Deoarece R[(¢°G) ™" ]=H, rezultd cd pentru orice feH, ecuatia : (¢°G) *u=f are solutie
(unica), anume u=p(Gf)= o(u,).
Dar , conform teoremei 3 punctul d) , ¢(u,) este solutia generalizata (in sens Sobolev) a
ecuatiei Au=f.
d) Intr-adevar, pentru orice ve@(G(H)) existi ueG(H)=D(G™) astfel incat
v=p(u).Atunci :
<(poG) Vv >, =< G, p(U)> =l ully,”> 72 1) Iy *= 72 I VI,

In continuare consideram operatorul A= (9oG) :p(G(H))—H.
Teorema 7.

Daca A este un operator liniar, pozitiv definit de la un subspatiu dens al unui spatiu
hilbert complex cu valori in acelasi spatiu, atunci operatorul :
A= (9oG) ™ :p(G(H))—H , unde o este injectia de scufundare a lui H, in H iar G
este operatorul considerat in teorema anterioara, are urmatoarele proprietati :
a) A extinde pe A Ay =A;
b) A rimane pozitiv definit cu aceeasi constantd y* ca A.
c) Pentru orice feH, solutia clasica a ecuatiei Au = f este solutia generalizata a ecuatiei
Au =f;
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d) A este surjectiv;

Demonstratie:

a) Cum D(A)c G(H) rezulta: D(A) = ¢( D(A)) = ¢(G(H)) = D(A), deci D(A)
D(A).
Daca ue D(A), din teoremele 2 si 4 vom avea:
Au = (¢-G)*u) = Ge(u)) = Gu = Au.

b) Fie ue D(A) = ¢(G(H)) si f = Au.Vom avea <Au, u>y = < f, p(Gf)>y = =
IGfll,,, * = ¥llo(GRIIA* = Yllull®
c) Fie feH. Deoarece A este surjectiv ecua‘giaZ\ u = fare solutie, care este unica deoarece, in
plus A este injectiv si fie ug aceasta solutie. Vom avea:

Uo = @(Gf) = o(up, )= Us, din teorema 3, deci solutia unica a ecuatiei Au = feste
solutie generalizatd a ecuatiei Au = f.
d) Fie feH. Luand u =(¢-G) f ep(G(H)) = D(A), rezultiAu = (9o G)* (¢-G)(f) = f, deci

A este surjectiv.

2.4.Metoda Ritz pentru calculul solutiei generalizate in cazul H ., separabil

In cadrul acestui paragraf vom prezenta metoda Ritz pentru calculul solutiei

generalizate n cazul H ., separabil.

Presupunem cd H _ ., este separabil si fie (¢n) < H ., un sistem ortonormal, total in H _, =

Ha. Daci ug este punctul de minim a lui F pe H .= Haatunci uo :Z <Uo, Pn>1, Pn.
n=1

Tinand cont de definitia lui G avem:

<@(u),f>4 = <u,up>,, =<u, Gf>, ,(V)ueHa.

Pentru u = ¢, obtinem :
< @(@n),f>n = <@p, Up>y,, siatunciug= Y. <f, (@n)>n ¢n,
n=1

de unde rezulta ca :
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n (™

u, = z <f, (P((PK)>H Pk — Ug, pentru n—oo.
k=1

I

Cum upeHa, UneHa, (V) N> 1 siu, _; Uo, din teorema 3 rezulta ca (u,) este sir minimizant
pentru F peHa=H ..
Cum ¢ :Ha —H este o injectie continud rezultd ca :

n (™

@(Un) :z <f, o(px)>n Pk — @ (Ug), pentru n—co,

k=1
deci (¢(un)) converge catre ¢ (Ug) = Us, solutia generalizata a ecuatiei Au = f.

Sa ne reamintim ca sirul (¢,) poate fi ales chiar din D(A). In acest caz, daci (9,)cD(A),u,

n Han . M . S : -
=Y. <fok>n 9k — Uo §i un — @(Uo) atunci (uy) este sir minimizant si pentru F , nu numai
k=1

pentru F .
Tn cele ce urmeaza vom formula o conditie suficientd pentru a avea separabilitatea lui

H .., deci valabilitatea rezultatelor obtinute in acest paragraf.

Lema 1.

Daca (G ™o, ),este total in H, atunci (,) este total in H, =H _, .
A G

Demonstratie:

Deoarece D(G ™) este dens in H ., este suficient s demonstram ca subspatiul generat de

(¢n) este dens In D(G ™).
Fie v un element arbitrar din D(G ™). Deoarece G ‘veH si (G, ) este total in H, pentru

orice ¢>0 existd numerele a,,....,o, astfel incat:

IGV=2> G o I =IGT (V=2 @) lu< &y

k=1 k=1
n ~ n ~ n 1
Dar: V=2 @ I, = GIG (v @)y, Gl IG 1(V_zak¢k)]”H<;g7/:gl
k=1 k=1 k=1

ceea ce demonstreaza afirmatia.
Teoremal:
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Dacd H este separabil, atunci H ., este de asemenea separabil.

Demonstratie :
Fie (v ) un sistem total in H. Existd ¢,eD(G ™) astfel incat G "¢, =y, v n. Conform
lemei de mai sus (¢,) este total inH _., .
Propozitia 1
Avem :

min_ F (u)= mm F(u)=F(u,)= ml(‘A)F(u).

ueD(G™)
Demonstratie :
Intr-adevar, deoarece : D(A)cD(G *)cH,, avem:

inf F(u)> inf ﬁ(u)zuiQHf F (u)= F(u,)

ueD(A) ueD(G™)
si este suficient sa se tina seama ca:

mm F (u)= inf F(u).

ueD(A)
Mai mult, deoarece punctul de minim al lui F pe H , este u,=Gfe D(G™), obtinem :

min_ F (u)= mm F (u)= F(u,)

UeD(G)
si problema de a gasi punctul de minim al lui F pe H, poate fi redusi la aceea de a gasi
punctul de minim al lui F pe D(G™).
Pe D(G ™) functionala F are forma:

YueD(G™), FU)=<Gu,e)>, —<p), f >, —< f,oU)>,.
Fie H separabil. Atunci H _., este, de asemenea, separabil.Fie (y ) un sistem total in H ., si
fie E" subspatiul finit dimensional generat de wy,,......... ., presupuse liniar

independente.Fie u_ punctul de minim al lui F pe E". Pentru existenta si unicitatea lui u

este suficient sa tinem seama ca, F este strict convexd, slab inferior semicontinud si

coerciva. Avem .
(DF)( un)-h=% F (u+th)|_,=2Re <G™u- f,p(h) >,,vu,he D(G™)

Punctul u, => ay; eE" = D(G™) este un punct de minim pentru F pe E" daci si numai

i=1

daca :
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(DF)(u,)-h=0, YheE", adica :
Re<G™u, — f,p(h)>,=0,vheE"
Daca schimbam h cu ih, vom obtine :

Im<G™u, - f,p(h)>,=0,vheE", adica <G'u, - f,p(h)>,=0,vheE"

n

Daci in wultima relatie de mai sus h=y,;, j=l,.... ,n si inlocuim u

(u, =Y ay, €E"=D(G™) , obtinem:

i=1

2.8, <Gy o)) >y =<fo)>,  j=L..n, 1L
i=1

Sau .
Zai <YLYy >y, =< f.oly;) >y, J=1,...n. 2.

i=1
Deoarece matricea acestui sistem este exact matricea Gramm a elementelor liniar

independente v, i=1,....,n, sistemul 2 sau 1 are solutie unica.
Fie u, dat derelatia u, =) ay, ,undea,, i=1,2,...,n este solutia sistemului 1.
i=1

Deoarece: E'cE’c..cE"c..cD(G™),avem:

min F=F (u,)>min F=F (u,)>.>min F=F (u, )>.>min F=F (u,).
E! E? = D(G™)

Sirul F( u,) fiind monoton descrescitor si marginit inferior, este convergent. Exista deci

lim F (u_). Problema care se pune este dac :

n—oo

lim ﬁ(un):ﬁ(uo):rmin F,

cu alte cuvinte, daca (u ) este sir minimizant pentru F . Raspunsul este unul afirmativ : sirul

i=1

demonstratia acestui fapt vom prezenta in continuare :
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Metoda Ritz ca metoda de proiectie.

Fie u, e D(G™) < H_., punctul de minim al lui F pe H...Vom arita cd dacd u este cel
furnizat de procedeul Ritz, atunci u, =P u,, ¥vne N, unde cu P, s-a notat operatorul de

proiectie al lui H ., pe E"=Sp[y,,....... . ] Intr-adevar :

Acest sistem este exact sistemul 2. obtinut prin procedeul Ritz, ceea ce demonstreaza

asertiunea.

2.5. Un caz particular (important) de determinare a unei bazeinH ,

Rationamentul din paragraful anterior arata ca in cazul in care H ,=H _, este separabil

(lucru care se intampla daca H este separabil), utilizarea procedeului Ritz pentru construirea
unui sir minimizant pentru F este conditionatd de cunoasterea unui sistem numirabil total
in H , .Problema determinarii unei baze in H, este o problema dificild. Au fost obtinute in
aceasta directie rezultate importante. Aici vom da un caz particular.Rezultatele ce vor fi
obtinute pe acest caz particular dau o imagine despre complexitatea problemei
corespunzatoare cazului general.

Fie D(A)=R"si fie A:D(A)= R" ->R" identificat cu o matrice simetrica si pozitiv definita,
avand n linii si n coloane. Fie fe R". Sa consideram problema de minim pe R" pentru
functionala patratica:

ue R", F(u)=<Au,u>_,-2<fu>_, (1)
Conform teoremei variationale fundamentale, a minimiza F pe R" este echivalent cu gasirea
solutiei u, a ecuatiei:
Au=f.
Sa consideram spatiul energetic H , al matricei A, care este R" normat cu norma || || ,

generata de produsul scalar:
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uve R", <u,v>,=<Au,v> o
Daca cunoastem o baza in H, formata din vectori ortonormati, cu alte cuvinte daca
cunoastem n vectori w,......... W, Cu proprietatea:

1,dacai = |,

<W.,W; >,=< AW, ,W. > =9. = o
. VTR {O,dacal;tj

atunci , conform formulei (1), u, este dat de:
n-1
Up=D < fow; >, w, (2)
j=0

Pe de alta parte , u, fiind solutia ecuatiei Au=f, avem:

u,=A*f (3)
Daca comparam relatiile (2) si (3) , vom obtine:

. n-1 .
At=>w,-w,
j=0

asadar cunoasterea unei baze ortonormate in H , inseamna si cunoasterea lui A™.
Daca vectorii W ,......... ,W__, nu sunt ortonormati ci doar ortogonali in produsul <, >, (
sau, cum se mai numesc n acest caz, A-conjugati), adica daca:
0,i=j

<W Wi >, =< AW, W, >R":{¢0 i

atunci wy,,......... W, fiind nenuli, formeaza o baza in R", iar u, se scrie:

n-1
Uy = zaiwi
i=0
si determinarea lui se reduce la determinarea numerelor o,. Dar A u,=f, ceea ce este
echivalent cu:
<Aug,w; > =< f,w; >, j=0,1,....... ,n-1.

deci cu:

1
Dy <Aw,w; > =< fw; >, =01, n-1.
i=0

Daca tinem seama ca: <Aw,,w; >=0 , i#j obtinem:

<f,w. >, .
a; :A,J:O,l, ........ Nn-1.
<AWj,Wj > o

astfel Tncat;
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1< fow >,
U, = ij =Alf.
j:O<AWj,Wj >

De aici rezultd, in particular, ca:
n-1 W W i
JZW*J -(Aw;, )
Asadar, cunoasterea unei baze formate din vectori A-conjugati permite inversarea matricei

simetrice si pozitiv definite A dupa formula de mai sus:

2.6. Algoritm pentru determinarea unei baze formate din vectori A-conjugati in
Rn

Algoritmul are urmatoarea idee. Sa consideram R" nzestrat cu produsul scalar <, > si

sistemul liniar independent e, ,...,e . reprezentand baza canonica din R".

Conform procedeului de otonorormalizare Gramm-Schmitd , sistemului e ,...., e, 1 se poate

n

asocia un sistem p,,...,p, ortogonal in raport cu produdul scalar <, >, adica un sistem de
vectori A-conjugati.
Procedeul de ortonormalizare Gramm-Schmitd a fost folosit in demonstratia teoremei 1 de

la paragraful 1.4 (Spatii Hilbert separabile). Conform procedeului Gramm vectorii sunt
definiti astfel:

plzel
X 1
P :ek+1_z—2<ek+11 Pi > P
i Pl
Din punct de vedere al calculului efectiv formulele de mai sus prezinta dezavantajul ca

pentru calcularea lui p,,, este necesara cunoasterea tuturor vectorilor anteriori p,,...... P,

Rationamentul care urmeaza, bazat pe o idee a lui Altman , are drept scop sa elimine acest

dezavantaj. Deci relatiile de mai sus pot fi scrise astfel:
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& =p
€, =Yub t P,
€3 =731 P 735 P, + Ps

€, =7uPy TV Py e + V0P T P,
Pentru a determina vectorii p,...... P, este suficient sa cunoastem matricea:
1
Ya 1

Facem urmatoarele notatii:

a; =<g;,e; >=< Ag;,e; >_,= g
B =<e.,p, >i<k

2
Bi =l pi I°=< Ap;, p; > oo

Tinand seama de aceste notatii , in formulele de mai sus obtinem:

Vi :&f i<k;
ﬁii
Dar aviand 1n vedere definitia lui o, <k ,si formulele lui , avem:
! R $ 1 K+l
j-1 j-1
B =<€.P; >=<e, e —Z—” T <e;,p;, > P >=<e.e, >—Z—” T <e;,p; ><e,p; >=
i=1 i i=1 i

. . , Pen
L = & Ba
=ay - E._l,yjiﬂki =0~ .E_l,ﬁjiyki =0y — E._l,ﬂji ﬂ_

tru g, avem:

K1q k1 B2,
B =< Pr» Px >=<8,& > _ZW< €ir Pi ><€, P >= 0 _ZVkiﬁki = Oy _z
i=1 i i=1 i=1 i

Elementele matricei T’ de mai sus pot fi determinate pe baza urmatoarclor relatii de

recurenta:
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_ak] zﬁjl ﬂkl J<k

k_lﬁzki
B = i _z ’

i=1 ii

unde a,; = a,.

Chiar dacd au fost obtinute separat, formulele pentru g, j<k si g, pot fi redate

printr-o singurd formuld pe baza relatiilor scrise anterior (primele doua relatii din cele trei
de mai sus):

K =y — Zﬁp ﬁk' ) jSk, Oy = Q.

II
Prezentam in continuare algoritmul care ne permite sd calculam elementele

matricei T , pe baza rationamentului descris mai sus:

Pas 1. Initializam k si n.
Pas 2. Daca k>n , se executa pasul 8 (STOP) , altfel executam pasul 3.
ﬁkl

11

Pas 3. Ke—k+1, B =ay, =< Ag,,& >y, ==, j «1

Pas 4. Daca j>k , se trece la pasul 2, altfel trecem la pasul 5.

Pas 5. j«j+1, B =a, =< Ae,,e; >,i « 0.

Pas 6. Dacd i2j-1, y, :%, trecem la pasul 4, altfel la pasul 7.

i

Pas 7. i«i+l, B < B — B, trecem la pasul 6.

Pas 8. STOP.

Algoritmul prezentat poate fi modificat , astfel incat odata cu aflarea elementelor

matricei ', sa avem posibilitatea sa determinam si vectorii A-conjugati p,,...,p,-

Pas 1. Se initializeaza k si n.

Pas 2. Daca k>n, executam pasul 10, altfel trecem la pasul 3.
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PaS 3. k(_k+1, ﬁkl :akl =< Aek1e]_ >17/k1 :&1 j <_1

11

Pas 4. Dacaj>k, p, =e, , 1«0, trecem la pasul 8, altfel la pasul 5.

Pas 5. j«j+1, B =a, =< Ae,,e; >,i 0.

Pas 6. Dacad i>j-1, y,, = % executam pasul 4, altfel trecem la pasul 7.
i

Pas 7. i«i+l, B, < B — B, 7., trecem la pasul 6.

Pas 8. Daca i>k-1, trecem la pasul 2, altfel trecem la pasul 9.

Pas 9. i« i+l, p, = p, —7,p;, trecem la pasul 8.

Pas 10. STOP.

2.7. Exemple de utilizare a metodei variationale in studiul unor probleme la

limita pentru operatori diferentiali.

Dupa cum se va vedea in demonstrarea faptului ca operatorii diferentiali pe care i vom
considera satisfac, pe multimea functiilor admisibile problemelor la limita, ipotezele
teoremei variationale intdrite, un rol important il joacd anumite inegalitdti diferentiale.

Ipoteza esentiald in teorema variationala intarita este cea de pozitiv definire a operatorului.
Inegalitati diferentiale remarcabile:

Teorema 1:(Inegalitatea lui Poincare):

Fie Q un domeniu marginit cu frontiera 0Q continua.Pentru orice ue H™ (Q2) avem:

2

lull,.*<const(Y" | D'u* dx+ Y

lil=mq lil<m

jD‘udx

Q

)

Fie Q un domeniu marginit cu frontiera continua. Pentru orice ueH™ (QQ) este adevarata

inegalitatea:

lul,,."< const([jul dx+ [ 3| D'u * dx)
Q

Qlil=m
Interesul pentru aceasta inegalitate consta in faptul ca se poate arata ca H™(Q2) este spatiu

hilbert in norma data de expresia ce se gaseste in dreapta inegalitatii.
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Teorema 2( A doua inegalitate a lui Friedrichs):
Fie 2 un domeniu marginit cu frontiera lipschitziana. Fie T' = 0Q astfel incat (I")#0. Pentru

orice ue H*(QQ) avem:

2
lufly,*< const([u“ds + [ > < dx)
J .

a
O i=1 ax

Spatiile cat H" /P.

Vom nota cu P, multimea polinoamelor reale de grad mai mic sau egal cu m-1. Fie Pc
P, o submultime liniara a lui P, .VVom nota cu H™ /P spatiul cat al claselor u de functii

din H™ definite astfel: u,ve u < u-veP. Pe H™/P norma se defineste, dupa cum se stie,

astfel:

[{] ymp =inf Julf

ueu
Spatiile H™ /P sunt, evident, spatii Banach.

In cazul P=P_, se pot enunta urmitoarele rezultate:

Teorema 3.

Fie Q un domeniu marginit cu frontiera continua. Atunci:

a) Pentru orice ue u avem:

_ 1
[Ulle,p < const([ | D'u* dx)?
" Qlil=m
b) H™/ P, este spatiu Hilbert cu norma generata de produsul scalar:

<uv >Hm/pm_1:JzDiUDinX'

Qli=m
Tn continuare vom prezenta cateva exemple:

Exemplul 1:

1. Se cauta functia ue C?[0,1] care satisface:
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d?u
v f,xe(0,1)

si conditiile la frontierd u(0)=u(1)=0, f fiind o functie reald apartinand lui L, (0,1).
Fie ®?(0,1)={ueC®[0,1] | u(0)=u(1)=0}.
Ipotezele teoremei variationale intdrite sunt satisfacute in urmatorul cadru functional:
H=L,(0,1), real, D(A)= ®®(0,1)

2
A:—(;j—z:cl)‘z)(o,l)c L,(0,)— L, (0,1)
X

Vor trebui aritate urmatoarele: ®®(0,1) este un subspatiu dens al lui L,(0,1),
2
A:—S—Z:CD(Z)(O,l)% L,(0,1) este un operator liniar, simetric si pozitiv definit pe
X

®®(0,1). Densitatea lui ®”(0,1) in L,(0,1) rezulta din faptul ca ®®(0,1)>C7 (0,1) iar

C7(0,1) este densain L, (0,1).

2
Simetria operatorului :—(?—2 rezulta astfel: pentru orice u,v € ®®(0,1), avem:
X
d®u ¢ du ¢ d du . dudv
AV =< gV Zon = [ gl = [ (G 0+ g ek

=——v| + j d—uﬂdx de unde tindnd seama cd ve ®?(0,1), deci v(0)=v(1)=0, rezulta:

vuve ®?(0,1):

1
du dv
<AUV > o= j dx—< AUV >\ o,

0

2
Sa aratim ci A:_c?_zeSte pozitiv definit pe ®®(0,1). Ficand in relatia de mai sus v=u,

obtinem:

1 2
vue ®?(0,1), <Auu> 4, :ju'zdx (*) de unde rezultd ca A:—(?—z este strict pozitiv pe
X

®®(0,1). Intr-adevar este evident ca <Au,u> ., >0 si cd din presupunerea <Au,u>, ., =0
rezulta u=const=0( deoarece u(0)=u(1)=0).

Vom arita, mai mult, cd A este pozitiv definit pe ®® (0,1).Intr-adevar, avem:

1
fu? (dx = 2[|u[Pe0n , Yue @@(0,1). ()
0
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Din ultima egalitate si ultima inegalitate rezulta:

vue ®?(0,1) <Au,u> Loy = 2(lu I°L o

Ipotezele teoremei variationale Intarite fiind satisfacute, avem urmatoarea teorema:

Teorema 4:

2

< . d“u . .. . . .
Daca ecuatia - o f, xe(0,1) posedid o solutie in ®®(0,1), atunci aceastd solutie este
X

unici si realizeaza pe ®(0,1) minimul urmitoarei functionale:
1
ue @@(0,1), F(U)= [ (u (x) -2 fu(x))dx
0

Reciproc, daca existd u, e @ (0,1) care minimizeaza functionala de mai sus, atunci u, este

. .. d?u
solutie a ecuatiei ———=f, xe(0,1).
X

1
Functionala F(u)= j (u® (x) — 2 fu(x))dx este marginitd inferior si strict convexa. Orice sir
0

minimizant al functionalei converge in L,(0,1) (existenta solutiei generalizate in sens

2
Sobolev pentru problema —j Yok, xe (0,1), u(0)=u(1)=0.
X

> =

1
Toate sirurile minimizante ale functionalei F(u)= I (u”? (x) - 2 fu(x))dx , au aceeasi limita in
0

L, (0,1) (unicitatea solutiei in sens Sobolev).
In scopul de a aplica metoda Ritz pentru construirea unui sir minimizant pentru

functionala F vom caracteriza, mai intai, spatiul H , (spatiul energetic al operatorului A),

completatul lui @ (0,1) in norma generata de produsul scalar:

1
uve ®?@(0,1), <uv>, =<Auv> o= Iu'(x)v'(x)dx =<UV'> oo,
0

Norma pe care acest produs scalar o genereazi pe ®® (0,1) este:

1
ue ®(0.2), lull = [u? (dx = u' L0
0

51



Deoarece H= L, (0,1) este separabil, rezulta ca H, este de asemenea separabil. Mai mult,

H , se identifica cu un subspatiu inchis al lui H*,deoarece norma || ||, definita de relatia de
1

mai sus (ue @@ (0,1), ||ul|?x, = ju'z (x)dx =] u'||*c,00 ) este echivalentd pe @@ (0,1) cu norma
0

lull . . Tntr-adevar, avem v ue ®® (0,1):

1 1
lull?ve = [u® ()dx+ [u® (x)dx 2] u [P,
0 0

1
Pe de alta parte, tinand seama de relatia: j u? (x)dx>2||u IlL, 0
0

2

,Vue ®?(0,1), rezulta:

U 2 < g I[u 2. , astfel ca, in definitiv,

3
v ue ®?(0,1), ||u||2HAS||u||2H135||u||2m-

Propozitia 1:

v,  2sinnmx

Sistemul ¢, =
v lla nz

,ne N este ortonormal si total in H , .

Dispunand de un sistem ortonormal si total in H,, putem aplica procedeul Ritz de

construire a unui sir minimizant pentru F pe H,. Am vizut ci un asemenea sir este definit

de:

u, = < f,0(p) >4,
k=1

[T

sicd: U, — u,,eU,)—lspu,),n—> oo, unde ¢ este injectia liniard si continud de

scufundare a lui H, in H , u, este punctul de minim al functionalei extinse F (de la D(A) la

2
H,), iar o(u,) este solutia generalizatd in sens Sobolev a problemei la limita —: U :

X2

xe(0,1), u(0)=u(1)=0.

Deoarece D(A)e ¢, Si ¢y =l » rezulta:

u:n<f, > sy u,) —su .
u eD@A), ; 10 >, o = ¢to) ", nacest caz u, fiind un sir

minimizant chiar pentru F pe D(A).
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Ramane asadar sa calculam :
1 1
8 =< .0 > o= [~2sin kaxf (x)dx
0

Se stie Tnsa ca sistemul (/2 sin kzx ) este ortonormal si total in L, (0,1).

Cumfe L,(0,1), rezulta ca:

= j«/E sin kzxf (x)dx

reprezinta coeficientii Fourier ai lui f in raport cu sistemul ortonormal si total in L, (0,1),

(+/2sin kax). In consecinta:

nof o © f
u, :gzk—;sm kax, U, :@zk—; sin kzx
k=1 k

T =1

Pentru valoarea de minim a lui F pe H, ( care coincide cu marginea inferioara a lui F pe

D(A)) avem:

2

P . N 1 f
— 2 2 k
min )= inf, F@ ==l IFn=-2a =35

00
T k=1

Exemplul 2:
Se cauti functia ue C®™ [0,1] care satisface:

_  d¥ d*“u
Au= Z( 1 kka(X) dxk]: fel,(01) 1.

cu conditiile la capete  u(0)=u’(0)=........ =u"?(0)=0, 2.
u(l)=u’(1)=.......... =u™" (1)=0.
Asupra coeficientilor p, , k=0,.....,m facem urmatoarele ipoteze:

a) p, (X)=0 v xe[0,1]; exista Kk, astfel incat p, (x) =p, >0 vxe[0,1]

b) p, €C*[0,1], k=0,1,.....,m.

Teorema 5:

Ipotezele teoremei variationale intarite sunt satisfacute in urmatorul cadru functional:

H=L,(0,1).
D(A)={ue C ™ [0,1], u(0)=u’(0)=...=u ™ (0)=0, u(L)=u’(1)=...=u™? (1)=0}
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kdk

Au= Z( D" P (X )d k] D(A) - L,(0.1).

Demonstratie:
Pentru simetria operatorului A pe D(A) este suficient sd observam ca, integrand prin parti si
tinand seama de conditiile la limitd de mai sus pe care le satisfac functiile din D(A) ,
obtinem, Vu,ve D(A) :
1
. d u d v
<AUV> | = Zj —dX=<Av,u>_

k=0 o

Pentru pozitiv definirea operatorului A pe D(A) este suficient sa observam ca, facand in

relatia de mai sus v=u, obtinem:

1 k
u d®u
<AUU> =D [ P x)(—) dx > p, j (G ) = po llu* [P0
k=0 o

Consecinta a satisfacerii ipotezelor teoremei variationale Iintarite avem o teorema

variationald pentru problema 1., 2., functionala atagata fiind:

ueD(A).F(u) = f[z pk(X)( ) —2f (x)u(q]dx

Un caz particular ar problemei de mai sus este problema urmatoare:

w(0)=w(1)=0, w’(0)=w’(1)=0
Aceasta problema apare in studiul incovoierii barelor cu capetele incastrate , iar marimile
care intervin au urmatoarea semnificatie mecanica:

W- incovoierea corespunzatoare sectiunii de abscisa X;

I(x)-momentul de inertie al sectiunii de abscisd x , constant dacad bara este de sectiune
constanta ; deoarece se admite ca nici o sectiune a barei nu se reduce la un punct, avem
I(x)>0, Vv xe[0,1];

E-modulul de elasticitate a lui Young;

K-coeficientul de reactiune al suportului elastic;

q(x)-intensitatea incarcarii normale;
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Tinand seama de rezultatele obtinute pentru cazul general , gisirea functiei ue C™®[0,1] care
satisface problema de mai sus (cazul particular) este echivalentd cu gasirea punctului de

minim al functionalei :
|
F(u) = [[E1OOW? +Kw? — 2q(x)]dx
0

pe multimea de functii D(A)={we C®[0,1], w(0)=w(l)=0, w’(0)=w’(I)=0}
Exemplul 3:

Problema Dirichlet omogena

Fie Q = R", deschis, marginit cu frontiera 6Q de clasa C*. Se cauti ue C*(Q) astfel incat :

—Au=f, n Q ‘
(") {ul 0 , unde f eL*(Q) este o functic data.
a =

Consideram cazul real, A = R. Ipotezele teoremei variationale intdrite sunt
satisfacute Tn urmatorul cadrul functional:
H=L%Q)
D(A) = {ueC*Q): uly, = 0}
A=-A:DA)>H

Tntr-adevar, L*(Q) este spatiu Hilbert, <u,v>y =<u,v> " j u(x)v(x)dx.
Q

Cum C(Q) « L*(Q), dens in ],z g 5 C<™(Q) = D(A) L%(Q) rezultd ca D(A) este
dens in Hin ||||w.
Din exemplul 1(capitolul 1 paragraful 1.5) avem ca A este simetric si pozitiv definit. Cum
evident A este liniar rezultd ca sunt satiSfacute ipotezele teoremei variationale intarite n
acest cadru functional.

Conform teoremei variationale fundamentale rezultd ca, daca problema (P) are 0
solutie atunci ea este unica si minimizeaza pe D(A) urmatoarea functionald F:D(A) —»R,
2

F(u) = <Au,u>y - 2re <u,f>=<-Auu>, -2<u,f> = ﬂ;(s_u] —2fu} dx.
Reciproc, daca exista upe D(A) care minimizeaza functionala F atunci ugp este solutie a

problemei (P ) si dupa prima parte a teoremei este unica solutie.
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Functionala F este marginita inferior si uniform convexa pe D(A).
Orice sir minimizant al functionalei F are limitd in L*(Q) (existenta solutiei
generalizate pentru problema (P)) .Toate sirurile minimizante ale functionalei F au aceeasi

limitd in L?(Q) (unicitatea solutiei generalizate).

Capitolul 3. Metoda variationala in studiul operatorilor neliniari cu diferentiala

simetrica si pozitiv definita.
3.1. Teorema variationala a lui Langenbach

Fie H un spatiu Hilbert real, D(P) < H un subspatiu dens, feH, P: D(P) —H un operator, in
general neliniar, dar derivabil in sens Gateaux pe D(P) (deci cu variatie de ordinul intai pe
D(P)).
Daca u,h € D(P) atunci:
P(u+th)—P(u)
t

DP(u)(h) = Itlng €H, este derivata in sens Gateaux (sau variatia de ordinul

intai) in u dupa directia h.

Teorema 1.
Fie P:D(P)—>H, D(P) — H, subspatiu dens, feH, P derivabil in sens Gateaux pe D(P)
astfel ncat :
(Hy) (v)ue D(P), operatorul (DP)(u):H— H este liniar;
(H2) (Y)uo,uy,Up,hy,h, € D(P), aplicatia:
[0,1] x [0,1] 5(ty,t;) > <(DP)(ug +tyu; + tuz)(hy),h> R, este continua;
(H3) <(DP)(u)(hy),h,> = <(DP)(u)(h,), h;>, (¥)u,hy,h, € D(P);
(Hz) <(DP)(u)(h),h>> 0, (V)u,h € D(P), h = 0.

Atunci :

1) Ecuatia Pu =f are cel mult o solutie;

2) UpeD(P) este solutie a ecuatiei Pu=f dacd si numai dacd ug

minimizeazd pe D(P) functionala F: D(P)— R ,F(u) = j 01< P(tu),u>dt - <f, u>.
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Demonstratie:

1) Presupunem prin reducere la absurd ca exista ug,U,eD(P),u; # u, astfel incat Pu; = Pu, =
f.

Consideram functia ¢:[0,1] > R, ¢(t) = <P(tu;+(1-t)u,),u; - up> =

= <P(uptt(us — up)), Uy — U>.

Pentru A = 0 avem:

o(t+ 1) —o(t) - < P(u, +t(u, —U,) + A(u, —u,)) —P(u, + t(u, —u,)) u
A A ’

1 — Uy >, de unde, prin

trecere la limita cu A— 0 rezulta ca @ este derivabila pe [0,1] si

@’ (t) = <DP(up+t(u; — Uy)) (Up — Up), Uug —up> >0, Q)
din ipoteza (H,) , contradictie.
2)“=". Presupunem ca Puy = f si aratam ca F(up)<F (u), (V)u € D(P). Consideram
functionala p: D(P)— R, p(u) = j 01< P(tu),u>dt, numita si potentialul normalizat al lui P.
Daca u,he D(P), atunci :

p(uth)-p(u) = [ <P(tu+th), uth> dt- [ "< P(tu), u>dt =

= [ <P(tu+th)-P(tu),u>dt +[ <P(tu+th) h>dt
Fie A =[ <P(tu+th)- P(tu)u>dt si ¢: [0,1]5R, @(s) = <P(tu+sh),u>Atunci ¢ este

o(s+AN)—(s) — —lim < P(tu+ sh+ Ah)- < P(tu+sh) >

A—>0 A

derivabild pe [0,1]si @’(S) = IAlng

= <(DP) (tu+sh)(h), u>
Folosind ipoteza (H3) obtinem:

P(tu+ sh+ Au)—P(tu + sh) h> =
A )

¢’(s) = <(DP) (tu+sh)(u), h> = <L‘L‘3 <

_ L'”g <P(tu+ sh+)\u),h; —<P(tu+sh),h > _ %<P(tu+sh),h>.

Folosind si ipoteza (H,) vom avea:
A= J01< P(tu+sh)-P(tu),u>dt = jol [o(t) -(0)]dt = j:[j; ©’(s)ds] dt =

_ et d I T o _
=[], - <P(tush),h>ds] dt= [ 1], - <P(tutsh).h>di] ds =
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= | 01[<P(u+sh),h> -<P(su+sh),h>] ds.
In final avem:
p(u+h) - p(u) = | 01< P(u+th), h>dt )
si atunci F (u) — F (Up ) = p(u) — <f, u>— p(up) +<f, up> = p(Ugtu - Ug) — p(Uo) —

—<f, U-Up> = < P(uot+t(u-ug)),u-ug>dt — <f, u-up> = < P(uo+t(u-ug)),u-up>dt —
0 0
— <Pug, U-Ug> = < P(uot+t(u-ug)) — P(ug), t(u-up)> }dt si folosind (1) vom avea :
0 t

F(u) - F (Uo) = [ (] < (DP)(u + st(u - U))(u-o), U - Up>tds] dt  (3)
Folosind ipoteza (H,) rezulta :
F()-F(u)>0, (¥)u e D(P), u=u, deci Uy este unicul punct de minim a lui F pe D(P).
“<" Fie upe D(P) astfel incat F (up) < F (u), (V)u € D(P). Fie h € D(P) si 0]
: R->R, o(t) = F (Up + th).
Atunci o(t) = ¢(0), (V)t € R, deci t = 0 este punct de minim pentru ¢. Vom arata ca ¢
este derivabild in t = 0 si din teorema lui Fermat va rezulta ¢’(0) = 0.

Intr-adevir, folosind (2) vom avea:

¢’(0) = lim —¢(S);¢(°) = lim [F (U0 +sh) - F ()] =

s—0
= lim < [p(Uo + sh) - p(uo) — <f,sh>] =1im %[ [*<P(u+ tsh), sh>dlt - <fsh>] = <Pu,
s=>0 g s>

—f,h>, deci

<Pug—f, h>=0, (¥) h € H, de unde Pu, = f.

3.2. Teorema variationala intarita a lui Langenbach

Teorema 1
Daca in teorema variationala a lui Langenbach ipoteza (H4) este inlocuitd cu ipoteza
(evident mai tare):

(Hy’) exista y* > 0 astfel incat:
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<(DP)(u)(h),h> >Ih|* .(¥) uh eD(P), atunci in plus fati de concluziile teoremei
variationale a lui Langenbach avem:
1) F este marginita inferior pe D(P);

2) F este uniform convexa pe D(P); mai precis avem:
2
(L) F (W) + AF () - F ((1-A)ug + 2 2 & (1-2) 7 fluy ~uz |

(V)ug,uze D(P), A €[0,1];
3)Orice sir minimizant pentru F pe D(P) are limita in H;

4) Toate sirurile minimizante ale lui F au aceeasi limita in H.

Demonstratie:

1) Pentru (V) u eD(P) avem:
F(u)= J 01< P(tu), u>dt - <f, u> = j 01< P(tu) - POy ,u>dt + < PO, ,u> - <f, u> =

=[! %< P(tu) - POy tu>dt - < f - POU> = | 01% [[ < (DP)(stu)(tu).tu> ds] dt -
- <f-POuu>= [ t[[ < (DP)(stu)(u),u> ds] dt - <f - PO,u> >

2
1
> [ty |Jull” dt ={if ~ POyl [lull = % Iull® = [1f = POl [lull =

1

1 1
(v llull == |If = PO - = |If - POLIP > -
4 2y

2 .
2,2 If —=POy||°, deci F este marginiti

N | =

inferior pe D(P).

2) Din relatia (1) din teorema anterioara, pentru (V) uy, u, eD(P) avem:
<PU1— PUz, Uy —UuU,>= Jol< (DP)(tUl +(1-t)U2) (Ul - Uz), U; — Up> dt > ’YZ ||U1 - U2||2.

Pe de alta parte pentru orice uy, U, €D(P), u; # U, si orice A €(0,1) avem :

A F = (1—7\,) F (Ul) +AF (Uz) -F ((1—7\,)U1 + 7\,U2) =

= (1-2) (p(uy) = <f, up>)+4 (p(uz)— <f, U>)= p((1-A)uy + Aup) + <f, (1-A)uy + Auy>
= (1-M)p(us) + A p(u2) — p((1-1) ug + Ay )= A [p(u2) — p(us)]-[p(us + A(uz — Uz)) —p(Ua)].

Folosind formula (2) din teorema anterioara obtinem:

Ao, F = 2] <PUrH(Uz = Ur)),Up = Ug >dt - "< P(Up+t & (U2 = Uy )), A(Uz = Uy)>dt

A,Uq,Uy
= 7\,J‘01< P(U1+t(U2— Ul)) - P(U1+t A (UZ— ul))’ Uy — Uy> dt =
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= ﬁ 01%< P(us+t(u,— uy)) - P(Ugtt & (Uy— uy)), t(1-1)(Up — ug)> dt >

S
1-2-01t

2
2.2 2 24+ 2
v E(LA)? Uz - ualfdt = A(1-2) T~ luz — wl
Cum pentru A €{0,1} sau u; = Uy, inegalitatea ceruta este evidenta, demonstratia este
incheiata.
In particular, cum F este uniform convexi rezulti ca este convexa.

3) Pentru ug, u, eD(P), A €(0,1), din 2) avem:
(14 F () # 1 F () - F (A0 + 2) 200107, - wf (4)

Fie (un) < D(P) un sir minimizant pentru F : F (u,) > d = inf F
D(P)

Tnlocuind n (4) pe u; cu u, si pe u, CU Uy, VOM avea :

M1 = 0l < (14) F (0) + 1 F (u) - F ((1-R)t + D) <

<(1-2) F(up) + A F (Uy) —d =(2-A) [F (up) —=d] + A [F (uy) —d].
Trecand la limitd cu m,n— oo si tindnd cont cd F (u,)—d, pentru n— o, obtinem ||uy, - Uy||—
d, pentru m,n— o0, deci (u,) este sir Cauchy in H si atunci el este convergent.

4) Fie (uy), (vn) < D(P) doua siruri minimizante pentru F pe D(P). Folosind (4) vom avea:
2
7»(1-7»)% lUg = Vall® < (L2 F (Vo) = d]+ A[ F (un) - d]

Cum F (up)—d, F (v,) > d, pentru n—oo, obtinem ||u, — Vp||—0, pentru n—o si cum

(un) si (vp) sunt convergente in H rezulta ca au aceeasi limita in H.
3.3. Legitura dintre solutia generalizata si solutia clasica a ecuatiei Pu=f

Definitia 1

Se numeste solutie in sens Sobolev (sau generalizat) a ecuatiei Pu = f limita in H a
oricdrui sir minimizant al functionalei F .
In legitura cu teoremele anterioare (teorema variationald a lui Langenbach si variationala

intarita) facem urmatoarea observatie:

Observatie:
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In timp ce teorema variationala a lui Langenbach furniza unicitatea solutiei clasice
pentru problema Pu=f, teorema variationala intaritd a lui Langenbach furnizeaza, in plus,
existenta si unicitatea solutiei generalizate pentru aceeasi problema.

Legatura dintre solutia generalizata si solutia clasica a ecuatiei Pu=f este data de urmatoarea

teorema:
Teorema 1:

1) Solutia in sens clasic este solutie in sens generalizat;

2) Daca solutia generalizata use D(P) atunci ea este solutie clasica

Demonstratie:
1) Fie ug solutie clasica a ecuatiei Pu = £, deci ug € D(P) si Pug = .

Din teorema variationala a lui Langenbach avem ca F (Up) = min F= inf F.
D(P) D(P)

Fie u, < D(P), uy = ug, (V)n >1. Atunci (u,) este sir minimizant pentru F si cum u, — Uy,
pentru n— o rezultd cd ug este solutie in sens generalizat.
2) Fie us € D(P) solutie generalizata pentru F ; atunci exista un sir (u,) — D(P ) astfel incat

F (u,) > d=inf F siu, >Us, pentrun — oo.
D(P)

Daca u,ve D(P), folosind relatia (2) din capitolul 3 vom avea:
F (u) - F (v) =p(u) - <f,u>-p(v) + <f, v>=p(vtu-v) -p(v) - <f,u-v>=
= j 01< P(v+t(u-v)), u—v>dt-<f,u-v>=

:jol< P(v+t(u-v)) - P(V), u—v>dt—-<f-Pv,u—-v>=

- Jol[ Jol< (DP)(v+st(u-Vv)) (U-V),u-v>tds] dt—<f-Pv,u-v> >

2
> 7 u=vIF = If = PV [u = V]|
Pentru u = u, siv = us obfinem:
2
F () - F () 2 2 Ul = [ = Pl fun - ud.

Trecand la limita cu n — o obtinem:
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d-F (us)>0,adicad>F (us) sicum F (ug) >d va rezulta F (us) = d.
Rezulta ca ug este punct de minim pentru F pe D(P) si conform teoremei variationale a lui

Langenbach rezulta ca us este solutie clasica.

Remarca:
Dacda P este liniar atunci teorema variationala a lui Langenbach, variationala
fundamentala si teorema anterioara se reduc la teoremele corespunzatoare de la capitolul 2

cazul operatorilor liniari si pozitivi definiti.

3.4. Solutii slabe

Consideram X spatiu Banach refelxiv, real, separabil si X~ dualul sau.

Definitia 1:

Spunem ci operatorul T:D(T)cX — X este demicontinuu daca transforma sirurile

il slab

convergente in norma in siruri slab convergente: Y(u,) < D(T),u, >u=Tu, >Tu.

b) Fie D =X un domeniu marginit de frontiera S. Spunem ca operatorul T:D — X satisface

conditia anterioard relativ la S daca:

slab L [
V(u,) < S,u, >u,, din lim <Tu,,u, —u, ><0=u, —>u,
n

c) Fie (v;)..y , un sistem numarabil , complet in X, adica astfel incét:

unde F_=Sp[v,,.....v
Se numeste aproximanta Galerkin de ordinul n a solutiei ecuatiei Tu=0 elementul u, e F,

care satisface:
<Tu,,v, >=0, i=1,...... n.
Existenta solutiilor slabe si convergenta aproximantelor Galerkin sunt consecinte ale

urmatoarelor doua teoreme generale:
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Teorema 1:

Fie DcX un domeniu mirginit, de frontierd S si fie T:D—X" un operator marginit,
demicontinuu si satisficand conditia a) relativ la S. Mai presupunem ca OeD si ca:

<Tu,u>>0, V ueS.

Atunci ecuatia Tu=0 are cel putin o solutie in D .

Teorema 2:

Fie DcX un domeniu marginit, de frontierd S si fie T: D — X  un operator marginit ,
demicontinuu si satisfacand conditia a) relativ la D. Presupunem cé in domeniul D campul

Tu are un singur punct critic (3 u, €D, unic, astfel incat T u,=0) de index nul.

Atunci:
1) Aproximantele Galerkin ale solutiei ecuatiei Tu=0 exista pentru orice n care depaseste

un anume n,.

2) Cand n — oo, sirul aproximantelor Galerkin converge (in norma) la solutia ecuatiei Tu=0.
3.5. Proprietiti de regularitate pentru solutia generalizata

In acest paragraf vom stabili unele proprietati de regularitate pentru solutia
generalizata folosind metoda spatiilor energetice.
Presupunem ca toate ipotezele teoremei variationale intdrite a lui Langenbach sunt

indeplinite si in plus avem:
(Hs) Existd U € D(P) si o constantd y2 > 0 astfel incat:
< (DP)(u)(h),h> > y2 <(DP)( u)(h),h>, (V)u,h € D(P).
Sa observam ca, din (H4’) avem:
y2<(DP)(u)(h),h>> v %¥* ||h|[%, (¥)he D(P).Introducem pe D(P) un nou produs  scalar :
<u,v>y = <(DP)(u)(u),v>y, (V)u,veD(P), cu norma asociata:
llulle® = <(DP)(u)(u),u>x > v* lully, (V) ue D(P).
Fie Hy spatiul energetic al operatorului (DP) (u)( deci al lui P),Hq = ﬁMO .

. . ™ ~ HHO -
Daca ueHy, exista un sir (u,) < D(P) astfel incat u, — u, sau echivalent :
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<(DP)( u)(uy - ), Uy —u>—> 0.

Observatia 1
Spatiul energetic Ho nu depinde de u si constanta y, ci numai de operatorul P.

Intr-adevar, fie Uy, U, € D(P), ¥> >0, ¥2 > 0 astfel incét :

<(DP)( u)(h),h>> 72<(DP)( w)(h),h>, (V) uh e D(P),i=1,2.
Luadnd u = u, si i=1 obtinem:
<(DP)( p)(h),h>>7,2<(DP)( ty)(h),h>, adica (Jhlo®)*>7.” (IIhllk™)? (¥)he D(P), de unde
Ihllo® =7, [, (¥)he D(P).

Am notat cu [|h||¥ = (<(DP)( u)(h),h>)"2i=1,2.

Analog obtinem Ihi® = 7, Ih[b®, (V)he D(P), deci cele doud norme sunt
echivalente.
Ca si in teorema 2 de la paragraful 2.3 se aratd cd Hy se scufunda in H cu o injectie

liniara §1 continud, adica existd ¢ : Hy — H, liniard, continuad, injectiva si @|pe)=l|pp).

Teorema 1
In ipotezele de lucru de panid acum (adicd ale teoremei variationale intirite a lui
Langenbach plus ipoteza (Hs)) avem :
1)Orice sir minimizant pentru F  are limita in Ho;

2)Toate sirurile minimizante pentru F  au aceeasi limita in Hy, fie ea Up;

3)(P(U0) = Us.

Demonstratie:

1) Daca uy, U, € D(P) atunci:
<Pu; — Pu,, u; — u,> :J:< (DP)( U2+t(U1 — U2))(U1 — Uz), ug - U2>dt >
1 — _
>[1 7 <OP)( u)(us ~U2), Us —Up>dt = 72 Juy - Ul
Pe de alta parte, din demonstratia teoremei variationale intarite, punctul 2), pentru

(M)uyg, u; € D(P), up = uy si (V) A €(0,1) avem :
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(1-A) F (u) + A F (u2) = F ((X -Aug + Aup) =

= = fi 01% <P(Uy + t(U — Ug)) — PUy+tA (U —Uy)), H(1-1)(Uz —Uy)> dt >
Ao, 2 L T 2 i
> =t (@A) (uz—u dt = —A(1-A)||uz — uylfo”, deci :
7 Jo? 7 IEQA-2) (U2 = U)o 5 MI-M)luz = uallo

% 7\,(1-7\,)||U2 - U1||02 < (1 -7\,) F (Ul) +AF (Uz) -F ((1 -7\,)U1 + 7\,U2),

(V)Ul, U, € D(P), A 6[0,1] (5)

Fie (un) < D(P) sir minimizant pentru F pe D(P), deci F (u,) —>d = inf F.

D(P)

Tnlocuind 1n (5) pe U, Cu Uy, si pe uy CU U, obtinem :

=2

%m-x)num —Upllo® < (L-A)F (Un) + A F (Un) = F (L -A)Up + Aliy) <

< (1 -))F (uy) + A F(uy) —d.
Cum F (u,)—d, pentru n—>o, si F (u,)—d, pentru m— oo rezultd ca :
|lum—Un|lo—0,pentru m,n — oo, deci (u,) este sir Cauchy in Hy si atunci e
convergent in H.

2) Fie(uy),(vn)c D(P) siruri minimizante pentru F pe D(P). Folosind (5) vom avea :

—2

T2 lun = Vallo® < (1 -1) F (Vo) + 1 F (Un) = F (1 -1)Va + A <
<(@-A)F(vy) + A F(u)—d— 0, pentru n —>o0, deoarece F(u,)—d, F(v,)—d, pentru n
—> 0,
Astfel obtinem |[u, — Vp|lo — O, pentru n— oo si cum (up) si (vy) sunt convergente n Hy
rezultd ca au aceeasi limita.

3) Fie (up) < D(P) sir minimizant pentru F pe D(P), F (u,)—d , pentru n—o.

[l

Fie up = lim up, Tn Hy (in ||]lo). Din proprietatile functiei ¢ avem ca U, — @(Ug) deci ¢(Up)

este solutia generalizatd a ecuatiei Pu = f, ¢(Ug) = Us

3.6. Solutii generalizate in sens Sobolev
Vom considera doud exemple ce intervin in mecanica solidelor deformabile, pentru care

teoria prezentata anterior se poate aplica. Detalii vor fi omise.
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Exemplu 1.
Problema torsiunii barelor cilindrice in teoria Hencky-Nadai.

In aceasta teorie, functia de tensiune u trebuie sa satisfaca:

Pu = —%[f (r(u»g—i]—%[f(r(u»%] 20 10 Q,

Q fiind sectiunea barei, cu conditia la frontierda u|,,=0 , unde 7z este forma patratica
nenegativa:

au

e =lgrad ul*= (5)* ()

lar @ este o constantd cu interpretarea mecanica de torsiune corespunzatoare unitatii de
lungime.
Presupunem ca functia f (care caracterizeaza materialul) satisface urmatoarele conditii:

a) fe C?[0,4+x)

b) f(&)>c, >0,vE>0

c) f(&)+2&'(&E)=c, >0,vE>D
Atunci avem:
Teorema 1:

Ipotezele teoremei variationale intarite a lui Langenbach sunt satisfacute in urmatorul

cadru functional:
H=L,(Q), D(P)={ueC?(Q)|ul,,=0}c L,(Q),

0 ou, 0 ou, .
Pu = —g[f (T(U))gl —5[ f (T(U))E] :D(P) = L,(®Y).

Demonstratie:

Efectuand calcule simple obtinem:

0 . Uy, oh ., ou ou oh

(DP)(u).h:—a{[f(r(u))+2f (r(u))(&) ]&+2f (r(u))—ax _6y _6y]}_
0 . ou ., oh ., 8u éu oh
—a—y{[f(T(U))Jer (T(U))(g) ]'5+2f (T(U))E&&}

Pentru orice u,h,ge D(P) avem:
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<(DP)(u)-h,g > o= I[ f(z(u)z(h,g)+2f'(z(u)z(u,h)z(u, g)ldxdy =< (DP)(u)-g9,h >, und

e 7(h,9) :a_ha_g+a_ha_g
OX OX 0y oy

Daca in relatia de mai sus punem g=h, pentru orice u,he D(P) obtinem:

< (DP)(u)-h,h > o= [[F (z(u)r(h)+2f"(x(u))e? (u, h)]dxdy > c[z(u)dxdy,

unde c=min(c,,c,).
Daca adaugam inegalitatea lui Friedrichs , care este valabila pentru orice u din D(P) ,

[7(uydxdy > % [u*dxdy, obtinem:
Q

Q

<(DP)(u)-h,h>_ 2 cxllullri

Din teorema variationald intarita a lui Langenbach (teorema 1 de la paragraful 3.2) si

teorema anterioara rezulta :

Teorema 2.

Daca functia materiala a teoriei Hencky-Nadai satisface conditiile a)-c), atunci:

1) Operatorul torsiunii elasto-plastice pentru bare cu consolidare este tare monoton pe D(P) :
v u,,u, e D(P),

<Pu, —Pu,,u; —u, >L@=Cx llu, —u, ”2'-2(9)
. - . 0 ou, 0 ou A
Ca o consecinta, daca ecuatia Pu=—-—[f(r(u))—]-—[f(r(u))—] =2® are o solutie in
oX ox oy oy

D(P) aceasta solutie este unica si realizeaza pe D(P) minimul urmatoarei functionale:

1 7(u)
F(U)=[< P(tu),u >, g dt— < 20,u > g, = [dxdy [ %f (£)dE — 200 [ udxdy
0 Q 0 Q

2) Reciproc, daca exista u, din D(P) care minimizeaza pe D(P) functionala de mai sus ,

atunci u, este solutie a ecuatiei Pu:—ai[f(r(u))(;—u]—i[f(r(u))%]:2a), si conform
X X

oy
punctului anterior unica solutie in D(P) a acestei ecuatii.
3) Functionala de mai sus este marginita inferior si uniform convexa pe D(P).
4) Orice sir minimizant al functionalei F pe D(P) converge in L, (Q).

5) Toate sirurile minimizante au aceeasi limita in L, (Q).
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Exemplul 2:
Deformarea placilor fixate rigid la frontiera, sub presiune normala in teoria Hencky-
Nadai.

Problema se reduce la gasirea solutiei ecuatiei:

6 u 1 6 y 0? o%u 6 u, 1 o%u
= 1gHW)ES + 2 S = £(x,
[9( (u ))( )] Y ay [9( (u ))( 5 aXz)] (x,y)
in Q, pe care trebuie s-o satisfaca deplasarea u(x,y) a suprafetei mediane, cu conditiile la
frontiera :
ou
u|aQ :% |aQ: 0.

Aici g este functia care caracterizeaza materialul si satisface conditiile:
a) ge C@[0,+w);
b) g(&)=¢c, >0,vE>0
€) 9(&)+289'(¢)=¢, >0,v£ >0,
iar H este forma patratica nenegativa:
o%u o%u o°u  0%u d’u

U =G + (52 50 o o7

Teorema 3

Ipotezele teoremei variationale intarite sunt satisfacute in urmatorul cadru functional:
py ou
H=L,(Q), DP)={ueC*(Q)|ul,= p l.a=0tc L, (Q),

P:D(P)— L,(Q), fe L,(Q), f(x,y) fiind proportionald cu incarcarea normald considerata

pe unitatea de suprafata ce contine punctul (x,y).

Demonstratie:
Tntr-adevar, pentru orice u,he D(P), exista (DP)(u)-h, liniard in h si continui in u in orice

hiperplan bidimensional ce trece prin u. Concret, v u,he D(P),

(DP)(u)-h = 62A(lj,h) . azs(g, h) , o°C(u.h)
0 oy OXOy
unde:
A = gH@)C D+ i@) cag e la_u)H( oh)
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B =g §+5 20+ 20 NG E+5 T DH )

Clu ) =g(HW) 2 20 (HW) S HE.N),

iar H(u,h) este forma biliniara ce genereaza forma patratica:

H (U, h) = o%u 0%h 6u6h o%u o%h 1(6u6h 6u6h)
T ox? ox? ayay axayaxay 2 ox% oy® oy ax?

In ceea ce priveste simetria operatorului (DP)(u) pe D(P), si observdm, ca
v u,h,ge D(P),
0? A 0? B 0? C

<(DP)(u)-h,g > 0= j g[(DP)(u) - h]dxdy = j 9T "y oy Y
Tinand seama ca:
2
ik Az—( oA A6_9)+Aa_§
ox> OX OX
0°B_ 0, B _dg, L0

-2 gZ_ B B
Yo ¥y P By

2 2
0 2C -2 —)——( ag)+c: 79 avem:
oxoy  OX oxoy

2

0 aB 6 0 0
B g%+ L2 -8B c D) alYy
OX oy oy 6y 6y OX OX

0, OA
<(DP)(U)-h,g >, )= | JG0 5 A

X0y

Calculand ultima integrala prin parti si tindnd seama de conditiile la limita pe care le satisfac

89V 0P 9ygy
og*

functiile din D(P), obtinem:

<(DP)(u)-h,g>L(Q)=j(A62§+B g+c g)dxdy I[g(H(u))H(h g) + 29" (H (u))H 2 (u, h)Jdxdy =
@ e oy

=<(DP)(u)-g,h>_ o
Pentru a dovedi ca operatorul (DP)(u) este pozitiv definit pe D(P), este suficient sa

observam cd, din relatia de mai sus , pentru g=h , rezulta:

<(DP)(u)-h,h > = [[g(H W)H (h) +2g(H (u))H *(u, h)]dxdy

Se arata ca:

j[g(H (U))H (h) + 2g' (H (u))H 2 (u, h)]dxdy > cj H (h)dxdy, ¢ = min(c,,c,).

In sfarsit, se arati ca:
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J H(dxdy > ]| gradh * dxdy = 2* || [
Q Q

astfel, ca in final, avem , v u,he D(P) ,
<(DP)U)-h,h> 2z’ [IhPLe,
z fiind constanta ce intervine in inegalitatea lui Friedrichs.

Din teorema variationald intaritd a lui Langenbach §i teorema anterioard (teorema 3)

rezulta:

Teorema 4
Daca functia materiala g a teoriei Hencky-Nadai satisface conditiile a)-c) iar incarcarea

normald fe L, (Q), atunci:
1) operatorul incovoierii placilor elasto-plastice rigid incastrate la frontiera este tare
monoton pe D(P) : Vv u,,u, e D(P),

<Puy —Puy, U —U, > o> cx Uy — U, [PL@

Ca o consecinta , daca ecuatia :

U, 10y, 0 T S  + S S0 Fxy) admite 0

20y oxoy aay oy? 2 ox*

solutie in D(P), aceastd solutie este unicd si realizeazd pe D(P) minimul urmdtoarei

[9( UGz

functionale:

H(u)
F(u) = j< P(tU),U > (o) dt—< f,U>_ )= jdxdy jg(:)dg j fudxdy
2) Reciproc , daca existd u, e D(P) care minimizeaza functionala de mai sus pe D(P) , atunci
u, este solutie a ecuatiei :

u, 10% o' cu 1oy
26y)] aay oxdy ay—[g(H())( 26)(2)] f(x,y)

3) Functionala F este marginita inferior si uniform convexa pe D(P).

[g( (u ))(6

4) Orice sir minimizant al functionalei F are limita in L, (Q).

5) Toate sirurile minimizante ale functionalei F au aceeasi limita in L, (Q).
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