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Cuvânt înainte 
 
 
 
 
 

 
 Lucrarea de faţă are un pronunţat caracter ştiinţific, ea abordând metode 
variaţionale cu ajutorul cărora se studiază ecuaţiile operatoriale.  
                      Este alcătuită din 3 capitole: 

 Capitolul I –Elemente de teoria spaţiilor Hilbert în care sunt abordate 
noţiuni elementare despre spaţii Hilbert, teoreme de analiză funcţională 
foarte importante. Tot în acest capitol sunt prezentate clase de operatori , 
iar în final câteva probleme legate de teoria spaţiilor Hilbert. 

 Capitolul II- Metoda variaţională în studiul operatorilor liniari şi pozitiv 
definiţi. În acest capitol se prezintă teorema variaţională fundamentală, 
apoi cea întărită cât şi o caracterizare a soluţiei generalizate a ecuaţiei 
Au=f. 

 Capitolul III- Metoda variaţională în studiul operatorilor neliniari cu 
diferenţială simetrică şi pozitiv definită.  

                      
 Lucrarea este construită pe baza cunoştinţelor şi cercetărilor întreprinse 
de autor la cursurile de Analiză funcţională şi Calcul variaţional studiate în 
timpul facultăţii cu domnul profesor conf. univ. dr. Jenică Crînganu, căruia 
doresc să-i mulţumesc şi pe această cale pentru ajutorul acordat. 
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Capitolul 1. Elemente de teoria spaţiilor Hilbert 
 
 

1.1. Spaţii prehilbertiene şi spaţii hilbertiene  
 
 
Fie H/  un spaţiu vectorial ( = R sau C). 

 

Definiţia 1 : 

  Aplicaţia < .,.> : H x H   se  numeşte produs scalar pe H  dacă: 

                       <u, u >  0, ()u  H  şi  < u, u > = 0  u =  

                       < vu, > = < v,u > ()u,v H 

                        < u,v > =  <u,v >, ()   , u,v H 

                        < u1 + u2,v > = < u1,v> + <u2,v>,  ()u1, u2,v  H. 

Produsul scalar generează  o normă, care este dată de: 

                      ||u||2 = <u, u>,  ()u  H. 

 

Definiţia 2: 

 1.Spaţiul vectorial normat în care norma este generată de un  produs scalar se 

numeşte spaţiu prehilbertian. 

 2.Se numeşte spaţiu prehilbertian orice spaţiu liniar normat H în care are loc 

egalitatea:||x+y|| 2 +||x-y|| 2 =2(||x|| 2 +||y|| 2 ) care se numeşte identitatea paralelogramului. 

            Remarcăm că inegalitatea  lui Cauchy-Schwartz rămâne adevărată  într-un spaţiu 

prehilbertian:  |< u,v >|  ||u|| ||v||, () u,v  H. 

 

Observaţia 1: 

             Produsul scalar care generează norma unui spaţiu prehilbertian H este o 

aplicaţie continuă a lui H x H în . 

Într-adevăr, fie x= nn
x


lim şi y= nn

y


lim  în H. Folosind inegalitatea lui Cauchy-Schwartz 

obţinem : 
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Deci     <x,y>= 
 nnn

yx ,lim . 

 

Observaţia 2 : 

Orice spaţiu prehilbertian este un spaţiu liniar normat uniform convex. 

Ca demonstraţie a se vedea problema 2 de la paragraful Aplicaţii. 

 

Definiţia 3: 

1. Un spaţiu prehilbertian şi complet se numeşte spaţiu Hilbert. 

2. Un spaţiu Banach în care norma provine dintr-un produs scalar se numeşte spaţiu 

Hilbert. 

 

             În continuare definim distanţa de la un element al unui spaţiu vectorial la o mulţime. 

Fie (X,||.||) spaţiu vectorial normat., MX o mulţime  închisă  şi nevidă iar u X. Definim  

distanţa de la u la M ca fiind  d(u,M) =
Mv

inf


d(u,v) = 
Mv

inf


|| u – v ||. 

 

Propoziţia 1. 

Fie uX, M X, închisă şi nevidă. Atunci d(u,M) = 0 dacă şi numai dacă uM. 

 

Demonstraţie : 

       Dacă uM este evident că d(u,M) = 0. Reciproc, dacă d(u,M) = 0 atunci există un şir 

(vn)M astfel încât ||u - vn||0, adică vnu şi cum M este închisă  rezultă u M.  

   

Fie H/ un spaţiu Hilbert. 

Definiţia 4. 

Două elemente u,vH se numesc ortogonale dacă  <u,v> = 0 şi scriem u v. 
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1.2. Teoremele de existenţă şi de caracterizare a proiecţiilor 

Teorema 1(de existenţă a proiecţiilor) 

                Fie H/ un spaţiu Hilbert , K H , convexă, închisă, nevidă şi uH. Atunci 

există wK, unic, astfel încât d(u,K) = d(u,w) = ||u-w||. 

 

Demonstraţie: 

Cum K H este convexă rezultă că :                                

[u1,u2] = {(1- ) u1 + u2 :  [0,1]}  K, () u1,u2 K. 

Fie d = d(u,K) = 
Kv

inf


||u – v||.  Atunci există un şir (vn)  K astfel încât ||u – vn||d .  

Existenţa unui asemenea şir rezultă din proprietăţile elementare ale marginii inferioare a 

unei mulţimi de numere reale. 

 Vom arăta că (vn) este un şir Cauchy în H. Vom folosi identitatea paralelogramului: 

||x+y||2 + ||x-y||2 = 2(||x||2+||y||2),  ()x, yH. Considerând x = u – vn şi y = u – vm obţinem : 

                       ||2u –(vm+vn)||2 + ||vm-vn||2  = 2(||u-vm||2 +||u-vn||2), de unde : 

||vm-vn||2 =2(||u-vm||2 +||u-vn||2)–4||u -
2

vv nm  ||2 2(||u-vm||2 +||u-vn||2) – 4d20, 

pentru m,n , ceea ce arată că (vn) este şir Cauchy în H, deci convergent. 

 Fie w=
n

lim vnK. Limita şirului, w se află în mulţimea K deoarece mulţimea K este închisă. 

Cum vn w rezultă că u – vn  u – w, de unde ||u-vn||||u-w||.      

Deoarece  ||u-vn||  d va rezulta că ||u-w|| = d. 

Pentru a încheia demonstraţia rămâne să mai arătăm că w este unic cu această proprietate. 

Presupunem prin absurd că există doua elemente w1, w2 K, w1  w2 cu proprietatea din 

enunţ, astfel încât ||u-w1|| =||u-w2||=d. 

Cum 
2

ww 21  K  (când =
2
1 ) vom avea d ||u -

2
ww 21  || = ||

2
1 (u-w1)+ 

2
1 (u-w2)||  2

1 ||u-

w1|| + 
2
1 ||u-w2|| = d, deci ||u -

2
ww 21  || = d. 

Din identitatea paralelogramului, pentru x = u - w1, y = u - w2  obţinem : 
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                    ||w1 – w2||2 = 2(||u-w1||2 +||u - w2||2) – 4||u -
2

ww 21  ||2 = 0,  

deci w1 = w2, contradicţie.    

 

Definiţia 1 : 

          Fie H spaţiu Hilbert, K H, convexă, închisă, nevidă. Se numeşte operator de 

proiecţie a lui H pe K, operatorul PK : HK, PKu = w  K, cu proprietatea  că ||u – w||= 

d(u,K). 

 

Teorema 2 (de caracterizare a proiecţiilor) : 

Fie H spaţiu Hilbert, K H, convexă, închisă, nevidă, u  H, w  K. Atunci următoarele 

afirmaţii sunt echivalente: 

                                  a) w = Pu; 

                                  b) ||u – w||  ||u – x||, ()xK; 

                                  c) Re < u-w, y-w >  0, ()yK; 

                                  d) Re < u-z, w-z >   0, ()zK. 

 

 

Demonstraţie: 

Echivalenţa a)  b) este evidentă. 

b)  c).Fie yK;cum K este convexă rezultă că (1-) w+yK, ()[0,1]. 

Luând în (b) x = (1-) w + y, [0,1] obţinem : 

||u-w||2   ||u – w -(y-w)||2 = < u-w-(y-w), u-w-(y-w) >= ||u-w||2 - 2Re <u-w,y-w> + 

2||y-w||2, de unde , 2Re < u-w, y-w >   ||y-w||2, ()(0,1]. 

Pentru 0+ obţinem  Re <u-w, y-w>  0. 

c)  d) Fie zK; Luând în (c) y = z obţinem Re < u-w, z-w >  0, sau echivalent Re < u-

z+z-w, z-w >  0, de unde Re <u-z, z-w> + ||z-w||2  0, deci Re<u-z, z-w>  0, adică Re<u-

z, w-z>  0. 

d) c) Fie yK.  Luând în (d) z = (1-)w + y, [0,1] obţinem: 

  Re <u-w + (y-w), w – w - (y-w)>  0, de unde Re <u-w, y-w> -  ||y-w||2  0, 

()(0,1]. 
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Pentru 0+ obţinem Re <u-w, y-w>  0. 

c) b) Fie xK. Pentru y=x, din (c) obţinem: 

 Re<u - w, x – w>  0, sau echivalent    Re<u - w, x – u + u - w>  0, de unde 

 Re<u - w, x – u> +||u – w||2  0,  deci :   

         ||u – w||2   Re<u - w, u – x>   |<u – w, u –x>|  ||u – w|| ||u – x||   

şi  atunci: 

                                                  ||u – w||    ||u – x||.  

 

 

Propoziţia 1: 

Operatorii de proiecţie sunt neexpansivi, adică  ||Pu-Pv||   ||u – v||,()u,vH.  

 

Demonstraţie: 

Fie u,v H. Din teorema 2(c), pentru w = Pu şi respectiv w = Pv obţinem : 

                                    Re <u-Pu, y-Pu>   0, ()yK                          (1) 

                                    Re <v-Pv, y-Pv>   0, ()yK                          (2) 

Luând în (1) y =Pv şi în (2) y =Pu obţinem : 

                                    Re <u-Pu, Pv-Pu>   0  

                                    Re <v-Pv, Pu-Pv>   0 

Adunând cele două inegalităţi obţinem : 

 Re <Pu – Pv - (u-v), Pu - Pv>   0, de unde : 

||Pu – Pv||2  - Re <u-v, Pu-Pv>  |<u-v,Pu-Pv>|  ||u – v|| ||Pu-Pv|| şi de aici obţinem: 

                                                  ||Pu – Pv||   ||u-v|| 

 

Definiţia 2 : 

        Fie H un spaţiu Hilbert şi MH, M  . Se numeşte  complement ortogonal al lui M, 

mulţimea : 

                                M ={xH: x  M} = {xH: <x, u>=0, ()uM}. 

 

Observaţia 1: 

Complementul ortogonal M al unui spaţiu hilbert H are următoarele proprietăţi: 
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                    a) M  este un  subspaţiu liniar închis ; 

                    b) Dacă MN NM  

                    c) M= 

))(( ASp  

                    d) MM 

                    e) M  =M 

 Verificarea acestor proprietăţi se face cu usurinţă. Prima dintre ele reprezintă propoziţia 3 , 

iar altele dintre ele sunt demonstrate în cadrul problemei 3 de la paragraful Aplicaţii.   

  

            

 Propoziţia 3 : 

            M este un subspaţiu închis în H. 

 

Demonstraţie : 

Fie x1,x2 M, ,  . Pentru  ()uM avem : 

                     <x1 + x2, u> = <x1,u> + <x2,u> = 0, deci  x1 + x2 M. 

   Fie (xn)M, xnx, în ||||H. Vom arăta că  xM. Din xnM, () nN avem <xn,u> = 0, 

()uM. 

Fie uM, fixat. Cum |<xn, u> - <x, u>|  ||xn –x|| ||u|| 0, pentru n ,rezultă că <xn, 

u><x, u> adică convergenţa în normă implică convergenţa în produs  scalar. Cum <xn, u> 

= 0 rezultă <x, u> = 0 şi cum uM este fixat, dar arbitrar luat rezultă xM.  

 

            În continuare considerăm  MH , subspaţiu închis şi P:HM operatorul de 

proiecţie. Din teorema de caracterizare a proiecţiilor avem : 

                                        Re<u - Pu, y - Pu>  0, ()yM. 

 Pentru  y = Pu  , M, avem yM şi atunci  Re<u - Pu,   >  0, ()M, de unde 

rezultă : 

                                      Re<u - Pu,  > = 0, ()M                                       (3) 

Luând   = ix, xM obţinem : 

                                      Re<u - Pu, ix > = 0, ()xM, sau echivalent : 

                                      Re( -i <u - Pu, x>) = 0, ()xM, adică : 

                                      Im<u - Pu,  > = 0, ()xM                                      (4) 
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Din (3) şi (4) obţinem <u – Pu, >  = 0, ()M , adică  u – Pu M, deci : 

                                      u – Pu M                                                                 (5) 

Să observăm că PuM este unic cu proprietatea (5). Într-adevăr, dacă wM are proprietatea 

u –wM rezultă că <u - w, > =0, ()M, deci:  

Re <u-w, y-w>  0, () yH şi din teorema de caracterizare a proiecţiilor vom avea w = Pu. 

        În concluzie, pentru ()uH, Pu este unicul element din M cu proprietatea că u – Pu  

M. 

 

 

Teorema 3. 

           Fie H spaţiu Hilbert, MH, subspaţiu închis. Atunci orice element uH se scrie în 

mod unic sub forma u = m +m,cu mM şi mM, adică H = M  M. 

Deci spaţiul hilbert H reprezintă suma directă dintre subspaţiul închis M şi complementul 

său ortogonal M 

 

Demonstraţie: 

Unicitatea:    

     Dacă u = m + m = m1 + m1
, cu m, m1 M,m, m1

 M , atunci m – m1 = m1
 - m. 

Cum m1
 - mM rezultă m –m1M şi atunci <m - m1, m – m1> = 0  ||m – m1||= 0  

m = m1. 

Existenţa:  

      Fie uH.  Atunci u = (u – Pu) + Pu. Cum PuM şi u-PuM, demonstraţia se încheie. 

 

Corolar : 

Dacă M este un subspaţiu liniar închis al unui spaţiu hilbert H , atunci M=M .  

Într-adevăr , dacă uM , atunci pe baza teoremei anterioare avem: u=m +m, cu mM şi 

mM. Cum MM , rezultă m=u-mM, deci m=0. Prin urmare u=m M , adică 

MM, de unde rezultă egalitatea dorită. 
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Teorema 4. 

Fie H un spaţiu hilbert, M un subspaţiu închis al lui H iar M , complementul ortogonal al 

lui M. Fie P operatorul de proiecţie al lui H pe M şi Q operatorul de proiecţie al lui H pe  

M . Atunci orice element uH se reprezintă sub forma : 

                                          u=Pu+Qu. 

 

Teorema 5. 

Fie H un spaţiu Hilbert, M un subspaţiu închis al lui H şi P operatorul de proiecţie a lui H pe 

M. Sunt adevărate următoarele afirmaţii : 

                1) P este liniar. 

                2) P este continuu.                 

                3) P 2 =P. 

                4) <Pu,v> H =<u,Pv> H  , u, vH. 

 

Demonstraţie : 

1.  Fie u şi v două elemente arbitrare din H. Avem : 

                              0,  HPuu  , 0,  HPvv  ,  M,  

de unde prin adunare termen cu termen rezultă : 

                              0),(  HPvPuvu  ,  M. 

Aşadar, elementul w=Pu+PvM are proprietatea : 

                               <u+v-w> H =0 ,  M 

Pe de altă parte se ştie că : 

                             0),(  HvuPvu  ,  M. 

şi că P(u+v)M este singurul element din M cu această proprietate, de unde rezultă : 

                                             P(u+v)=Pu+Pv 

Analog se arată că : 

                                          P(v)= P(v),  ,  vH. 

2) Continuitatea lui P rezultă din faptul că acesta este neexpansiv : 

                                            u,vH, ||Pu-Pv||≤||u-v|| 

De aici rezultă că pentru orice punct uH şi pentru orice şir (u n )H convergent în normă 

la u avem : 
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                                               ||P u n -Pu||≤|| u n -u|| 

Deoarece || u n -u||0, n0, rezultă ||P u n -Pu||0, n  . 

3)  Să observăm că orice element uM se scrie u=u+ H  cu uM şi  H   M , ceea ce 

comparat cu relaţia din teorema 4, arată că pentru orice element u din M avem : 

                                                 Pu=u, Qu=  H . 

Fie v arbitrar în H. Cum PvM, urmează , conform celor de mai sus, P(Pv)=Pv, adică 

P 2 =P. 

4) Într-adevăr, pentru orice u,vH avem : 

                      <Pu,v>=<Pu,Pv+Qv>=<Pu,Pv>= <Pu+Qu,Pv>=<u,Pv> 

 

Observaţia 2 

Din proprietatea de neexpansivitate şi din liniaritatea lui P rezultă că ||P||=1. Într-adevăr, 

pentru orice u,vH avem : 

             ||Pu-Pv||=||P(u-v)||≤||u-v||, care se mai scrie ||Pw||≤||w||, wH, 

şi arată că ||P||≤1. Cum pentru orice uM avem Pu=u rezultă, mai mult, ||P||=1. 

          

Aplicaţie: 

 

Fie H un spaţiu Hilbert , H n un subspaţiu finit dimensional al său cu dimensiunea n şi u un 

element din H. Dorim să calculăm distanţa de la u la  H n . 

 

 

Soluţie: 

Fie [e 1 ,……., e n ]H n  un sistem de n vectori liniar independenţi şi fie P n  operatorul de 

proiecţie al lui H pe H n . Vom avea: 

                                     d(u,H n )= ||||||||inf),(inf uPuvuvud nHvHv nn




          

şi P n u este unicul element din H n  cu proprietatea că realizează distanţa de la u la H n . 

Deoarece  P n u nH  , P n u se scrie în mod unic astfel: 

                                              P n u=


n

k
kk e

1
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Condiţia u- P n uH n  este echivalentă cu: 

                                              u- P n u e j  ,                 j=1,…n; 

Deci vom avea        < u- P n u , e j >=0  ,                     j=1,…,n; 

Ţinând seama de scrierea lui  P n u, relaţia anterioară se transformă în: 

                           



n

k
jjkk euee

1
,,    ,                 j=1,…,n 

care reprezintă următorul sistem: 

                         






nnnnnn

nn

nn

eueeeeee

eueeeeee
eueeeeee

,,....,,
......................................................................................
,,....,,

,,....,,

2211

22222211

11122111






    

Ştim că   P n u  este unicul vector din H n  cu proprietatea: 

                                                   u-P n u e j  ,  j=1,…,n; 

Sistemul de mai sus este un sistem liniar cu necunoscutele  1 ,….,  n . De asemenea acest 

sistem are soluţie unică deci determinantul său este nenul. 

                        0

,..........,,
....................................................

,.........,,
,.........,,

det

21

22221

11211


























nnnn

n

n

eeeeee

eeeeee
eeeeee

 

Acest determinant se numeşte determinant Gramm al sistemului liniar independent 

[e 1 ,……., e n ]. 

 

Observaţie: 

Determinantul Gramm al unui sistem liniar independent din H este nenul. 

Se poate arăta foarte uşor cu ajutorul proprietăţilor determinanţilor că dacă sistemul este 

liniar dependent , determinantul său Gramm este nul , de unde obţinem că o condiţie 

necesară şi suficientă pentru ca sistemul [e 1 ,……., e n ] să fie liniar independent este ca 

determinantul său Gramm să fie nenul. 

Revenind la rezolvarea problemei , proiecţia lui u pe H n  este definită de P n u=


n

k
kk e

1
 ,  

 1 ,...,  n  fiind soluţia sistemului considerat mai sus. 
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1.3. Teorema lui RIESZ 

                         

Teorema 1 

Fie H un spaţiu Hilbert şi H* ={f:H, f liniară şi continuă}. 

a)       Pentru orice fH* există ufH, unic astfel încât pentru orice vH avem  f(v) = <v,uf> 

şi ||f||* =||uf||. 

b)     Oricărui element uH i se poate asocia un element fuH* astfel încât ()vH avem  

fu(v) = <v,u>  şi ||fu||* = ||u||. 

 

 

Demonstraţie: 

a) Fie fH*. 

Unicitatea: 

      Presupunem prin absurd că există  uf
1  uf

2 astfel încât f(v) = <v,uf
1> = <v,uf

2>, ()vH, 

de unde <v,uf
1 - uf

1> = 0, ()vH. 

Luând v = uf
1 –uf

2
 obţinem ||uf

1 –uf
2|| = 0, adică uf

1 = uf
2 ,ceea ce reprezintă o contradicţie. 

 

Existenţa: 

         Dacă f  = H*, fie uf =  H şi atunci  f(v) = 0 = <v, H>, ()vH.  

  Fie  f H* . Să observăm că kerf = {vH: f(v) = 0} este un subspaţiu închis în H şi kerf  

H. 

Într-adevăr,dacă v1,v2 kerf, 1,2 atunci f(1v1  + 2v2)= 1f(v2) +2 f(v2) = 0, deci 1 

v1 + 2v2  kerf.  

       Dacă  (vn)kerf şi vnv, cum f este continuă rezultă că f(vn)f(v) şi atunci f(v) =0, 

deci v kerf. 

        Din teorema 3 de la paragraful 1.2 avem H =kerf(kerf).Cum kerfH, există 

w(kerf),w  0. Dacă vH atunci  f(f(v)w -f(w)v) =  f(v)f(w) – f(w)f(v) = 0, deci           
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 f(v)w–f(w)vkerf, () vH şi atunci <f(v)w–f(w)v,w>=0,() vH ,  adică  f(v)||w||2 –  

f(w) <v,w>  = 0, ()vH. 

Astfel obţinem: 

f(v) = 2IIwII
f(w) <v,w> = <v, 2IIwII

)f(w w>, ()vH. 

Luând uf =  w2IIwII
f(w)  rezultă f(v) = <v,uf>, ()vH. 

Cum |f(v)| = |<v,uf>|  ||v|| ||uf||, ()vH rezultă ||f||*  ||uf||.  

Pe de altă parte : 

     ||f||* = 
f

f

θv
Hv u

)IIf(u
v

If(v)Isup 



= ||uf|| şi în concluzie ||f||* = ||uf||. 

b) Fie uH şi fu : H  , fu(v) = <v,u>. Evident fu este liniară, |fu(v)| = |<v,u>|  ≤||u|| ||v||, 

()vH, deci fu mărginită şi în concluzie fuH*.                    

 În plus ||f u ||*    ||u||. Pe de altă parte, pentru u    avem ||f u ||*  
u
(u)IIfu  = ||u|| şi 

demonstraţia teoremei se încheie. 

Dăm în continuare câteva consecinţe importante ale teoremei lui Riesz : 

 

Corolar 1 : 

Fie H un spaţiu Hilbert şi fie H*  dualul său. 

Atunci: 

1) Aplicaţia f H* , f fu


 H este un semiizomorfism între H si H* , adică este bijecţie şi 

are următoarele proprietăţi: 

a)  (f+g)=  f+g; 

b)  (f)=


   f; 

c) || f|| H =||f|| *H ; 

2) spaţiul H* este spaţiu Hilbert cu produsul scalar: 

                   <f,g> *H =<g,  f> H  

O consecinţa imediată a acestui corolar este : 

 

Corolar 2: 
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Spaţiile Hilbert sunt reflexive. 

 

 

1.4. Spaţii Hilbert separabile 

 

Definiţia 1 : 

        O submulţime MH se numeşte densă în H  dacă şi numai dacă pentru orice uH, 

există un şir (un)  M astfel încât un u, sau, echivalent, dacă pentru orice uH şi pentru 

orice  >0 , există vM astfel încat ||u-v||<  . 

 

Definiţia 2 : 

          Se numeşte închidere a unei mulţimi MH mulţimea 


M , obţinută adaugând la M 

limitele (în normă || || din H) tuturor şirurilor convergente formate cu elemente din M. 

Ţinând seama şi de definiţia 1 , observăm că dacă M este o mulţime densă în H, atunci 

închiderea ei 


M  coincide cu H. 

 

Propoziţia 1 : 

Dacă MH este densă şi uH, uM, atunci u =H. 

 

Demonstraţie : 

         Arătăm că uM implică uH. Într-adevăr , fie vH şi (vn) M, vnv; atunci 

<u,vn>=0,()nN şi cum <u,vn><u,v> rezultă că <u,v>=0, deci uM.              În 

particular uu, adică <u,u> = 0  ||u|| = 0  u = H.   

   

Definiţia 3 : 

           Un spaţiu Hilbert H se numeşte separabil dacă există MH numărabilă şi densă în H. 

 

 

Definiţia 4 : 
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            O familie de elemente (ui)iI  H se numeşte totală în H dacă nu există în H 

elemente nenule ortogonale pe orice element al familiei. Adică , dacă  (ui)iI  H este o 

familie totală in H , atunci : 

                                              <u,ui> =0, ()iI  u = H. 

 

Observaţia 1 : 

   Din definiţia 4 şi propoziţia 1 rezultă că orice familie densă în H este totală în H. 

Definiţia 5: 

   O familie de elemente (ui)iI  H se numeşte ortonormală dacă : 

                                <ui, uj> = i j= Ij)i,(      
j,i       daca   0, 
ji       daca   1, 









 

Este evident că, dacă (ui)iI este o familie ortonormală atunci ui  H, ()iI şi elementele 

ui, i I sunt liniar independente. 

Într-adevăr,dacă


n

1k
kα u

ki
=H, unde k,ikI,atunci,pentru orice j =

____
n1,  avem: 

                0 = < H, 
ji

u > = <


n

1k
kα u

ki
, 

ji
u > = 



n

1k
kα <u

ki
, 

ji
u > = 



n

1k
kα kj = j 

 

Propoziţia 2: 

Fie (ui)iIH o familie totală şi W = Sp(ui)iI={



Jj

j uj:j,JI,finită}.Atunci  W  = H. 

 

Demonstraţie: 

Evident W  este subspaţiu închis în H şi fie P : HW  operatorul de proiecţie a lui H pe W . 

Fie u H ; atunci u – PuW , deci u – Pu  W .  

În particular <u-Pu, ui> =0, ()iI. Cum familia (ui) iI este totală în H rezultă       

u – Pu = H, adică u  = Pu W , deci uW . Am demonstrat astfel incluziunea HW . Cum 

WH, demonstraţia este încheiată.   

 

Observaţia 2: 

Din această propoziţie rezultă că un spaţiu Hilbert care posedă o familie totală numărabilă 

este separabil. 
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Folosind şi propoziţia 1 rezultă că un  spaţiu Hilbert este separabil dacă şi numai dacă 

posedă o familie totală numărabilă. 

 

 

 

Teorema 1. 

Fie H un spaţiu Hilbert separabil. Atunci H posedă o familie numărabilă, totală, 

ortonormală. 

 

Demonstraţie: 

         Conform observaţiei 2, H posedă o familie (un)nN numărabilă şi totală. Putem 

presupune că un  H, ()nN şi elementele un, nN sunt liniar independente. 

Într-adevăr, dacă A ={u1,u2,…} vom extrage din această mulţime o submulţime numărabilă 

B ={u1’, u2’,…} formată din elemente nenule liniar independente astfel ca spA = spB. 

Fie (en)nN familia ortonormală corespunzătoare familiei (un)nN, obţinută prin procedeul de 

ortonormalizare Gramm-Schmidt. 

    Fie v1 = u1, e1 = 
1

1

v
v . Pentru n 2, fie vn = un + 





1n

1i
iivλ , i.  

Alegem scalarii i  astfel încât vn  vj, ()j =
____

1-n1, , adică <un +




1n

1i
iivλ ,vj> = 0,                 

() j =
____

1-n1,   <un,vj> + j ||vj||2 = 0, ()j =
____

1-n1, . 

Evident vn   0, deoarece, în caz contrar ar rezulta că u1, u2,…,un-1 sunt liniar dependente. 

Va rezulta  j  = - 2
j

jn

v

v,u 
.  Luând en = 

n

n

v
v  este evident că familia (en) nN este 

ortonormală.  

Rămâne să arătăm că familia (en) nN  este totală. Fie vH astfel încât <v,en>=0, ()nN, 

deci <v, un+




1n

1i
iivλ > =0  <v, un > = 0, ()nN. 

Cum (un) nN este totală rezultă v = H. 

 

Teorema 2. 

Fie H un spaţiu Hilbert separabil şi (en)nN o familie numărabilă, ortonormală, totală în H. 
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                    Atunci pentru ()uH seria  


1n
<u, en>en este convergentă şi 



1n
<u, en>en  = 

u.  În plus   ||u||2  = 


1n
|<u, en>|2. 

 

Demonstraţie : 

   Fie uH, fixat şi  Hn  = Sp[e1, e2,…,en] = = {
Ik

KKeα : K,  I  {1,2…,n}}. Fie Pn: 

HHn operatorul de proiecţie al lui H pe Hn şi dn = d(u,Hn).  

 Din u – Pnu  Hn avem <u – Pnu,ej> = 0, ()j =
____

n1, . 

Cum PnuHn există 1, 2,…, n astfel încât Pnu = 


n

1i
iieλ , deci :                       

                         <u,ej> = < 


n

1i
iieλ ,ej>, ()j =

____
n1, , de unde rezultă  j = <u,ej>. 

Vom avea Pnu = 



n

1j
jeu, ej  şi dn

2 = ||u – Pnu||2 = <u-Pnu, u – Pnu> =  

  = <u-Pnu, u> - <u –Pnu, Pnu> = <u – Pnu, u> = ||u||2 - < 



n

1j
jeu, ej,u> =  

                         = ||u||2 – Ieu,I
n

1j
j



 2   0 , deci Ieu,I
n

1j
j



 2   ||u||2. 

Notând sn = Ieu,I
n

1j
j



 2 vom avea 0  sn   ||u||2, sn  sn+1, deci () 
n

lim sn ||u||2, adică 

Ieu,I
n

1n
n



 2  ||u||2 , numită şi inegalitatea lui Bessel.Pentru a arăta prima parte a teoremei 

este suficient să arătăm că există 
n

lim Pnu =u. 

Fie  >0; cum (en) nN este totală în H, din propoziţia 2 avem W =H, unde W = =sp(en) nN, 

deci există vW astfel încât ||v-u|| < .  

Cum vW există nN astfel încât vHn ()n  n şi atunci pentru ()n  n avem vHn şi  

||u-Pnu ||  ||u-v|| <, deci Pnu u, pentru n . 

În concluzie seria 


1n
<u, en>en  este convergentă  şi  



1n
<u, en>en =u. 

Această reprezentare se mai numeşte şi dezvoltarea Fourier generalizată a lui u în raport cu 

sistemul (en) nN. 
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Coeficienţii cn =<u,en> se numesc coeficienţii Fourier (generalizaţi) ai lui u relativ la 

familia (en) nN. Din Pnu = <



n

1k
kk eeu, , rezultă: 

                          ||Pnu||2 = <



n

1k
kk eeu, ,




n

1k
kk eeu, > =  




n

1k
k Ieu,I 2 

Cum ||Pnu||||u||, pentru  n rezultă că ||u||2 = 


1n
|<u, en>|2, numită şi egalitatea lui 

Parseval. 

 

Exemplu 

Sistemul trigonometric (k) kZ, k (t) = 
2π
1 eikt  este  numărabil, ortonormal şi total în 

L 2 (0,2). 

Într-adevăr, sistemul trigonometric indicat este ortonormal în L 2 (0,2), deoarece avem: 

 Pentru m≠n, 

                 ;0
2
1)()(,

2

0

)(
2

0
)2,0(2

  


dtedttt tnmi
nmLnm



 
  

Pentru m=n, 

                  | m (t)|=
 2

1
2
1

imte ;   || m || )2,0(
2

2 L = .1)(
22

0

 dttm



  

1.5. Clase de operatori în spaţii Hilbert 

 

Fie H un spaţiu Hilbert şi D (A) H un subspaţiu dens. 

 

Definiţia 1 

        Un operator A: D (A)  H se numeşte: 

a)    simetric dacă <Au,v> = <u,Av>, ()u,v  D (A); 

b)    pozitiv dacă <Au,u>    0, ()u  D (A); 

c)     strict pozitiv dacă <Au,u> >  0, ()u  D (A), u  ; 

d)   pozitiv definit (sau tare pozitiv) dacă există o constantă  2>0 astfel încât <Au,u>  2 

||u||2 , ()u  D (A). 
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 Dacă A: D (A)  H este liniar notăm cu D (A*) = {vH: ()v*H astfel încât  <Au,v> = 

<u,v*>, ()u  D (A)}. 

 

Observaţia 1 

 D(A*), deoarece HD(A*)(pentru v=H, există v*=H cu proprietatea cerută). 

 

Observaţia 2 

v* este unic cu această proprietate. Într-adevăr, dacă există v1*, v2*H astfel încât <u,v1*> 

= <u,v2*>, ()uD(A), atunci :        

                          <u,v1* - v2*>=0, ()u  D (A), adică v1* - v2*  D (A). 

Cum D (A)  H este dens rezultă v1* - v2 * = H, adică v1* = v2*. 

Se verifică imediat că D(A*) este subspaţiu în H. Fie A*:D(A*)H, A*v = v*H, cu 

proprietatea că <Au,v> = <u,v*> = <u,A*v>, ()uD(A). 

Operatorul A* este bine definit, liniar şi se numeşte adjunctul operatorului A. 

Într-adevăr, din observaţia  anterioara  rezultă că A* este bine definit iar pentru  liniaritate, 

fie v1,v2  D (A*), 1, 2  , v1* = A*v1, v2* = A*v2. Vom avea : 

                                  <Au,v1> = <u,v1*> = <u,A*v1>, ()uD(A). 

                                 <Au,v2> = <u,v2*> = <u,A*v2>, ()uD(A), 

  de unde, 

      <Au, 1v1 +2v2 >= <u, 1v1* + 2v2*> = <u, 1A*v1 +2 A*v2 >, ()uD(A), adică: 

                               A*(1v1 +2v2) = 1A*v1 +2 A*v2 , deci A* este liniar. 

 

Definiţia 2. 

           Un  operator A:D (A)H se numeşte autoadjunct dacă  A = A*. 

 

Propoziţia 1. 

 Fie D (A)  H subspaţiu dens şi A: D (A)   H, simetric. Atunci A este liniar. 

 

Demonstraţie: 

 Fie 1, 2  , u1,u2 D (A), wD (A). Atunci : 



 22 

<A(1u1 +2u2),w> = <1u1 +2u2,Aw> = 1<u1,Aw> + 2<u2,Aw> = 1<Au1,w> 

+2<Au2,w> = < 1Au1 + 2Au2,w >, deci :  

                               < A(1u1 +2u2) - 1Au1 - 2Au2,w > = 0 

Deoarece wD (A) este arbitrar luat rezultă  A(1u1 +2u2)-1Au1-2Au2 D(A) şi cum D 

(A)  H este dens rezultă A(1u1 +2u2) -  1Au1 - 2Au2 = H, adică :      

                                              A(1u1 +2u2) = 1Au1 + 2Au2   

      

Observaţia 3 

Dacă A:D (A)H este simetric atunci  A este o restricţie a lui A*, adică D (A)  D(A*) şi 

A*D (A) = A. 

Într-adevăr, fie v D (A); atunci există v*H*, v*=Av astfel încât <Au,v> = <u,v*>, 

()uD(A), deci vD(A*).Atunci D (A)D(A*) şi  A*v = v* = Av. 

 

Exemplu 

                Fie Rn , deschis, mărginit cu frontiera   de clasă C1. Fie H = =L2(), D(A) 

= Cc
() = {C(), supp  = compact  }. 

Avem că Cc
()  H, dens în || . ||H, unde ||u||H2 = <u,u> = 



u 2(x)dx.     

Fie A: D (A)  H, Au = -u = - 
 
n

1i
2
i

2

x
u .   Pentru orice u,v D (A) avem: 

<Au,v>H = <-u,v>  2L  = - 


u (x)v(x)dx = - 
  

n

1i
2
i

2

x
u (x)v(x)dx =             

                            

  =  - 
  






























n

1i iiii x
v

x
uv

x
u

x
dx = - 

 












n

1i ii

v
x
u

x
dx + 

  



n

1i ii x
v

x
u dx. 

Din formula lui Green obţinem 

 

     
 



ix 








 v
x
u

i

dx = 
 


 ix
u vnid = 0, i = 

____
n1,  şi atunci:  

<Au,v>H = 
  



n

1i ii x
v

x
u dx =  < u, -v >  2L = < u, Av >H , deci A este simetric. 
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  Să reamintim inegalitatea lui Friedrichs: Există o constantă 2 > 0 astfel încât ()  

Cc
() avem : 




| grad (x) |2 dx  2 


| (x) |2dx 

Folosind această inegalitate avem: 

<Au, u>H = < -u,u >  2L = 
 










n

1i

2

ix
u dx = 



| grad u(x) |2 dx  2 


| u(x) |2dx = =2 

||u||2  2L = 2 ||u||H 2, deci operatorul A = - este pozitiv definit. 

 

 

 

Propoziţia 2 

 Fie H spaţiu Hilbert complex, D (A) H, subspaţiu dens şi A:D(A)H un operator 

liniar.Atunci A este simetric dacă şi numai dacă<Au,u> R , ()uD(A). 

 

Demonstraţie. 

“” Pentru ()uD(A) avem <Au,u> = <u,Au> = < uAu, >, deci <Au,u>  R. 

“” Pentru ()uD(A) avem: 

                             <A(u+v),u+v> - <A(u-v),u-v> = 2<Au,v> +  2<Av,u>          (1) 

 Înlocuind pe v cu iv obţinem: 

<A(u+iv),u+iv>-<A(u-iv),u-iv>=2<Au,iv>+2<A(iv),u> = - 2i<Au,v> + 2i<Av,u>. 

Înmulţind ultima relaţie cu i obţinem: 

                         i< A(u+iv),u+iv> - i <A(u-iv),u-iv> = 2<Au,v> - 2<Av,u>       (2) 

Din  (1)  si (2) prin adunare se obţine : 

  4<Au,v>=<A(u+v),u+v>─<A(u-v),u-v>+i<A(u+iv),u+iv>─i<A(u-iv),u-iv>   (3)  

Schimbând pe u cu v obţinem: 

   4<Av,u> = <A(u+v),u+v>─<A(u-v),u-v> +i<A(v+iu),v+iu>─i<A(v-iu),v-iu>. 

Cum <Ax,x>R, ()xD(A), rezultă : 

                    4<u,Av>=4< uAv, >= 

                =<A(u+v),u+v>-<A(u-v),u-v>-i<A(v+iu),v+iu>+i<A(v-iu),v-iu>      (4)                  

Cum   <A(u+iv),u+iv> =<A(i(v-iu)), i(v-iu)> = <A(v-iu),v-iu> şi 
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<A(u-iv),u-iv>=<A(-i(v+iu)),-i(v+iu)> = <A(v+iu), v+iu>, din (3) şi (4) rezultă că <Au,v> 

= <u,Av>,deci A este simetric. 

Corolar 1 

Fie H spaţiu Hilbert complex, D (A)  H subspaţiu dens,A: D (A)  H liniar şi pozitiv. 

Atunci A este simetric. 

Demonstraţie: 

Este imediată din propoziţia 2. 

 

Caracterizarea spaţiilor Hilbert  

 

       Este interesant să ştim să recunoaştem dacă o normă || || dată pe un spaţiu vectorial E 

este o normă hilbertiană, anume când există un produs scalar < , > pe E astfel încât: 

                                     ||u||=<u,u> 2
1

  pentru orice u din E. 

Sunt cunoscute diverse criterii : 

 

Teorema (Frechet-Von Neumann-Jordan) : 

Presupunem că norma || || satisface identitatea paralelogramului. Atunci || || este o normă 

hilbertiană. 

 

Teorema (Kakutani): 

Presupunem că E este un spaţiu normat cu dimE≥3. Presupunem că fiecare subspaţiu F de 

dimensiune 2 are un operator de proiecţie de normă 1, adică există un operator de proiecţie 

liniar şi mărginit P :EF astfel încât Pu=u pentru orice uF şi ||P||≤1. 

Atunci || || este o normă hilbertiană. 

 

Teorema (Karlovitz): 

Fie E un spaţiu normat de dimensiune dimE≥3. Fie : 

Tu=u , dacă ||u||≤1 şi Tu=
|||| u

u , dacă ||u||>1. 

Presupunem că  ||Tu-Tv||≤||u-v|| , pentru orice u şi v din E. 

Atunci || || este o normă hilbertiană. 
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1.6. Aplicaţii 

1.Să se verifice că, dacă X este un spaţiu prehilbertian, atunci |<x,y>|=||x||||y|| dacă şi numai 

dacă x şi y sunt liniari dependenţi. 

 

 

Soluţie: 

Presupunem că relaţia din enunţ este adevarată şi vrem să demonstrăm că x şi y sunt liniari 

dependenţi. 

|<x,y>|=||x||||y||.   

Daca y=0   y=  x. 

Dacă y≠0, fie =─<x,y>||y|| 2 .  

   ||x+y|| 2 = <x+y,x+y>= <x,x+y>+<y,x+y> =<x,x>+<x,y>+<y,x>+ +<y, 

y>=||x|| 2 +


 <x,y>+<


yx, >+


 ||y|| 2 =||x|| 2 +|| 2 ||y|| 2 +2 re <


yx, > 

||=|<x,y>|||y|| 2  || 2 =|<x,y>| 2 ||y|| 4 =||x|| 2 ||y|| 2 ||y|| 4 =||x|| 2 ||y|| 2  

  ||x+y|| 2 =||x|| 2 +||x|| 2 +2 re <


yx, > 

re <


yx, >=re 2||||
,,

y
yxyx 


=re 2
2

2

2

2

||||
||||

|,|
||||

|,| x
y
yx

y
yx





  

  ||x+y|| 2 =||x|| 2 +||x|| 2 -2||x|| 2 =0  x+y=0x=-y , adica x si y sunt liniar dependenti. 

Reciproc considerăm că x şi y sunt liniar dependenţi şi trebuie să demonstrăm că are loc 

relaţia din enunţ. 

Cazul y=0 este evident. 

Presupunem y≠0. În acest caz    astfel încat x=y. 

Rezultă |<x,y>|=|<y,y>|=||||y|| 2 =||y||||y||=||x||||y||. 

 

2.Să se verifice că orice spaţiu prehilbertian este uniform convex. 

Soluţie: 

Folosim definiţia spaţiului uniform convex. 

Un spaţiu liniar normat X este uniform convex dacă are următoarea proprietate: pentru orice 

număr  (0,2) există un număr )( )1,0(  astfel încât dacă ||x||=||y||=1 şi ||x-y|| > , atunci 

2
1 ||x-y||<1- )( . 
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Ştim că într-un spaţiu prehilbertian are loc identitatea paralelogramului: 

                                   ||x+y|| 2 +||x-y|| 2 =2(||x|| 2 +||y|| 2 ) 

Deci ||x+y|| 2 =2(||x|| 2 +||y|| 2 )-||x-y|| 2  

Presupunem ca ||x||=||y||=1 si ||x-y||> . 

Rezultă că -||x-y|| 2 <- 2  

Înlocuind în relaţia de mai sus obţinem:  

||x+y|| 2 <4- 2  

Din continuitatea funcţiei radical rezultă că există )( >0 astfel încât : 

||x+y||<2- )( , care este echivalentă cu relaţia din definiţia spaţiului uniform convex. Putem 

trage concluzia că orice spaţiu prehilbertian este convex. 

3. Fie H spaţiu Hilbert , AH. Atunci: 

a)  AA  . 

b) A  =A   

c) A subspaţiu atunci A  =


A  

 

Soluţie: 

a) Fie x un element din A. Pentru a demonstra incluziunea este evident că trebuie să arătăm 

că x  A  . 

A  =(A  )  . Fie acum y un element din A  . Atunci <y,x>=0. Rezultă x  (A  )  . 

Adică x  A  . 

b) Mai întâi să facem următoarea observaţie: 

AB B  A   

Folosind rezultatul demonstrat la a) avem: 

A  A     A    A   

A   (A   )    A  A     

Din cele două relaţii obţinem egalitatea dorită. 

c) A subspaţiu SpA=A. 

Vom folosi  A   =


SpA .  Evident A  =


A . 

4. H spaţiu Hilbert, T:HH , liniar. Atunci T=0  <Tx,x>=0 pentru orice x din H. 

Soluţie: 

:""  Presupunem  <Tx,x>=0 Hx . 
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Atunci pentru orice x şi y din H avem: 

<T(x+y),x+y>-<T(x-y),x-y>+i<T(x+iy),x+iy>-i<T(x-iy),x-iy>=0 

<Tx,x>+<Tx,y>+<Ty,x>+<Ty,y>-<Tx,x>+<Ty,x>+<Tx,y>-<Ty,y>+ 

i(<Tx,x>-i<Tx,y>+i<Ty,x>+<Ty,y>)- i(<Tx,x>+i<Tx,y>-i<Ty,x>+<Ty,y>)=0 

După efectuarea calculelor obţinem : 

4<Tx,y>=0<Tx,y>=0 Hyx  , Tx=0T=0. 

:"" Evident. 

 

5. Fie H un spaţiu Hilbert şi  T  L(H). Dacă presupunem că ||T||≤1 atunci Tx=x dacă şi 

numai dacă T * x=x. 

Soluţie : 

Din ipoteză Tx=x. Atunci <Tx,x>=<x,x>=||x|| 2 . 

Folosind proprietatea operatorului adjunct T *  obţinem : 

<Tx,x>=<x, T * x> 

Folosind inegalitatea lui Cauchy-Schwartz avem : 

<x, T * x>≤ ||x|||| T * x ||≤||x|| 2  

Având în  vedere cele 2 relaţii de mai sus  rezultă că trebuie să avem în mod necesar 

egalitate : <x, T * x>=||x|| 2  

Folosind  rezultatul de la problema 1 obţinem egalitatea dorită adică : T * x=x. 

Reciproc daca T * x=x , Tx=T * * x=x , deoarece ||T * ||=||T||1.    

      

Capitolul 2.Metoda variaţională în studiul operatorilor liniari şi pozitiv definiţi. 

 

2.1. Teorema variaţională fundamentală. 

Fie H spaţiu Hilbert complex, D(A)H, un subspaţiu dens al lui H si  A:D (A)H liniar,  

strict pozitiv. Fie fH. Atunci: 

                       a)  Ecuaţia Au =f are cel mult o soluţie; 

                       b)  u0D(A) este soluţie a ecuaţiei Au=f  u0 minimizează pe D(A) 

funcţionala F : D(A)  R,  F(u) =<Au,u>- 2 re <u,f>. 

 

Demonstraţie : 
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a) Presupunem prin reducere la absurd că există u1,u2D(A),u1  u2 astfel încât     Au1 = 

Au2 = f. 

 Atunci   <Au1 – Au2,u1 – u2>= < , u1-u2> =0 , ceea ce este absurd, deoarece :  

                                 <Au1-Au2, u1-u2> = <A(u1-u2), u1 – u2>  > 0. 

b) “” Presupunem că Au0 = f şi arătăm că F(u0)  F(u), ()uD(A). 

       Pentru () uD(A) avem F(u)=<Au,u>-2re<u,f>= <Au,u>-2re<u,Au0> =  <Au,u> - 

<u,Au0> - < 0Au,u > = < Au,u> - <u,Au0> - <Au0,u> + <Au0,u0> -        

 - <Au0,u0> = <A(u-u0),u-u0> - <Au0,u0>,  deci F(u0) = - <Au0, u0> şi atunci: 

                                    F(u) - F(u0) = <A(u-u0), u-u0)> > 0, ()u  u0                                                                                             

“”  Fie u0D(A) astfel încât F(u0)  F(u), ()uD(A).  

Vom arăta că Au0 = f. 

Luând u = u0 + tv, tR, vD(A) obţinem F(u0)  F(u0+tv), ()tR. 

Fie funcţia : R  R, (t) = F(u0+tv). Atunci  (0)(t), ()tR, deci t=0 este punct de 

minim pentru .  

Vom avea : 

(t) = F(u0+tv ) = <A(u0 +tv), u0+tv> -2re <u0+tv,f> =  

= <Au0,u0>+t(<Au0,v>+<Av,u0>)+t2<Av,v> - 2re<u0,f>-2t re<v,f> = 

= <Au0,u0> - 2 re<u0,f> +2t re<Au0 - f, v>+t2 <Av,v> = 

= F(u0) + 2t re<Au0 –f,v> + t2 < Av, v> şi atunci, pentru t 0  vom avea  

t
)(utv)(u

t
(0)(t) 00 FF 


 = 2 re <Au0 –f,v> + t<Av,v>. 

Rezultă că  este derivabilă în t=0 şi ’(0) = 2re <Au0 –f,v>. Din teorema lui Fermat vom 

avea ’(0) =0, deci : 

                                   re<Au0 –f,v> = 0                                                       (1) 

Înlocuind pe v cu iv obţinem  re<Au0 –f,iv> = 0, deci : 

                                   im<Au0 –f,v> = 0                                                      (2) 

Din (1) şi (2)  rezultă <Au0 –f,v> = 0, ()vD(A), adică Au0 –f   D(A). 

Cum D(A)  H este dens rezultă Au0 = f şi demonstraţia este încheiată.      
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 2.2 Teorema variaţională întărită. 

                                                                           

                Teorema variaţională fundamentală afirmă echivalenţa între problema rezolvării 

ecuaţiei Au=f şi aceea a găsirii punctului care minimizează pe D(A) funcţionala    F : D(A) 

 R, F(u) =<Au,u>- 2 re <u,f>. Interesul, în abordarea pe cale variaţională a ecuaţiilor 

operatoriale, este ca, după ce s-a obţinut o teroremă alternativă de tipul teoremei 

fundamentale, să se întărească ipotezele acestei teoreme astfel încât să se poată demonstra 

existenţa unui punct de minim pentru funcţionala ataşată ecuaţiei considerate. Aceasta 

echivalează cu demonstrarea existenţei soluţiei acestei ecuaţii iar orice metodă constructivă 

pentru punctul de minim devine o metodă de construire a soluţiei ecuaţiei. 

Teorema 1. (teorema variaţională întărită). 

              Dacă în teorema variaţională fundamentală  ipoteza  “A strict pozitiv pe D(A)” se 

înlocuieşte cu ipoteza (mai tare) “A pozitiv definit”, adică există o constantă 2 > 0 astfel 

încăt <Au,u>2||u||2 , () uD(A), atunci următoarele afirmaţii suplimentare sunt 

adevărate: 

  a)  Funcţionala  F  este mărginită inferior pe D(A); 

            b)  Funcţioanala  F este uniform convexă pe D(A);  mai precis avem:  

          (1-) F (u) +  F (v) - F ((1-)u + v))  2 (1-)||u-v||2, ()u,vD(A); 

            c)  Orice şir minimizat pentru F pe D(A) converge în  H; 

            d)  Toate şirurile minimizante pentru F pe D(A) au aceeaşi limită în H. 

 

Demonstraţie: 

a) Pentru  () uD(A) avem F (u) = <Au,u> - 2re <u,f>  

 2 ||u||2 – 2||u||||f|| = ( ||u|| - 

1 ||f||)2  - 2

1


||f||2 - 2

1


||f||2, deci F  este mărginită inferior pe 

D(A). Fie l = 
(A)u

inf
D

F (u) 2

1


||f||2 ; atunci există un şir (un) D(A) astfel incât F (un)  l. 

b)  Fie u,v D(A), [0,1]. Vom avea: 

 (1-)F(u)+F(v)-F((1-)u+v)=(1-)(<Au,u>-2re<u,f>)+(<Av,v>-2re<v,f>)-     -<A((1-

)u+v),(1-)u+v)>+2re<(1-)u + v,f> = (1-) <Au,u> + <Av,v> -     -<A((1-)u+v), 

(1-)u + v> =                 
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  =(1-)<Au,u>+<Av,v>-(1-)2<Au,u>-2<Av,v>-(1-)<Au,v>-(1-)<Av,u>=    =(1-

)<A(u-v),u-v>  2 (1-)||u-v||2. 

c) Fie (un)D(A) şir minimizant pentru F, deci F(un) l =
(A)

inf
D

F.Vom avea : 

                 2 (1-)||um – un||2   (1-) F (um) + F(un)- F ((1-)um + un)  

 (1-) F (um)+  F (un) – I 0, pentru m,n , deoacere  F (um)l, F (un) l. 

Rezultă  că (un) este şir Cauchy în H, deci convergent. 

d)  Fie (un), (un’)D(A) două  şiruri minimizante pentru F pe D(A).               Folosind  b) 

vom avea 

                     2 (1-) ||un’-un||2   (1-)F (un’) + F (un) - F ((1-) un’ + un)  

 (1-) F (un’) +   F (un) – l  0, pentru n ,deoarece F (un’)  l, F (un)  l, deci : 

                              ||un’-un|| 0 pentru n . 

Cum şirurile (un) şi (un’) sunt convergente în H rezultă că au aceeaşi limită. 

 

Definiţia 1. 

           Se numeşte soluţie în sens Sobolev (sau generalizată) a ecuaţiei Au = f, limita în H a 

oricărui şir minimizant al funcţionalei F. 

            Legătura dintre soluţia generalizată şi soluţia clasică a ecuaţiei Au=f este dată de 

următoarea teoremă. 

 

Teorema 2. 

1) Soluţia în sens clasic este soluţie în sens generalizat. 

2) Dacă soluţia generalizată usD(A) atunci ea este soluţie clasică. 

 

Demonstraţie 

1) Fie u0 soluţie clasică a ecuaţiei Au=f, deci u0D(A) şi Au0 =f. Din teorema variaţională 

fundamentală , u0 este punct de minim pentru F  pe D(A) şi  

                   F (u) - F (u0) = <A(u-u0), u-u0>  2 ||u-u0||2, ()uD(A)                  (1) 

Fie (un)D(A) şir minimizant pentru F,deci F (un)l=
(A)

inf
D

 F .  

Din (1),  pentru  u = un vom avea  F (un) - F (u0)  2 ||un - u0||2, ()nN. 
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Cum F (un)l= 
(A)

inf
D

 F = F (u0) (deoarece u0 este punct de minim pentru F) rezultă că  () 

n
lim un = u0, deci u0 este soluţie generalizată. 

2)  Fie usD(A) soluţie generalizată pentru F; atunci există un şir (un)  D(A) astfel încât un 

us şi F (un)  l = 
(A)

inf
D

 F. 

Fie u,vD(A). Cum F   este uniform convexă este convexă şi atunci:  

                 F ((1-)u + v)  (1-) F (u) +  F (v), ()[0,1], de unde  

F (v) - F (u)  
λ

(u)λv))uλ((1 FF  , ()  (0,1]. 

Cum 
0λ

lim
 λ

F(u)λv)λ)uF((1  =
0λ

lim
 λ

(u)u))-λ(v(u FF   = 

                  =  2re<Au-f, v - u> rezultă că F (v) - F (u)  2re<Au-f,v - u>. 

Luând v = un şi u = us obţinem : 

F (un) - F (us)  2re<Aus -f,un – us>. 

Trecând la limită cu n obţinem l-F (us)  0, deci l F (us)  l, adică                    F (us) = 

l.Rezultă că us este punct de minim pentru F  pe D(A) şi conform teoremei variaţionale 

fundamentale rezultă că us este soluţie clasică.      

                                                                                  

2.3. O caracterizare variaţională a soluţiei generalizate a ecuaţiei Au=f 

 
                  Soluţia generalizată a ecuaţiei Au=f nu aparţine, în general lui D(A). Din acest 

motiv nu se poate obţine o caracterizare variaţională(cum avem pentru soluţia clasică) a 

acestei soluţii utilizând funcţionala F. În scopul obţinerii unei astfel de caracterizări vom 

face următoarea construcţie: funcţionala F va fi extinsă de la D(A)  până la o funcţională F~ : 

HA  R, unde HA este spaţiul energetic ataşat operatorului A. 

 

Teorema 1:(Friedrichs) 

Fie (H,<,>) un spaţiu Hilbert ,  D(A)H un subspaţiu dens şi A:D(A)H un operator liniar 

şi pozitiv definit : <Au,u>  2 ||u||2 , ()u  D (A), 2 >0. 

Atunci există un operator 


A :D(


A )H  cu următoarele proprietăţi: 

1) 


A  este o extensie a lui A:  D (A)  D (


A ) şi 


AD (A) = A. 



 32 

2) 


A  este autoadjunct şi R(


A )={


A u | uD(


A )}=H. 

3) 


A  este pozitiv definit şi anume cu aceeaşi constantă ca şi A: 

                           <


A u,u>  2 ||u||2 , ()u  D (


A ). 

 

   Pentru funcţionala extinsă, vom demonstra existenţa unui punct unic de minim pe HA, pe 

care îl vom nota cu uo şi vom demonstra că (u0) este soluţia generalizată ( în sens Sobolev) 

a ecuaţiei Au=f,  fiind injecţia liniară şi continuă cu care HA se scufundă în H. 

 Introducem pe  D(A)  un nou produs scalar: ()u,v D(A), <u,v>
AH = <Au,v>H, cu norma 

asociată : 

||u|| AH
2 = <u,u>

AH =<Au,u>H2 ||u||2H, de unde  rezultă ||u||H 

1 ||u||

AH , ()uD(A). 

       Fie HA completatul lui D(A) în ||. ||
AH , HA = AHIIII

)A


D( . Dacă uHA, există un şir (un)  

D(A) astfel încât  un

AH

 u, sau echivalent <A(un-u), un –u>H  0. 

 

Observaţia 1 : 

Spaţiul (D(A),||. ||
AH ) este un spaţiu prehilbertian. 

 

Teorema 2. 

 

                Spaţiul HA se scufundă în H cu o injecţie liniară, continuă şi densă , adică există 

: HA  H, injectivă, liniară astfel încât  (HA)  H, dens şi D(A) = =I D(A)’. 

 

 

Demonstraţie: 

    Fie u HA; atunci există (un)  D(A) astfel încât un
AH

 u, deci (un) este şir Cauchy în ||. 

||
AH ,||um - un|| AH  0, pentru m,n  . 
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   Cum ||um - un||H  

1 ||um -un|| AH , () m,n  1 rezultă că ||um - un||H  0, pentru m,n  , 

adică (un) este şir Cauchy în ||. || H , deci () 
n

lim un H (în ||. ||H). Definim             : HAH, 

(u) = 
n

lim un  (în ||. ||H). Avem următoarea schemă: 

 D(A) un 
AH

 uHA                   

                             

                       (u)H 

 Arătăm că  este bine definită, adică limita nu depinde de şirul ales (un).          Dacă (u’n)  

D(A) este un alt şir cu proprietatea că u’n 
AH

 u, atunci ||u’n – un||H  ≤

1 ||un’ -un|| AH  0, 

pentru n  , de unde rezultă că :                     

                                         
n

lim u’n  =
n

lim un (în ||. ||H). 

Arătăm că  este liniară. Fie 1, 2  , u1,u2HA. Vom arăta că : 

                  (1u1 +2u2) = 1  (u1)+ 2  (u2). 

Fie (un
1)  D(A), (un

2)  D(A) astfel încât  un
1 

AH

 u1, un
2 

AH

 u2. 

Avem următoarea schemă: 

D(A)  un
1 

AH

 u1                D(A)  un
2 

AH

     u2 

                                                                      

                       (u1)                                        (u2) 

De aici rezultă că  1 un
1+ 2un

2 
H

1  (u1)+ 2  (u2)                              (1) 

Pe de altă parte, cum  1un
1+ 2un

2 AH

 1u1 + 2u2, ţinând cont de definiţia lui  rezultă că :              

1 un
1+ 2un

2 
H

 (1u1+ 2 u2)                                    (2) 

Din (1) şi (2) rezultă că : 

                                  (1u1+ 2 u2) = 1  (u1)+ 2  (u2). 

Arătăm în continuare că este  continuă. Fie uHA şi (un)  D(A), un
AH

  u. 
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Avem ||un||H 

1 ||un|| AH , () n 1, de unde, prin trecere la limită cu n  obţinem || (u)||H 



1 ||u||

AH . 

            Cum uHA este arbitrar luat rezultă că  este mărginită, deci continuă, fiind liniară.  

       Dacă u D(A) şi un  D(A), un = u, atunci un
AH

 u, deci (u)=u, adică  

 /D(A) = I/D(A). 

Din D(A)  HA rezultă  (D(A))  (HA)  H, deci D(A)  (HA)  H. 

Deoarece D(A) este dens în H, în ||.||H, rezultă că (HA) este dens în H, în ||.||H. 

Pentru a încheia demonstraţia rămâne să mai arătăm că  este injectivă. 

     Presupunem prin absurd că există u1, u2 HA, u1  u2 astfel încât (u1) = (u2). Din 

liniaritatea lui    rezultă că (u1 – u2) = H. 

             Fie (un)  D(A) astfel încât un
AH

 u1 – u2. Din definiţia lui  rezultă că  

un
H

 (u1 – u2) = H.  

  Pentru () w H avem |<un, w>H|   ||un||H||w||H  0, pentru n  , deci  

<un, w>H  0 () w H. 

Luând w = Av, cu v D(A) obţinem <un, Av>H 0, () v  D(A), sau echivalent 

                                <un,v>
AH  0, () v  D(A)                                          (3) 

Cum un 
AH

 u1 – u2 rezultă că : 

                            <un, v>
AH   <u1

 – u2, v>
AH  () v HA                                            (4) 

Din (3) şi (4) rezultă că <u1
 – u2, v>

AH =0,  () v  D(A), adică u1 – u2  D(A)  HA, dens 

şi atunci u1 = u2, contradicţie.                                          

Cum  /D(A) = I/D(A), funcţionala  F  se mai scrie: 

F (u) =<Au, u>H – 2re<u, f>H = ||u||2
AH - <(u), f>H - <f,(u)>H, ()uD(A). 

          Ultimul membru al egalităţii are sens pentru ()u HA. Aceasta sugerează  definirea 

funcţionalei F~ :HA R, F~ (u)=||u||2
AH  -<(u), f>H -<f,(u)>H, ()uHA şi evident F~ /D(A) = 

F, deci F~  este o prelungire a lui F. 
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Teorema 3. 

În ipotezele de lucru de până acum (adică ale teoremei variaţionale întărite) avem : 

a)     F~  are un unic punct de minim global pe HA, fie acesta u0. 

b)    Un şir (un)  HA  este şir minimizant pentru F~  pe HA dacă şi numai dacă            un 

AH

 u0; 

c)      
)A(H

inf~min
A D

FF  ; 

d)        (u0) = us, deci soluţia generalizată a ecuaţiei Au = f este (u0). 

 

Demonstraţie: 

a)  Fie F1:HA C, F1(u) = <(u), f>H. Cum  este liniară pe HA rezultă că şi F 1 este liniară. 

Cum |F 1(u)|   ||(u)||H||f||H  

1 ||f||H ||u||

AH ,()uHA rezultă că F1 este continuă pe HA, deci 

F 1 HA* şi || F 1|| AH *   

1 ||f||H. 

Din teorema lui Riesz există u0HA, unic astfel încât :            

 F1(u) =<u,u0>
AH ,()uHA; în plus ||u0|| AH = || F 1|| AH *  


1 ||f||H. 

Pentru uHA vom avea : 

 F~  (u) = <u,u>
AH - <u,u0>

AH  - <u0,u>
AH =  <u-u0, u-u0>

AH -<u0, u0>
AH = ||u – u0|| 2

HA
--||u0||

AH
2  

şi atunci : 

F~  (u) - F~  (u0) = ||u-u0||
AH

2  > 0, ()uHA, u  u0. 

Atunci  F~min
AH

F~  (u0) = -||u0||
AH

2   -  

1  ||f||2H. 

b)  Rezultă imediat din a). 

            Să observăm că există şiruri minimizante pentru F~  formate cu elemente              din 

D(A). 

Într-adevăr, cum u0HA  există (un)  D(A) astfel încât un
AH

 u0. Din prima parte a 

demonstraţiei avem F~  (un) F~  (u0) = F~min
AH

F~inf
AH

. 

c)   F~min
AH

F~inf
AH

  F
D

~
)( A

inf = F
D )( A
inf  = l. 
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 Fie (un)  D(A) astfel încât un
AH

 u0. Folosind prima parte a demonstraţiei vom avea F (un) 

= F~ (un) F~ (u0) = F~min
AH

. 

Cum F (un)  l rezultă că F~min
AH

 l şi în concluzie  F~min
AH

= l. 

d)       Fie u0 HA punctul de minim a lui F~  şi (un)  D(A), un
AH

 u0.  

Din b) rezultă că (un) este şir minimizant  pentru  F~ , deci  

 F (un) = F~ (un)F~ (u0) = F
D

~
)( A

inf , adică (un) este şir minimizant pentru F pe D(A).Conform 

definiţiei lui  va rezulta că (u0) = us 

           Vom extinde operatorul A la un operator A~  astfel încât us să fie soluţie clasică pentru 

ecuaţia  A~ u = f.  

 Fie G: H  HA, Gf = u0,f  HA, unde u0,f este unicul element din HA (din teorema lui 

Riesz) cu proprietatea <(u), f>H = <u,u0,f>H, ()uHA. 

 

 

Teorema 4. 

a) Operatorul G este liniar, continuu şi injectiv; 

b) G-1:G(H)  H extinde A. 

 

Demonstraţie: 

a) Pentru ()fH, GfHA are proprietatea:  

                           <(u), f>H = <u,Gf>
AH  , ()uHA                                      (1) 

G liniar : Fie  1, 2  , f1, f2 H. Atunci G(1 f1 + 2 f2 )HA are proprietatea 

<(u), 1 f1 + 2 f2>H = <u,G( 1 f1 + 2 f2)> 
AH , ()uHA. 

           Cum<(u),1f1+2f2>H= 1 <(u),f1>H+ 2 <(u),f2>H=      

= 1 <u,Gf1> AH + 2 <u,Gf2>
AH =<u,1Gf1> AH +<u,2Gf2> AH =<u,1Gf1+2Gf2>

AH   va rezulta 

că G(1f1+ 2f2) = 1Gf1+  2 Gf2, deci G este liniar. 

G continuu : Fie  fH; atunci ||Gf||
AH = ||u0,f|| AH =||F1|| AH

  

1 ||f||H. 

G injectiv : Fie  fH astfel încât Gf = 
AH . 
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Atunci <(u), f> = 0, ()uHA, adică f   (HA). Cum (HA) este dens în H rezultă că f = 

H, deci G este injectiv. 

b) Fie u 
0 D(A) şi funcţionala F : D(A)R,  

   F (u) = <Au,u>H - <Au 
0 ,u>H - <u,Au 

0 >H = <A(u-u 
0 ), u - u 

0 >H - < Au 
0 , u 

0  >H. 

Evident avem : 

                                                 F
D

~
)(
 

A
min F (u 

0 )  = - <Au 
0 , u 

0 >H 

Pe de altă parte, conform teoremei 3 avem : 

                                                 F~min
AH

F 
D

~
)( A

inf F (u 
0 )  = F~ (u 

0 ). 

Cum unicul punct care realizează minimul lui F  pe HA este G(A u 
0 ) rezultă : 

                                           G(A u 
0 ) = u 

0 , deci A u 
0  = G-1 u 

0  . 

Consideram acum operatorul : G : H H  

 

 

 

Teorema 5 (von Neumann) 

Fie A  un operator autoadjunct definit pe tot H. Daca A 1  există, atunci A 1  este, de 

asemenea, autoadjunct. 

 

Teorema 6 

a) Operatorul (G) este liniar, mărginit şi autoadjunct; 

b)  G : H(G(H)) este inversabil; 

c)  (G) 1 :(G(H)) H este o extensie autoadjunctă a lui A. 

d)  ( G) 1  rămâne pozitiv definit, cu aceeaşi constantă 2 ca A: 

                             )).((,||||,)( 221 HGvvvvG HH      

 

Demonstraţie: 

a) ( G) este liniar pentru că  şi G sunt operatori liniari. Mai mult , ( G)  este mărginit 

pe H.Într-adevar : 

                    .2 ||||1||||1||)(||, HHH fGfGfHf
A 
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Operatorul ( G)  este simetric pe baza propoziţiei 2 de la paragraful 1.5.(Clase de 

operatori în spaţii Hilbert.) 

       .0||||,),(,)(, 2
AA HHHH GfGfGffGfffGHf      

Fiind simetric şi definit pe tot H, operatorul G este autoadjunct. 

b) Rezultă ţinând seama că G este inversabil iar  este injectivă. 

c) (G) 1  este autoadjunct pentru că este inversul operatorului  G care este autoadjunct, 

mărginit şi definit pe tot H.(conform teoremei 5 din acest paragraf.)  

  Vom arăta că (G) 1  extinde pe A: .|)( )(
1 AG AD   Într-adevăr, avem 

D(A)D(G 1 )=G(H), din care rezultă : 

    D(A)= (D(A)) ( D(G 1 ))= (G(H)). 

De aici, ţinând seama  că )()( || ADAD I  , rezultă : 

                                     .|||)( )(
1

)(
11

)(
1 AGGG ADADAD            

Deoarece R[( G) 1  ]=H, rezultă că pentru orice fH, ecuaţia : ( G) 1 u=f are soluţie 

(unică), anume u=(Gf)= (u 0 ). 

Dar , conform teoremei 3 punctul d) , (u 0 ) este soluţia generalizată (în sens Sobolev) a 

ecuaţiei Au=f. 

d)   Într-adevăr, pentru orice v(G(H)) există uG(H)=D(G 1 ) astfel încât 

v=(u).Atunci : 

                 2222211 ||||||)(||||||)(,,)( HHHHH vuuuuGvvG
A

    

În continuare considerăm operatorul A~ = ( G)-1:(G(H))H. 
 
Teorema 7. 
 
        Dacă A este un operator liniar, pozitiv definit de la un subspaţiu dens al unui spaţiu 

hilbert complex cu valori în acelaşi spaţiu, atunci operatorul : 

             A~ = ( G)-1:(G(H))H , unde  este injecţia de scufundare a lui H A  în H iar G 

este operatorul considerat în teorema anterioară, are următoarele proprietăţi : 

a) A~  extinde pe A : A~ | )( AD =A; 

b) A~  rămâne pozitiv definit cu aceeaşi constantă  2  ca A. 

c)   Pentru orice fH, soluţia  clasică a ecuaţiei A~ u = f este soluţia generalizată a ecuaţiei 

Au = f; 
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 d) A~  este surjectiv; 
 
 
 
Demonstraţie: 
 
a)         Cum D(A) G(H) rezultă: D(A) = ( D(A))  (G(H)) = D( A~ ), deci  D(A)  

D( A~ ). 

 Dacă u D(A), din teoremele 2 şi 4 vom avea: 

  A~ u = (G)-1(u) = G-1((u)) = G-1u = Au. 

b) Fie u D( A~ ) = (G(H)) şi f = A~ u.Vom avea < A~ u, u>H = < f, (Gf)>H =            = 

||Gf||
AH

2   2||(Gf)||H2 = 2||u||H2 

 c) Fie fH. Deoarece A~ este surjectiv ecuaţia A~ u = fare soluţie, care este unică deoarece, în 

plus A~  este injectiv şi fie u0 această soluţie. Vom avea: 

                 u0 = (Gf) = (u0, f)= us, din teorema 3, deci soluţia unică a ecuaţiei  A~ u = f este 

soluţie generalizată a ecuaţiei Au = f. 

d) Fie fH. Luând u =( G) f (G(H)) = D( A~ ), rezultă A~ u = ( G)-1 ( G)(f) = f,  deci 

A~  este surjectiv. 

 

2.4.Metoda Ritz pentru calculul soluţiei generalizate în cazul H 1G  separabil 

 

              În cadrul acestui paragraf vom prezenta metoda Ritz pentru calculul soluţiei 

generalizate în cazul H 1G  separabil. 

Presupunem că H 1G este separabil şi fie (n)  H 1G  un sistem ortonormal, total în H 1G = 

HA. Dacă u0 este punctul de minim a lui F~  pe H 1G = HA atunci u0 =


1n
<u0, n> AH n. 

 Ţinând cont de definiţia lui G avem: 

                                        < (u),f>H = <u,u0> AH = <u, Gf>
AH ,()uHA.  

Pentru u = n obţinem : 

                            < (n),f>H = <n, u0> AH şi atunci u0 = 


1n
<f, (n)>H n,  

de unde rezultă că : 
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                                 un = 


n

1k
<f, (K)>H K AH

 u0, pentru n . 

Cum u0HA, unHA, () n  1 şi un
AH

 u0, din teorema 3 rezultă că (un) este şir minimizant 

pentru F~  pe HA = H 1G . 

Cum  :HA H este o injecţie continuă rezultă că : 

                          (un) =


n

1k
<f, (K)>H K AH

  (u0), pentru n , 

 deci ((un)) converge către  (u0) = us, soluţia generalizată a ecuaţiei Au = f. 

Să ne reamintim că şirul (n) poate fi ales chiar din D(A). În acest caz, dacă (n)D(A),un 

=


n

1k
<f,K>H K AH

 u0 şi un
AH

 (u0) atunci (un) este şir minimizant şi pentru F , nu numai 

pentru F~ . 

          În cele ce urmează vom formula o condiţie suficientă pentru a avea separabilitatea lui 

H 1G , deci valabilitatea rezultatelor obţinute în acest paragraf. 

 

Lema 1. 

Dacă  (G 1 n ) n este total în H , atunci (n) este total în H A H 1G . 

 

Demonstraţie: 

Deoarece D(G 1 ) este dens în H 1G , este suficient să demonstrăm că subspaţiul generat de 

(n) este dens în D(G 1 ). 

Fie v un element arbitrar din D(G 1 ). Deoarece G 1 vH şi (G 1 n ) este total în H, pentru 

orice  >0 există numerele  1 ,...., n  astfel încât: 

                            .||)(||||||
1

11

1

1   







Hk

n

k
kHk

n

k
k vGGvG  

Dar:          


   




 

 1||)](||||||||)]([||||||
1

1

1 1

1
H

n

k
kkH

n

k

n

k
kkHkk vGGvGGv

AA
, 

ceea ce demonstrează afirmaţia. 

 

Teorema 1 : 
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Dacă H este separabil, atunci H 1G este  de asemenea separabil. 

 

Demonstraţie : 

    Fie ( n ) un sistem total în H. Există nD(G 1 ) astfel încât G 1 n = n ,  n. Conform 

lemei de mai sus (n) este total în H 1G . 

Propoziţia 1 

Avem : 

                                  
)( 1

min
 GDu

F~ (u)= 
AHu

min F~ (u)= F~ (u 0 )=
)(

inf
ADu

F(u). 

Demonstraţie : 

   Într-adevăr, deoarece : D(A)D(G 1 )H A ,  avem : 

                             
)()( 1

inf)(inf



GDuADu

uF F~ (u)
AHu

 inf  F~ (u)= F~ (u 0 ) 

şi este suficient să se ţină seama că: 

                                              
AHu

min  F~ (u)= 
)(

inf
ADu

F(u). 

 Mai mult, deoarece punctul de minim al lui F~  pe H A  este u 0 =Gf )( 1 GD , obţinem : 

                                     
)( 1

min
 GDu

F~ (u)= 
AHu

min F~ (u)= F~ (u 0 ) 

şi problema de a găsi punctul de minim al lui F~  pe H A  poate fi redusă la aceea de a găsi 

punctul de minim al lui F~  pe D(G 1 ). 

Pe D(G 1 ) funcţionala F~  are forma: 

                    ),( 1 GDu  F~ (u)= HHH uffuuuG   )(,),()(,1  . 

Fie H separabil. Atunci H 1G este, de asemenea, separabil.Fie ( n ) un sistem total în H 1G  şi 

fie E n  subspaţiul finit dimensional generat de  1 ,........., n , presupuse liniar 

independente.Fie u n  punctul de minim al lui F~  pe E n . Pentru existenţa şi unicitatea lui u n  

este suficient să ţinem seama că, F~  este strict convexă, slab inferior semicontinuă şi 

coercivă. Avem : 

                 (D F~ )( u n )
dt
dh  F~ (u+th) 0| t = )(,,)(,Re2 11   GDhuhfuG H  

Punctul  )( 1

1





 GDEau n
i

n

i
in  este un punct de minim pentru F~  pe E n  dacă şi numai 

dacă : 
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                          (D F~ )( u n ) 0 h , nEh , adică : 

                           n
Hn EhhfuG   ,0)(,Re 1   

Dacă schimbăm h cu ih, vom obţine : 

    n
Hn EhhfuG   ,0)(,Im 1  , adica  n

Hn EhhfuG   ,0)(,1   

 

 Dacă în ultima relaţie de mai sus h= j , j=1,.......,n şi înlocuim u n  

( )( 1

1





 GDEau n
i

n

i
in  , obţinem: 

                   ,)(,)(,
1

1
HjHj

n

i
ii fGa 



          j=1,...,n,     1. 

sau : 

                    HjHj

n

i
ii fa

G





)(,,
1

1
 ,             j=1,...,n.       2. 

Deoarece matricea acestui sistem este exact matricea Gramm a elementelor liniar 

independente  i , i=1,....,n, sistemul 2 sau 1 are soluţie unică. 

Fie u n  dat de relaţia i

n

i
in au 




1

, unde a i , i=1,2,...,n este soluţia sistemului 1. 

Deoarece :    )(........ 121  GDEEE n , avem : 

    
1

min
E

F~ = F~ (u 1 )≥
2

min
E

F~ = F~ (u 2 )≥...≥
nE

min F~ = F~ (u n )≥...≥
)( 1

min
GD

F~ = F~ (u 0 ). 

Şirul F~ ( u n ) fiind monoton descrescător şi mărginit inferior, este convergent. Există deci 

n
lim F~ ( u n ). Problema care se pune este dacă : 

                                          
n

lim F~ ( u n )= F~ (u 0 )=
1

min
G

H
F~ , 

cu alte cuvinte, dacă (u n ) este şir minimizant pentru F~ . Raspunsul este unul afirmativ : şirul 

u n = i

n

i
ia

1
 cu a i , i=1,.....,n soluţia sistemului 2. este şir minimizant pentru F~ . Pentru 

demonstraţia acestui fapt vom prezenta în continuare : 
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Metoda Ritz ca metodă de proiecţie. 

 

Fie u 0 1)( 1
 

GHGD  punctul de minim al lui F~  pe H 1G .Vom arăta că dacă u n  este cel 

furnizat de procedeul Ritz, atunci u n =P n u 0 , Nn , unde cu P n  s-a notat operatorul de 

proiecţie al lui H 1G pe E n =Sp[ 1 ,......., n ].  Într-adevăr : 

                           P n u 0 = i

n

i
ia

1
, unde a i , i=1,.....,n soluţia sistemului: 

            HjHjHj

n

i
ii fua

GG





)(,,,
11 0

1
 , j=1,.......,n. 

Acest sistem este exact sistemul 2. obţinut prin procedeul Ritz, ceea ce demonstrează 

aserţiunea. 

 

2.5. Un caz particular (important) de determinare a unei baze în H A  
 
           

           Raţionamentul din paragraful anterior arată că în cazul în care H A =H 1G este separabil 

(lucru care se întâmplă dacă H este separabil), utilizarea procedeului Ritz pentru construirea 

unui şir minimizant pentru F~  este condiţionată de cunoaşterea unui sistem numărabil total 

în H A .Problema determinării unei baze în H A  este o problemă dificilă. Au fost obţinute în 

această direcţie rezultate importante. Aici vom da un caz particular.Rezultatele ce vor fi 

obţinute pe acest caz particular dau o imagine despre complexitatea problemei 

corespunzătoare cazului general. 

Fie D(A)=R n şi fie A:D(A)= R n R n  identificat cu o matrice simetrică şi pozitiv definită, 

având n linii şi n coloane. Fie f  R n . Să considerăm problema de minim pe R n  pentru 

funcţionala pătratică: 

                                                u  R n , F(u)=<Au,u> nR -2<f,u> nR       ( 1) 

Conform teoremei variaţionale fundamentale, a minimiza F pe R n  este echivalent cu găsirea 

soluţiei u 0  a ecuaţiei: 

                                                      Au=f. 

 Să considerăm spaţiul energetic H A  al matricei A, care este R n  normat cu norma || || A  

generată de produsul scalar: 
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                                               u,v  R n , <u,v> A =<Au,v> nR . 

Dacă cunoaştem o bază în H A  formată din vectori ortonormaţi, cu alte cuvinte dacă 

cunoaştem n vectori w 0 ,………,w 1n  cu proprietatea: 

                         








jdacai
jdacai

wAwww ijRjiAji n ,0
,,1

,,  ,  

atunci , conform formulei (1), u 0  este dat de: 

                                  .,
1

0
0 jR

n

j
j wwfu N





                             ( 2) 

Pe de altă parte , u 0  fiind soluţia ecuaţiei Au=f, avem: 

                                     u 0 =A 1 f                                             ( 3) 

Dacă comparăm relaţiile (2) şi (3) , vom obţine: 

                                             




 
1

0

*1
n

j
jj wwA , 

aşadar cunoaşterea unei baze ortonormate în H A  înseamnă şi cunoaşterea lui A 1 . 

Dacă vectorii w 0 ,………,w 1n  nu sunt ortonormaţi ci doar ortogonali în produsul < , > A ( 

sau, cum se mai numesc în acest caz, A-conjugaţi), adică dacă: 

                                   








ji

ji
wAwww nRjiAji ,0

,0
,. ,  

atunci w 0 ,………,w 1n  fiind nenuli, formează o bază în R n , iar u 0  se scrie: 

                                              i

n

i
i wu 






1

0
0     

şi determinarea lui se reduce la determinarea numerelor  i . Dar A u 0 =f, ceea ce este 

echivalent cu: 

                               nn RjRj wfwAu  ,,0 , j=0,1,…….,n-1. 

deci cu: 

                             nn RjRj

n

i
ii wfwAw 





,,
1

0
 , j=0,1,………,n-1. 

Dacă ţinem seama că: <Aw i ,w j >=0 , i≠j obţinem: 

                               
n

n

Rjj

Rj
j wAw

wf





,
,

 , j=0,1,……..,n-1. 

astfel încât: 
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                                .
,

, 1
1

0
0 fAw

wAw
wf

u j

n

j jj

Rj n 








  

De aici rezultă, în particular, că: 

                                           .
)(

1

0
*

*
1 












n

j jj

jj

Aww
ww

A  

Aşadar, cunoaşterea unei baze formate din vectori A-conjugati permite inversarea matricei 

simetrice şi pozitiv definite A după formula de mai sus: 

                                                .
)(

1

0
*

*
1 












n

j jj

jj

Aww
ww

A  

 

2.6. Algoritm pentru determinarea unei baze formate din vectori A-conjugaţi în 

R n  
 

      Algoritmul are următoarea idee.  Să considerăm R n  înzestrat cu produsul scalar < , > şi 

sistemul liniar independent e 1 ,…,e n  reprezentând baza canonică din R n . 

Conform procedeului de otonorormalizare Gramm-Schmitd , sistemului e 1 ,…., e n  i se poate 

asocia un sistem p 1 ,…,p n  ortogonal în raport cu produdul scalar < , >, adică un sistem de 

vectori A-conjugaţi. 

Procedeul de ortonormalizare Gramm-Schmitd a fost folosit în demonstraţia teoremei 1 de 

la paragraful 1.4 (Spaţii Hilbert separabile). Conform procedeului Gramm vectorii sunt 

definiţi astfel: 

 

                   p1 =e 1  

                   p 1k =e 1k - iik

k

i i

ppe
p

 

 ,

||||
1

1
1

2  

Din punct de vedere al calculului efectiv formulele de mai sus prezintă dezavantajul că 

pentru calcularea lui p 1k  este necesară cunoaşterea tuturor vectorilor anteriori p 1 ,……p k . 

Raţionamentul care urmează, bazat pe o idee a lui Altman , are drept scop să elimine acest 

dezavantaj. Deci relaţiile de mai sus pot fi scrise astfel: 
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nnnnnnn ppppe

pppe
ppe

pe








 11,2211

32321313

21212

11

................
......................................






 

 

Pentru a determina vectorii p 1 ,……,p n  este suficient să cunoaştem matricea: 

                                    

























 1..
.................

1
1

1

1,21

3231

21

nnnn 




 

 

Facem următoarele notaţii: 

                    

n

n

Riiiii

ikki

ijRjijiij

pApp
kipe

aeAeee







,||||

,,

,,

2





 

Ţinând seama de aceste notaţii , în formulele de mai sus obţinem: 

                              
ii

ki
ki 


  ,   i<k; 

Dar având în vedere definiţia lui kj , j<k ,şi formulele lui  p 1 , p 1k  avem:            

ii

ki
j

i
jikjki

j

i
jikj

j

i
kijikj

ikij

j

i i
jkiij

j

i i
jkjkkj pepe

p
eeppe

p
eepe



































1

1

1

1

1

1

1

1
2

1

1
2 ,,

||||
1,,

||||
1,,

Pen

tru kk  avem: 















1

1

21

1

1

1
2 ,,

||||
1,,

k

i ii

ki
kkki

k

i
kikkikik

k

i i
kkkkkk pepe

p
eepp




  

Elementele matricei   de mai sus pot fi determinate pe baza următoarelor relaţii de 

recurenţă: 
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;,

,

,

1

1

2

1

1

kj

kj

jj

kj
kj

k

i ii

ki
kkkk

ii

ki
j

i
jikjkj































   

unde .kjkj a  

                Chiar dacă au fost obţinute separat, formulele pentru kj , j<k şi kk  pot fi redate 

printr-o singură formulă pe baza relaţiilor scrise anterior (primele două relaţii din cele trei 

de mai sus): 

                             
ii

ki
j

i
jikjkj 


 





1

1

,   j≤k,  .kjkj a   

                 Prezentăm în continuare algoritmul care ne permite să calculăm elementele 

matricei   , pe baza raţionamentului descris mai sus: 

 

Pas 1. Iniţializăm k şi n. 

Pas 2. Dacă kn , se execută pasul 8 (STOP) , altfel executăm pasul 3. 

Pas 3. kk+1, 1,,,
11

1
111  jeAe k

kkkkj 


   

Pas 4. Dacă jk , se trece la pasul 2, altfel trecem la pasul 5. 

Pas 5. j j+1 , .0,,  ieAe jkkjkj   

Pas 6. Dacă i j-1 , 
jj

kj
kj 


  , trecem la pasul 4 , altfel la pasul 7. 

Pas 7. i i+1 , kijikjkj   , trecem la pasul 6. 

Pas 8. STOP. 

 

           Algoritmul prezentat poate fi modificat , astfel încât odată cu aflarea elementelor 

matricei  , să avem posibilitatea să determinăm şi vectorii A-conjugaţi p 1 ,…,p n . 

 

Pas 1. Se iniţializează k şi n. 

Pas 2. Dacă kn, executăm pasul 10, altfel trecem la pasul 3. 
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Pas 3. kk+1, .1,,,
11

1
1111  jeAe k

kkkk 


   

Pas 4. Daca jk , kk ep   , i0, trecem la pasul 8, altfel la pasul 5. 

Pas 5. j j+1, .0,,  ieAe jkkjkj   

Pas 6. Dacă i j-1, 
jj

kj
kj 


  , executăm pasul 4, altfel trecem la pasul 7. 

Pas 7. i i+1, kijikjkj  , , trecem la pasul 6. 

Pas 8. Dacă ik-1, trecem la pasul 2, altfel trecem la pasul 9. 

Pas 9. i i+1, ikikk ppp  , trecem la pasul 8. 

Pas 10. STOP. 

 

2.7. Exemple de utilizare a metodei variaţionale în studiul unor probleme la 

limită pentru operatori diferenţiali. 

 

      După cum se va vedea în demonstrarea faptului că operatorii diferenţiali pe care îi vom 

considera satisfac, pe mulţimea funcţiilor admisibile problemelor la limită, ipotezele 

teoremei variaţionale întărite, un rol important îl joacă anumite inegalităţi diferenţiale. 

Ipoteza esenţială în teorema variaţională întărită este cea de pozitiv definire a operatorului. 

 

Inegalităţi diferenţiale remarcabile: 

 

Teorema 1:(Inegalitatea lui Poincare): 

Fie  un domeniu mărginit cu frontiera  continuă.Pentru orice uH m () avem: 

                                )||(||||
2

|| ||

22   
   


mi mi

ii
H udxDdxuDconstu m  

Fie  un domeniu mărginit cu frontiera continuă. Pentru orice uH m () este adevărată 

inegalitatea: 

                                       )||(||||
||

222 
 


mi

i
H dxuDdxuconstu m  

Interesul pentru această inegalitate constă în faptul că se poate arăta că H m () este spaţiu 

hilbert în norma dată de expresia ce se găseşte în dreapta inegalităţii. 
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Teorema 2( A doua inegalitate a lui Friedrichs): 

Fie  un domeniu marginit cu frontiera lipschitziană. Fie   astfel încât ( )≠0. Pentru 

orice uH 1 () avem: 

                                               )(||||
2

1

22
1

dx
x
udSuconstu

n

i i
H 

  


  

 

Spaţiile cât H m /P. 

 

  Vom nota cu P 1m  mulţimea polinoamelor reale de grad mai mic sau egal cu m-1. Fie P  

P 1m  o submulţime liniară a lui P 1m .Vom nota cu H m /P spaţiul cât al claselor 


u  de funcţii 

din H m  definite astfel: u,v


u  u-vP. Pe H m /P norma se defineşte, după cum se ştie, 

astfel: 

                                                            ||


u || PH m / =


uu
inf ||u|| m . 

Spaţiile H m /P sunt, evident, spaţii Banach. 

În cazul P= P 1m  se pot enunţa următoarele rezultate: 

 

Teorema 3. 

Fie  un domeniu mărginit cu frontiera continuă. Atunci: 

a) Pentru orice u


u  avem: 

                                             
 






mi

i
PH dxuDconstu

m
m

||

2
1

2
/ )||(||||

1
 

b) H m / P 1m  este spaţiu Hilbert cu norma generată de produsul scalar: 

                                               
 






mi

ii
PH

vdxuDDvu
m

m

||
/ 1

, . 

 

În continuare vom prezenta câteva exemple: 

 

Exemplul 1 : 

1. Se caută funcţia uC 2 [0,1] care satisface: 
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                                         f
dx

ud
 2

2

, x(0,1) 

şi condiţiile la frontieră u(0)=u(1)=0, f fiind o funcţie reală aparţinând lui L 2 (0,1). 

Fie )2( (0,1)={uC )2( [0,1] | u(0)=u(1)=0}. 

       Ipotezele teoremei variaţionale întărite sunt satisfacute în următorul cadru funcţional: 

                                   H= L 2 (0,1), real, D(A)= )2( (0,1) 

       A= :2

2

dx
d

 )2( (0,1)  L 2 (0,1)  L 2 (0,1) 

      Vor trebui arătate următoarele: )2( (0,1) este un subspaţiu dens al lui L 2 (0,1), 

A= :2

2

dx
d

 )2( (0,1)  L 2 (0,1) este un operator liniar, simetric şi pozitiv definit pe 

)2( (0,1). Densitatea lui )2( (0,1) în L 2 (0,1) rezultă din faptul că )2( (0,1)C 
0 (0,1) iar 

C 
0 (0,1) este densa în L 2 (0,1). 

Simetria operatorului   A= 2

2

dx
d

  rezultă astfel: pentru orice u,v  )2( (0,1), avem: 

           dx
dx
dv

dx
duv

dx
du

dx
dvdx

dx
udv

dx
udvAu LL ])([)(,,

1

0

1

0
2

2

)1,0(2

2

)1,0( 22
 

= 
1

0

0
1| dx

dx
dv

dx
duv

dx
du , de unde ţinând seama că v )2( (0,1), deci v(0)=v(1)=0, rezultă: 

 u,v )2( (0,1) : 

                      ).1,0(

1

0
)1,0( 22

,, LL vAudx
dx
dv

dx
duvAu      

Să arătăm că A= 2

2

dx
d

 este pozitiv definit pe )2( (0,1). Făcând în relaţia de mai sus v=u, 

obţinem: 

 u )2( (0,1), <Au,u> )1,0(2L = dxu
1

0

2'   (*) de unde rezultă că A= 2

2

dx
d

  este strict pozitiv pe 

)2( (0,1). Într-adevăr este evident că <Au,u> )1,0(2L ≥0 şi că din presupunerea <Au,u> )1,0(2L =0 

rezultă u=const=0( deoarece u(0)=u(1)=0). 

Vom arăta, mai mult, că A este pozitiv definit pe )2( (0,1).Într-adevăr, avem: 

                                    
1

0

)1,0(
22

2
2||||2)(' Ludxxu ,  u )2( (0,1).    (*) 
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Din ultima egalitate şi ultima inegalitate rezultă: 

                               u )2( (0,1) <Au,u> )1,0(2L )1,0(
2

2||||2 Lu  

 

Ipotezele teoremei variaţionale întărite fiind satisfăcute, avem următoarea teoremă: 

 

 

Teorema 4: 

Dacă ecuaţia  f
dx

ud
 2

2

, x(0,1) posedă o soluţie în )2( (0,1), atunci această soluţie este 

unică şi realizează pe )2( (0,1) minimul următoarei funcţionale: 

                             u )2( (0,1) ,    F(u)=  
1

0

2 ))(2)('( dxxfuxu   

Reciproc,  dacă există u 0 
)2( (0,1) care minimizează funcţionala de mai sus, atunci u 0  este 

soluţie a ecuaţiei  f
dx

ud
 2

2

, x(0,1). 

Funcţionala  F(u)=  
1

0

2 ))(2)('( dxxfuxu  este mărginită inferior şi strict convexă. Orice şir 

minimizant al funcţionalei converge în L 2 (0,1) (existenţa soluţiei generalizate în sens 

Sobolev pentru problema  f
dx

ud
 2

2

, x(0,1), u(0)=u(1)=0. 

Toate şirurile minimizante ale funcţionalei F(u)=  
1

0

2 ))(2)('( dxxfuxu , au aceeaşi limită în 

L 2 (0,1) (unicitatea soluţiei în sens Sobolev). 

       În scopul de a aplica metoda Ritz pentru construirea unui şir minimizant pentru 

funcţionala F vom caracteriza, mai întâi, spaţiul H A (spaţiul energetic al operatorului A), 

completatul lui )2( (0,1) în norma generată de produsul scalar: 

       u,v )2( (0,1) , <u,v>
AH = ).1,0(

1

0
)1,0( 22

',')(')(', LL vudxxvxuvAu         

Norma pe care acest produs scalar o generează pe )2( (0,1)  este: 

                                 u )2( (0,1), ||u||  
1

0

)1,0(
222

2||'||)(' LH udxxuA    
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Deoarece H= L 2 (0,1) este separabil, rezultă că H A  este de asemenea separabil.  Mai mult, 

H A  se identifică cu un subspaţiu închis al lui H 1 ,deoarece norma || ||
AH  definită de relaţia de 

mai sus (u )2( (0,1), ||u||  
1

0

)1,0(
222

2||'||)(' LH udxxuA ) este echivalentă pe )2( (0,1) cu norma 

||u|| 1H
. Într-adevăr, avem  u )2( (0,1): 

                                      ||u||   
1

0

1

0

2222 ||||)(')(1
AHH udxxudxxu     

Pe de altă parte, ţinând seama de relaţia:  
1

0

2
)1,0(

2
2

||||2)(' Ludxxu , u )2( (0,1), rezultă:       

AHH uu 22 ||||
2
3|||| 1  , astfel că, în definitiv, 

                                u )2( (0,1),  AA HHH uuu 222 ||||
2
3|||||||| 1  . 

 

Propoziţia 1: 

Sistemul Nn
n

xn

An

n
n  ,sin2

|||| 





   este ortonormal şi total în H A . 

Dispunând de un sistem ortonormal şi total în H A , putem aplica procedeul Ritz de 

construire a unui şir minimizant pentru F~  pe H A . Am văzut că un asemenea şir este definit 

de: 

                                                         
kH

n

k
kn fu  



)(,
1

   

şi că:     nuuuu HAH
nn ),()(, 0

||||
0

||||  , unde  este injecţia liniară şi continuă de 

scufundare a lui H A  în H , u 0  este punctul de minim al funcţionalei extinse F~ ( de la D(A) la 

H A ), iar (u 0 ) este soluţia generalizată în sens Sobolev a problemei la limită  f
dx

ud
 2

2

, 

x(0,1), u(0)=u(1)=0. 

Deoarece   D(A) n  si | )( AD =I| )( AD , rezultă: 

u n D(A) , nH

n

k
kn uuufu HAH

k




|||
00

||||

1

)()(,     , în acest caz u n  fiind un şir 

minimizant chiar pentru F pe D(A). 
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Rămâne aşadar să calculăm : 

                                  
1

0
)1,0( .)(sin21,

2
dxxxfk

k
fa Lkk 


   

Se ştie însă că sistemul ( xksin2 ) este ortonormal şi total în L 2 (0,1). 

Cum f  L 2 (0,1), rezultă că: 

                                                dxxxfkf k )(sin2
1

0

  

reprezintă coeficienţii Fourier ai lui f în raport cu sistemul ortonormal şi total în L 2 (0,1),  

( xksin2 ). În consecinţă: 

                          xk
k
f

u
n

k

k
n 


sin2

1
22 



 ,      xk
k
f

u
k

k 


sin2
1

220 




  

Pentru valoarea de minim a lui F~  pe H A ( care coincide cu marginea inferioara a lui F pe 

D(A)) avem: 

                         
AHu

min F~ (u)= .1||||)(inf
1

2

2

1
2

22
0)( 











k

k

k
kH

ADu k
f

auuF A 
 

 

Exemplul 2: 

Se caută funcţia u  C )2( m [0,1] care satisface: 

                                 Au= )1,0(])([)1( 2
0

Lf
dx

udxp
dx
d

k

k

k

m

k
k

k
k 



         1. 

cu condiţiile la capete      u(0)= u’(0)=…….. =u )1( m (0)=0 ,              2. 

                                         u(1)=u’(1)=……….=u )1( m (1)=0. 

Asupra coeficienţilor p k , k=0,…..,m facem următoarele ipoteze: 

    a) p k (x)≥0  x[0,1]; există k 0  astfel încât p
0k (x) ≥p 0  >0  x[0,1]  

    b) p k C k [0,1], k=0,1,…..,m. 

 

Teorema 5: 

Ipotezele teoremei variaţionale întărite sunt satisfăcute în următorul cadru funcţional: 

H= L 2 (0,1). 

D(A)={uC )2( m [0,1], u(0)=u’(0)=…=u )1( m (0)=0,  u(1)=u’(1)=…=u )1( m (1)=0} 
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Au= )1,0()(:])([)1( 2
0

LAD
dx

udxp
dx
d

k

k

k

m

k
k

k
k 



. 

 

Demonstraţie: 

Pentru simetria operatorului A pe D(A) este suficient să observăm că, integrând prin părţi şi 

ţinând seama de condiţiile la limită de mai sus pe care le satisfac funcţiile din D(A) , 

obţinem ,  u,vD(A) : 

                  <Au,v> )1,0(
0

1

0
)1,0( 2(2

,)( Lk

k

k

km

k
kL uAvdx

dx
vd

dx
udxp 



  

Pentru pozitiv definirea operatorului A pe D(A) este suficient să observăm că, făcând  în 

relaţia de mai sus v=u, obţinem: 

               )1,0(
2

0
2

1

0
0

2

0

1

0
)1,0( 2

0

0

0

2
||||)()()(, L

k
k

k

k

km

k
kL up

dx
udpdx

dx
udxpuAu  



 

Consecinţă a satisfacerii ipotezelor teoremei variaţionale întărite avem o teoremă 

variaţională pentru problema 1., 2., funcţionala ataşată fiind: 

 

     dxxuxf
dx

udxpuFADu k

km

k
k )]()(2)()([)(),( 2

1

0 0
  



 

Un caz particular ar problemei de mai sus este problema următoare: 

                               )(])([ 2

2

2

2

xqKw
dx

wdxEI
dx
dAw   , x(0,l) , 

                                      w(0)=w(l)=0, w’(0)=w’(l)=0 

Această problemă apare în studiul încovoierii barelor cu capetele încastrate , iar mărimile 

care intervin au următoarea semnificaţie mecanică: 

       w- incovoierea corespunzătoare secţiunii de abscisă x; 

      I(x)-momentul de inerţie al secţiunii de abscisă x , constant dacă bara este de secţiune 

constantă ; deoarece se admite că nici o secţiune a barei nu se reduce la un punct, avem 

I(x)>0 ,    x[0,1]; 

       E-modulul de elasticitate a lui Young; 

       K-coeficientul de reacţiune al suportului elastic; 

       q(x)-intensitatea încărcării normale; 
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Ţinând seama de rezultatele obţinute pentru cazul general , găsirea funcţiei uC )4( [0,l] care 

satisface problema de mai sus (cazul particular) este echivalentă cu găsirea punctului de 

minim al funcţionalei : 

                                        dxxqKwwxEIuF
l

)](2')([)( 22

0

   

pe mulţimea de funcţii D(A)={wC )4( [0,l], w(0)=w(l)=0, w’(0)=w’(l)=0}  

 

Exemplul 3: 

 

Problema Dirichlet omogena  

Fie   Rn, deschis, mărginit cu frontiera  de clasă C1. Se caută uC2( ) astfel încât : 

          ( )P







 0uI
Ω        înf,Δu

Ω

, unde f L2() este o funcţie dată. 

 Considerăm cazul real,  = R. Ipotezele teoremei variaţionale întărite  sunt 

satisfăcute în următorul cadrul funcţional: 

                                              H = L2() 

                                              D(A) = {uC2( ): uI = 0} 

                                              A = -  : D(A)  H 

Într-adevăr, L2() este spaţiu Hilbert, <u,v>H =<u,v>
2L

= 


u(x)v(x)dx. 

 Cum Cc
()  L2(), dens în ||.||

)Ω(L2  şi Cc
()  D(A)  L2() rezultă că D(A) este 

dens în H în ||.||H. 

Din exemplul 1(capitolul 1 paragraful 1.5) avem că A este simetric şi pozitiv definit. Cum 

evident A este liniar rezultă că sunt satisfăcute ipotezele teoremei variaţionale întărite în 

acest cadru funcţional. 

              Conform teoremei variaţionale fundamentale  rezultă că, dacă problema (P) are o 

soluţie atunci ea este unică şi minimizează pe D(A) următoarea funcţională F:D(A) R,        

 F (u) = <Au,u>H – 2re <u,f> = < -u,u>
)(L2 
- 2<u, f>

)(L2 
 = dx 2fu

x
u

Ω

n

1i

2

i
  

























. 

Reciproc, dacă există u0 D(A) care  minimizează funcţionala F  atunci u0 este soluţie a 

problemei  (P ) şi după prima parte a teoremei este unica soluţie. 
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Funcţionala F  este mărginită inferior şi uniform convexă pe D(A). 

 Orice şir minimizant al funcţionalei F  are limită în L2() (existenţa soluţiei 

generalizate pentru problema (P)) .Toate şirurile minimizante ale funcţionalei F  au aceeaşi 

limită în L2() (unicitatea soluţiei generalizate). 

 

Capitolul 3. Metoda variaţională în studiul operatorilor neliniari cu diferenţială 

simetrică şi pozitiv definită. 

 

3.1. Teorema variaţională a lui Langenbach 

 

Fie H un spaţiu Hilbert real, D(P)  H un subspaţiu dens, fH, P: D(P) H un operator, în 

general neliniar, dar derivabil în sens Gateaux pe D(P) (deci cu variaţie de ordinul întâi pe 

D(P)). 

 Dacă u,h  D(P)  atunci: 

DP(u)(h) = 
0t

lim
t

P(u)th)P(u  H, este derivata în sens Gateaux (sau variaţia de ordinul 

întâi)  în u după direcţia h.  

 

Teorema 1. 

    Fie P:D(P)H, D(P)  H, subspaţiu dens, fH, P derivabil în sens Gateaux  pe  D(P) 

astfel încât : 

                          (H1) ()u D(P), operatorul (DP)(u):H H este liniar; 

                          (H2) ()u0,u1,u2,h1,h2  D(P), aplicaţia: 

[0,1] x [0,1] (t1,t2)  <(DP)(u0 +t1u1 + t2u2)(h1),h2> R, este continuă; 

                           (H3) <(DP)(u)(h1),h2> = <(DP)(u)(h2), h1>, ()u,h1,h2  D(P); 

                           (H4) <(DP)(u)(h),h> > 0, ()u,h  D(P), h  H. 
 
Atunci : 

                               1) Ecuaţia Pu =f are cel mult o soluţie; 

                               2) u0D(P) este soluţie a ecuaţiei Pu=f dacă şi numai dacă u0 

minimizează pe  D(P) funcţionala F: D(P) R ,F(u) =  
1 

0 
P(tu),u>dt - <f, u>. 
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Demonstraţie: 
 
1)  Presupunem prin reducere la absurd că există u1,u2D(P),u1  u2 astfel încât Pu1 = Pu2 = 

f. 

Considerăm funcţia :[0,1]  R , (t) = <P(tu1+(1-t)u2),u1 - u2> = 

= <P(u2+t(u1 – u2)), u1 – u2>.  

Pentru   0 avem: 

    


 (t))(t  = <


 ))ut(uP(u))u(u)ut(uP(u 21221212 , u1 – u2 >, de unde, prin 

trecere la limită cu  0 rezultă că  este derivabilă pe [0,1] şi  

             ’(t) = <DP(u2+t(u1 – u2)) ( u1 – u2), u1 – u2>  > 0,                         (1) 

din  ipoteza (H4) , contradicţie. 

2)“”. Presupunem că Pu0 = f şi arătăm că F(u0)F (u), ()u  D(P). Considerăm 

funcţionala : D(P) R, (u) =  
1 

0 
P(tu),u>dt, numită şi potenţialul normalizat al lui P. 

Dacă u,h D(P), atunci : 

                   (u+h)-(u) =  
1 

0 
P(tu+th), u+h> dt-  

1 

0 
P(tu), u>dt = 

                         =  
1 

0 
P(tu+th)-P(tu),u>dt  +  

1 

0 
P(tu+th),h>dt. 

Fie  A =  
1 

0 
P(tu+th)- P(tu),u>dt  şi  : [0,1]R, (s) = <P(tu+sh),u>.Atunci   este 

derivabilă pe  [0,1] şi   ’(s) = 
0λ

lim
 λ

(s)λ)(s    = =
0λ

lim
 λ

sh)P(tuλh)shP(tu 
 ,u > 

= <(DP) (tu+sh)(h), u> 

Folosind ipoteza (H3) obţinem: 

  ’(s) = <(DP) (tu+sh)(u), h> = <
0λ

lim
 λ

sh)P(tuλu)shP(tu 
 ,h> = 

= 
0λ

lim
 λ

hsh),P(tuhλu),shP(tu   = 
dt
d <P(tu+sh),h>. 

Folosind şi ipoteza (H2) vom avea: 

     A =  
1 

0 
P(tu+sh)-P(tu),u>dt = 

1 

0 
[(t) -(0)]dt =  

1 

0 

t 

0 
[ ’(s)ds] dt =  

                =   
1 

0 

t 

0 
[

dt
d <P(tu+sh),h>ds] dt =  

1 

0 

1 

s 
[

dt
d <P(tu+sh),h>dt] ds = 
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                = 
1 

0 
[ <P(u+sh),h> -<P(su+sh),h>] ds. 

În final avem: 

                     (u+h) - (u) =  
1 

0 
P(u+th), h>dt                                           (2) 

şi atunci F (u) –  F (u0 ) = (u) – <f, u> – (u0) +<f, u0> =  (u0+u - u0) – (u0) –  

– <f, u-u0> =  
1 

0 
P(u0+t(u-u0)),u-u0>dt –  <f, u-u0> =  

1 

0 
P(u0+t(u-u0)),u-u0>dt – 

– <Pu0, u-u0> =  
1  

0 
P(u0+t(u-u0)) – P(u0), t(u-u0)> dt

t
1   şi folosind (1) vom avea : 

      F (u) - F (u0 ) =   
1 

0 

1 

0 
[ (DP)(u0 + st(u – u0))(u-u0), u – u0>tds] dt          (3) 

Folosind ipoteza (H4) rezultă : 

F (u) - F (u0 ) > 0, ()u  D(P), u  u0, deci u0 este unicul punct de minim a lui F pe D(P). 

 “” Fie u0 D(P) astfel încât F (u0)  F (u), ()u  D(P). Fie h  D(P) şi                

: RR, (t) = F (u0 + th). 

     Atunci  (t)  (0), ()t  R, deci t = 0 este punct de minim pentru . Vom arăta că  

este derivabilă în t = 0 şi din teorema lui Fermat va rezulta ’(0) = 0. 

 Într-adevăr, folosind (2) vom avea: 

                         ’(0) = 
0s

lim


 
s

(0)(s)    = 
0s

lim


 
s
1 [ F (u0 + sh) - F (u0)] =  

         = 
0s

lim


 
s
1 [(u0 + sh) - (u0) – <f,sh>] =

0s
lim


 
s
1 [  

1 

0 
P(u0 + tsh), sh>dt  - <f,sh>] =  <Pu0 

– f,h>, deci  

                               <Pu0 – f, h> = 0, () h  H, de unde Pu0 = f.     

                  

               

3.2. Teorema variaţională întărită a lui Langenbach 

 

Teorema 1 

    Dacă în teorema variaţionala a lui Langenbach ipoteza (H4) este înlocuită cu ipoteza 

(evident mai tare): 

 (H4’) există 2 > 0 astfel încât: 
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<(DP)(u)(h),h> 2||h||2 ,() u,h D(P), atunci în plus faţă de concluziile teoremei 

variaţionale a lui Langenbach avem: 

                     1) F  este mărginită inferior pe D(P); 

                     2) F  este uniform convexă pe D(P); mai precis avem: 

            (1-) F (u1) + F (u2) - F ((1-)u1 + u2)   (1-) 
2

2 ||u1 –u2 ||2  

                      ()u1,u2 D(P),   [0,1]; 

                      3)Orice şir minimizant pentru F   pe D(P) are limită în H; 

                      4) Toate şirurile minimizante ale lui F  au aceeaşi limită în H. 

 

Demonstraţie: 

1) Pentru () u D(P) avem: 
    F (u) =  

1 

0 
P(tu), u>dt - <f, u> =  

1 

0 
P(tu) - PH ,u>dt + < PH ,u> - <f, u> = 

 = 
1 

0 t
1 < P(tu) - PH ,tu>dt - < f - PH,u> = 

1 

0 t
1  [  

1 

0 
 (DP)(stu)(tu),tu> ds] dt – 

         – <f –PH,u> = 
1 

0 
t  [  

1 

0 
 (DP)(stu)(u),u> ds] dt – <f – PH,u>   

         
1 

0 
t  2 ||u||2 dt –||f – PH|| ||u|| = 

2

2  ||u||2 – ||f –  PH|| ||u|| = 

= 
2
1 (  ||u|| –


1  ||f – PH||)2 – 2 2

1


 ||f – PH||2   – 2 2
1


||f –PH||2, deci  F   este mărginită 

inferior pe D(P). 

 

2)  Din  relatia (1) din teorema anterioara, pentru () u1, u2 D(P) avem: 

<Pu1– Pu2, u1 – u2> =  
1 

0 
 (DP)(tu1 +(1-t)u2) (u1 – u2), u1 – u2> dt   2 ||u1 – u2||2.             

Pe de altă parte pentru orice u1, u2 D(P), u1  u2 şi orice  (0,1) avem :  

            
21 u,u,   F  = (1–) F (u1) +  F (u2) – F ((1–)u1 + u2) =  

= (1–) ((u1) – <f, u1>)+ ((u2)– <f, u2>)– ((1-)u1 + u2) + <f, (1–)u1 + u2>  

= (1–)(u1) +  (u2) – ((1–) u1 + u2 )=  [(u2) – (u1)]–[(u1 + (u2 – u1)) –(u1)]. 

 Folosind  formula (2)  din teorema anterioara obţinem: 


21 u,u, F  =   

1 

0 
P(u1+t(u2 – u1)),u2 – u1 >dt -  

1 

0 
P(u1+t  (u2 – u1 )), (u2 – u1)>dt    

     =   
1 

0 
P(u1+t(u2 – u1)) - P(u1+t  (u2 – u1)), u2 – u1> dt  = 
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  =  



1 

1 

0 t
1 < P(u1+t(u2 –  u1)) - P(u1+t  (u2 – u1)), t(1-)(u2 – u1)> dt   

                 



1 

1 

0 t
1  2 t2(1-)2 ||u2 - u1||2dt = (1-)

2

2 ||u2 – u1||2 . 

 Cum pentru  {0,1} sau u1 = u2, inegalitatea cerută este evidentă, demonstraţia este 

încheiată. 

În particular, cum F  este uniform convexă rezultă că este convexă. 

3) Pentru u1, u2 D(P),  (0,1), din 2) avem: 

    (1-) F (u1) +  F (u2) - F ((1-)u1 + u2)   (1-)
2

2 ||u2 – u1||2                    (4)                          

Fie (un)  D(P) un şir minimizant pentru F : F (un)  d = 
)(

inf
PD
F  

Înlocuind în (4) pe u1 cu un şi pe u2 cu um vom avea : 

              (1-)
2

2 ||um – un||2  (1-) F (un) +  F (um) - F ((1-)un + um)  

            (1-) F (un) +  F (um) – d = (1-) [F (un) – d] +   [F (um) – d]. 

Trecând la limită cu m,n  şi ţinând cont că F (un)d, pentru n , obţinem ||um - un|| 

d, pentru m,n , deci (un) este şir Cauchy în H şi atunci el este convergent. 

4) Fie (un), (vn)  D(P) două şiruri  minimizante pentru F pe D(P). Folosind (4) vom avea: 

                    (1-)
2

2 ||un – vn||2   (1-)[ F (vn) – d]+ [ F (un) – d] 

      Cum F (un)d, F (vn)  d, pentru n , obţinem ||un – vn||0, pentru n  şi cum 

(un) şi  (vn) sunt convergente în H rezultă că au aceeaşi limită în H. 

 

3.3. Legătura dintre soluţia generalizată şi soluţia clasică a ecuaţiei Pu=f 

 

Definiţia 1 

      Se numeşte soluţie în sens Sobolev (sau generalizat) a ecuaţiei Pu = f limita în H a 

oricărui şir minimizant al funcţionalei F . 

În legătură cu teoremele anterioare (teorema variaţională a lui Langenbach şi variaţională 

întărită) facem următoarea observaţie: 

 

Observaţie: 
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              În timp ce teorema variaţională a lui Langenbach furniza unicitatea soluţiei clasice 

pentru problema Pu=f, teorema variaţională întărită a lui Langenbach furnizează, în plus, 

existenţa şi unicitatea soluţiei generalizate pentru aceeaşi problemă. 

Legătura dintre soluţia generalizată şi soluţia clasică a ecuaţiei Pu=f este dată de următoarea 

teoremă: 

 

Teorema 1: 

 

1) Soluţia în sens clasic este soluţie în sens generalizat; 

2) Dacă soluţia generalizată usD(P) atunci ea este soluţie clasică 

 

 

Demonstraţie: 

 1)  Fie u0 soluţie clasică a ecuaţiei Pu = f, deci u0  D(P) şi Pu0 = f. 

 Din teorema variaţională a lui Langenbach avem că F (u0) =  
)(

min
PD
F = 

)(
inf

PD
F . 

 Fie un  D(P), un = u0, ()n 1.  Atunci (un) este şir minimizant pentru F  şi cum un  u0, 

pentru n  rezultă că  u0 este soluţie în sens generalizat. 

2) Fie us  D(P) soluţie generalizată pentru F ; atunci există un şir (un)  D(P )  astfel încât  

F (un)  d = 
)(

inf
PD
F  şi un us, pentru n   . 

Dacă u,v D(P), folosind relatia (2) din capitolul 3 vom avea: 

    F (u) - F (v) = (u) - <f,u> -(v) + < f, v> = (v+u-v) -(v) - <f,u –v> =  

                          =  
1 

0 
P(v+t(u-v)), u – v> dt - <f, u – v> =  

                           =  
1 

0 
P(v+t(u-v)) - P(v), u – v> dt – <f – Pv, u – v> = 

 = 
1 

0 
[  

1 

0 
 (DP)(v+st(u – v)) (u – v), u – v > tds] dt – <f – Pv, u – v>   

                                 
2

2 ||u– v||2 – ||f – Pv|| ||u – v||.  

Pentru u = un  şi v = us obţinem: 

F (un) - F (us)   
2

2 ||un– us||2 – ||f – Pus|| ||un - us||. 

Trecând la limită cu n   obţinem: 
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d - F (us)  0, adică d  F (us) şi cum F (us)  d  va rezulta F (us) = d. 

Rezultă că us este punct de minim pentru F  pe D(P) şi conform teoremei variationale a lui 

Langenbach rezultă că us este soluţie clasică.   

 

Remarcă: 

           Dacă P este liniar atunci teorema variaţională a lui Langenbach, variaţională 

fundamentală şi teorema anterioară se reduc la teoremele corespunzătoare de la capitolul 2 

cazul operatorilor liniari şi pozitivi definiţi.        

 

 

 

                                                                              

3.4. Soluţii slabe 

 

Considerăm X spaţiu Banach refelxiv, real, separabil şi X * dualul său. 

 

Definiţia 1: 

              Spunem că operatorul T:D(T)XX *  este demicontinuu dacă transformă şirurile 

convergente în normă în şiruri slab convergente:         .),()(
||||

TuTuuuTDu
slab

nnn   

b) Fie DX un domeniu mărginit de frontieră S. Spunem că operatorul T:D  X *  satisface 

condiţia anterioară relativ la S dacă: 

                 ,,)( 0uuSu
slab

nn   din 0

||||

0 0,lim uuuuTu nnnn
  

c) Fie Niiv )(  , un sistem numărabil , complet în X, adică astfel încât: 

                                         XFnn




1
, 

unde F n =Sp[v 1 ,…..v n ]. 

Se numeşte aproximantă Galerkin de ordinul n a soluţiei ecuaţiei Tu=0 elementul u n   F n  

care satisface: 

                                           ,0,  in vTu  i=1,……,n. 

Existenţa soluţiilor slabe şi convergenţa aproximantelor Galerkin sunt consecinţe ale 

următoarelor două teoreme generale: 
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Teorema 1: 

 

Fie DX un domeniu mărginit, de frontieră S şi fie T:DX *  un operator mărginit, 

demicontinuu şi satisfăcând condiţia a) relativ la S. Mai presupunem că 0D şi că: 

<Tu,u>≥0 ,   uS. 

Atunci ecuaţia Tu=0 are cel puţin o soluţie în 


D . 

Teorema 2: 

Fie DX un domeniu mărginit, de frontieră S şi fie T: 


D X *  un operator mărginit , 

demicontinuu şi satisfăcând condiţia a) relativ la D. Presupunem că în domeniul D câmpul 

Tu are un singur punct critic (  u 0 D, unic, astfel încât T u 0 =0) de index nul. 

Atunci: 

1)  Aproximantele Galerkin ale soluţiei ecuaţiei Tu=0 există pentru orice n care depăşeşte 

un anume n 0 . 

2) Când n , şirul aproximantelor Galerkin converge (în normă) la soluţia ecuaţiei Tu=0. 

 

3.5. Proprietăţi de regularitate pentru soluţia generalizată 
 

           În acest paragraf vom stabili unele proprietaţi de regularitate pentru soluţia 

generalizată folosind metoda spaţiilor energetice. 

Presupunem că toate ipotezele teoremei variaţionale întărite a lui Langenbach sunt 

îndeplinite şi în plus avem: 

              (H5) Există u D(P) şi o constantă  2 > 0 astfel încât: 

                     < (DP)(u)(h),h>   2 <(DP)( u )(h),h>, ()u,h  D(P). 

Să observăm că, din (H4’) avem: 

 2<(DP)( u )(h),h> γ 2 2 ||h||2, ()h D(P).Introducem pe D(P) un nou produs     scalar :  

        <u,v>0 = <(DP)( u)(u),v>H, ()u,vD(P), cu norma asociată: 

   IIuII02 = <(DP)(u)(u),u>H   2 IIuII2H, () u D(P). 

   Fie H0 spaţiul energetic al operatorului (DP) (u)( deci al lui P),H0 = 0(P)


D . 

    Dacă uH0, există un şir (un)  D(P) astfel încât un 
0

u, sau echivalent : 
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                                       <(DP)( u )(un – u), un – u>   0. 

 

Observaţia 1  

Spaţiul energetic H0 nu depinde de u şi constanta , ci numai de operatorul P. 

Într-adevăr, fie u1, u2   D(P), 2
1  > 0, 2

2  > 0 astfel încât : 

                <(DP)( ui)(h),h>   2
i <(DP)( ui)(h),h>, () u,h  D(P), i = 

____
1,2 . 

Luând u = u2  şi  i = 1 obţinem: 

<(DP)( u2)(h),h> 2
1 <(DP)( u1)(h),h>, adică (||h||0(2))2 2

1 (||h||0(1))2, ()h D(P), de unde 

||h||0(2)  1 ||h||0(1), ()h D(P). 

Am notat cu ||h||0(i) = (<(DP)( ui)(h),h>)1/2, i = 
____
1,2 . 

 

        Analog obţinem ||h||0(1)  2 ||h||0(2), ()h D(P), deci cele două norme sunt 

echivalente. 

 Ca şi în teorema 2 de la paragraful 2.3 se arată că H0 se scufundă în H cu o injecţie 

liniară şi continuă, adică există    : H0  H, liniară, continuă, injectivă şi  D(P) = ID(P). 

 

Teorema 1 

             În ipotezele de lucru de până acum (adică ale teoremei variaţionale întărite a lui 

Langenbach plus ipoteza (H5)) avem : 

                 1)Orice şir minimizant pentru F   are limită în H0; 

                 2)Toate şirurile minimizante pentru F    au aceeaşi limită în H0, fie ea u0; 

                 3)(u0) = us. 

 

Demonstraţie: 

1) Dacă u1, u2  D(P) atunci: 

        <Pu1 – Pu2, u1 – u2> =  
1 

0 
(DP)( u2+t(u1 – u2))(u1 – u2), u1 - u2>dt   

                    ≥ 
1 

0 

2 <(DP)( u )(u1 – u2),  u1 – u2>dt = 2 ||u1 - u2||02. 

Pe de altă parte, din demonstraţia teoremei variaţionale întărite, punctul 2), pentru  

()u1, u2  D(P), u1  u2
  şi ()  (0,1) avem :  
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                         (1 -) F (u1) +  F (u2) – F ((1 -)u1 + u2) = 

        =  



1 

1 

0 t
1  <P(u1 + t(u2 – u1)) – P(u1+t(u2 –u1)), t(1-)(u2 –u1)> dt    

          



1

  
1 

0 

2

t
1  ||t (1-) (u2 – u1)||02 dt = 

2

2 (1-)||u2 – u1||02, deci : 

        
2

2  (1-)||u2 – u1||02  (1 -) F (u1) +  F (u2) – F ((1 -)u1 + u2),  

       ()u1, u2  D(P),  [0,1]                                                                            (5) 

 

Fie (un)  D(P) şir minimizant pentru F   pe  D(P), deci F (un) d = 
)(

inf
PD
F . 

 Înlocuind  în (5) pe u2 cu um şi pe u1 cu un obţinem : 

          
2

2 (1-)||um – un||02    (1 -) F (un) +  F (um) – F ((1 -)un + um)   

                                          (1 -) F (un) +  F (um) – d. 

Cum F (un)d,  pentru  n , şi  F (um)d,  pentru  m  rezultă că : 

||um–un||00,pentru m,n  , deci (un) este şir Cauchy în H0 şi atunci                            e 

convergent în H0. 

2) Fie(un),(vn) D(P) şiruri minimizante pentru F pe D(P). Folosind (5) vom avea : 

       
2

2 (1-) ||un – vn||02  (1 -) F (vn) +  F (un) – F ((1 -)vn + un)   

 (1 -) F (vn) +  F (un) –d  0, pentru  n  , deoarece  F(un)d, F(vn)d, pentru  n 

 . 

Astfel obţinem ||un – vn||0   0, pentru  n  şi cum (un) şi (vn) sunt convergente  în H0 

rezultă că au aceeaşi limită. 

3)  Fie (un)  D(P) şir minimizant pentru F   pe D(P), F (un)d , pentru  n . 

Fie u0 = 
n

lim  un, în H0 (în ||.||0). Din proprietăţile funcţiei  avem că :un 
H

  (u0) deci (u0) 

este soluţia generalizată a ecuaţiei Pu = f, (u0) = us 

 

3.6. Soluţii generalizate în sens Sobolev 
Vom considera două exemple ce intervin în mecanica solidelor deformabile, pentru care 

teoria prezentată anterior se poate aplica. Detalii vor fi omise. 



 66 

 

Exemplu 1.  

Problema torsiunii barelor cilindrice în teoria Hencky-Nadai. 

În această teorie, funcţia de tensiune u trebuie să satisfacă: 

                         2]))(([]))(([ 














y
uuf

yx
uuf

x
Pu  în  , 

  fiind secţiunea barei, cu condiţia la frontieră  u|  =0 , unde   este forma patratică 

nenegativă: 

                                         (u)=|grad u| 222 )()(
y
u

x
u








  

iar   este o constantă cu interpretarea mecanică de torsiune corespunzătoare unităţii de 

lungime. 

      Presupunem că funcţia f (care caracterizează materialul) satisface următoarele condiţii: 

    a)  f ),0[)2( C  

    b)  f( 0,0) 1   c  

    c) f 0,0)('2)( 2   cf  

Atunci avem: 

Teorema 1: 

           Ipotezele teoremei variaţionale întărite a lui Langenbach sunt satisfăcute în următorul 

cadru funcţional: 

                          H=L 2 ( ),  D(P)={u )(}0||)( 2
2  



LuC , 

                     )()(:]))(([]))(([ 2 













 LPD
y
uuf

yx
uuf

x
Pu  . 

 

Demonstraţie: 

Efectuând calcule simple obţinem: 

          }))(('2])))((('2))(({[

]}))(('2])))((('2))(({[))((

2

2

x
h

x
u

y
uuf

y
h

y
uufuf

y

y
h

y
u

x
uuf

x
h

x
uufuf

x
huDP



















































 

Pentru orice u,h,gD(P)  avem:   
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  )()( 22
,))(()],(),()(('2),()(([,))(( LL hguDPdxdyguhuufghufghuDP  und

e 
y
g

y
h

x
g

x
hgh














),( . 

Dacă în relaţia de mai sus punem g=h, pentru orice u,hD(P) obţinem: 

       
 

  dxdyucdxdyhuufhufhhuDP L )()],())(('2)()(([,))(( 2
)(2

 , 

unde c=min(c 1 ,c 2 ). 

Dacă adaugăm inegalitatea lui Friedrichs , care este valabilă pentru orice u din D(P) ,                 

 
 

 dxdyudxdyu 2)(  , obţinem: 

                              )(
2

)( 22
||||,))((   LL uchhuDP   

       Din teorema variaţională întărită a  lui Langenbach (teorema 1 de la paragraful 3.2) şi 

teorema anterioară rezultă : 

 

Teorema 2. 

Dacă funcţia materială a teoriei Hencky-Nadai satisface condiţiile a)-c), atunci: 

1) Operatorul torsiunii elasto-plastice pentru bare cu consolidare este tare monoton pe D(P) : 

  u 1 ,u 2 D(P), 

                                )(
2

21)(2121 22
||||,   LL uucuuPuPu   

Ca o consecinţă, dacă ecuaţia   2]))(([]))(([ 














y
uuf

yx
uuf

x
Pu  are o soluţie în 

D(P) această soluţie este unică şi realizează pe D(P) minimul următoarei funcţionale: 

                F(u)=  


  udxdydfdxdyudtutuP
u

LL 


2)(
2
1,2),(

)(

0

1

0
)()( 22

 

2) Reciproc, dacă există u 0  din D(P) care minimizează pe D(P) funcţionala de mai sus , 

atunci u 0  este soluţie a ecuaţiei  2]))(([]))(([ 














y
uuf

yx
uuf

x
Pu , şi conform 

punctului anterior unica soluţie în D(P) a acestei ecuaţii. 

3) Funcţionala de mai sus este marginită inferior şi uniform convexă pe D(P). 

4) Orice şir minimizant al funcţionalei F pe D(P) converge în L 2 ( ). 

5) Toate şirurile minimizante au aceeaşi limită în L 2 ( ). 
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Exemplul 2: 

Deformarea plăcilor fixate rigid la frontieră, sub presiune normală în teoria Hencky-

Nadai. 

Problema se reduce la găsirea soluţiei ecuaţiei: 

),()]
2
1))((([]))(([)]

2
1))((([ 2

2

2

2

2

222

2

2

2

2

2

2

yxf
x
u

y
uuHg

yyx
uuHg

yxy
y

x
uuHg

x
Pu 





























  

în  , pe care trebuie s-o satisfacă deplasarea u(x,y) a suprafeţei mediane, cu condiţiile la 

frontieră : 

                                                     u|  = .0| 



n
u  

Aici g este funcţia care caracterizează materialul şi satisface condiţiile: 

a) g ),0[)2( C ; 

b) g( 0,0) 1   c  

c) g 0,0)('2)( 2   cg , 

iar H este forma patratică nenegativă: 

                                          2

2

2

22
2

2

2
2

2

2

)()()(
y
u

x
u

yx
u

y
u

x
uuH




















  

 

Teorema 3 

Ipotezele teoremei variaţionale întărite sunt satisfăcute în următorul cadru funcţional: 

                      H=L 2 ( ),  D(P)= 



 



}0|||)({ 4

n
uuCu  L 2 ( ),    

 P:D(P)  L 2 ( ), f  L 2 ( ), f(x,y) fiind proporţională cu încărcarea normală considerată 

pe unitatea de suprafaţă ce conţine punctul (x,y). 

 

Demonstraţie: 

Într-adevar, pentru orice u,hD(P), există (DP)(u)∙h, liniară în h şi continuă în u în orice 

hiperplan bidimensional ce trece prin u. Concret,  u,hD(P),  

                                  
yx

huC
y

huB
x

huAhuDP














),(),(),())((
2

2

2

2

2

, 

unde: 

                ),()
2
1))((('2)

2
1))(((),( 2

2

2

2

2

2

2

2

huH
y
u

x
uuHg

y
h

x
huHghuA
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                ),()
2
1))((('2)

2
1))(((),( 2

2

2

2

2

2

2

2

huH
x
u

y
uuHg

x
h

y
huHghuB
















  

                ),())(('2))((),(
22

huH
yx

uuHg
yx
huHghuC








 , 

iar H(u,h) este forma biliniară ce generează forma patratică: 

                )(
2
1),( 2

2

2

2

2

2

2

222

2

2

2

2

2

2

2

2

x
h

y
u

y
h

x
u

yx
h

yx
u

y
h

y
u

x
h

x
uhuH




































 . 

           În ceea ce priveşte simetria operatorului (DP)(u) pe D(P), să observăm, că 

 u,h,gD(P) ,  

        dxdy
yx

C
y
B

x
AgdxdyhuDPgghuDP L )(]))([(,))((

2

2

2

2

2

)(2 










  
 

  

Ţinând seama că: 

                                     2

2

2

2

)(
x
gA

x
gA

x
Ag

xx
Ag

















  

                                    2

2

2

2

)(
y
gB

y
gB

y
Bg

yy
Bg

















  

                                   
yx
gC

x
gC

yy
Cg

xyx
Cg





















 22

)()( , avem: 

dxdy
yx
gC

g
yB

x
gA

x
gC

y
gB

y
Bg

yy
Cg

x
gA

x
Ag

x
ghuDP L

}

)()({,))((

2

2

2

2

2

)(2












































 




 

Calculând ultima integrală prin părţi şi ţinând seama de condiţiile la limită pe care le satisfac 

funcţiile din D(P), obţinem: 

)(

2
2

2

2

2

2

)(

2

2

,))((

)],())(('2),())(([)(,))((





















 
L

L

hguDP

dxdyhuHuHgghHuHgdxdy
yx
gC

y
gB

x
gAghuDP

Pentru a dovedi că operatorul (DP)(u) este pozitiv definit pe D(P), este suficient să 

observăm că, din relaţia de mai sus , pentru g=h , rezultă: 

                    


  dxdyhuHuHghHuHghhuDP L )],())((2)())(([,))(( 2
)(2

 

Se arată că: 

                   
 

 ),min(,)()],())(('2)())(([ 21
2 cccdxdyhHcdxdyhuHuHghHuHg . 

În sfârşit, se arată că: 
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 )(
222

2||||||)( LhdxdygradhdxdyhH  , 

astfel, că în final, avem ,  u,hD(P) , 

                                         )(
22

)( 22
||||,))((   LL hchhuDP  , 

 fiind constanta ce intervine în inegalitatea lui Friedrichs. 

   Din teorema variaţională întărită a lui Langenbach şi teorema anterioară (teorema 3)  

rezultă: 

 

 

 

Teorema 4  

Dacă funcţia materială g a teoriei Hencky-Nadai satisface condiţiile a)-c) iar încărcarea 

normală f  L 2 ( ), atunci: 

1) operatorul încovoierii plăcilor elasto-plastice rigid încastrate la frontieră este tare 

monoton pe D(P) :    u1 ,u 2 D(P),  

                                   )(
2

21
2

)(2121 22
||||,   LL uucuuPuPu   

Ca o consecinţă , dacă ecuaţia : 

),()]
2
1))((([]))(([)]

2
1))((([ 2
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  admite o 

soluţie în D(P), această soluţie este unică şi realizează pe D(P) minimul următoarei 

funcţionale: 
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2) Reciproc , dacă există u 0 D(P) care minimizează funcţionala de mai sus pe D(P) , atunci 

u 0  este soluţie a ecuaţiei : 
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3) Funcţionala F este marginită inferior şi uniform convexă pe D(P). 

4) Orice şir minimizant al funcţionalei F are limită în L 2 ( ). 

5) Toate şirurile minimizante ale funcţionalei F au aceeaşi limită în L 2 ( ). 
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