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Cuvant Tnainte

Lucrarea stiintifica de fata abordeaza Inegalitatea mediilor, una
dintre cele mai importante si mai cunoscute inegalitati din matematica.

In continutul lucrarii sunt prezentate diverse demonstratii ale
acestei inegalitati: prin metode algebrice, geometrice, utilizind notiuni
matematice precum inductia sau folosind arii.

Cu ajutorul inegalitatii mediilor am construit cateva inegalitati in
triunghi.

In partea finald a lucririi sunt puse in evidentd aplicatiile
inegalitatii mediilor si anume: aplicatii in demonstrarea unor inegalitati
algebrice, demonstrarea unor inegalitati geometrice, determinarea minimului sau
maximului unei expresii algebrice si nu in ultimul rand aplicatii in fizica.
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1. Introducere

Inegalitatea mediilor este una dintre cele mai importante inegalitati , fiind foarte
des utilizata. Aceasta inegalitate este atribuitd matematicianului francez Augustin-Louis
Cauchy care s-a remarcat in aproape toate ramurile matematicii.

1. Media aritmetica

Fie a si b doua numere reale si pozitive . Media aritmetica a lor este numarul care se

o a+b
obtine impartind la 2 suma lor : m, = —
Generalizand obtinem cd media aritmetica a n numere reale pozitive a,,a,,...,a, se calculeaza
dupa formula:

a +a,+a;+..+a,
a = n

adica impartind suma celor n numere la numarul lor.

Observatie: Media aritmeticd a n numere reale pozitive este mai mare decat cel mai mic dintre
numere si este mai mare decat cel mai mare dintre ele.

2. Media geometrica (media proportionala).

Media geometrica a doud numere reale pozitive se calculeaza dupa formula :
m, =ab
Generalizand obtinem cd media geometrici a n numere reale pozitive a;a,,..,a, se
calculeaza dupa formula:

m, =Y/a,-a,-...-a,

Exemple de medii geometrice intalnite in geometrie:

1. Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea inaltimii din varful unghiului drept este medie
geometrica (proportionald) intre lungimile proiectiilor pe ipotenuza.

2. Tntr-un triunghi dreptunghic , lungimea unei catete este medie geometrica (proportional)
ntre lungimea ipotenuzei si proiectia catetei pe ipotenuza.

3. Media armonica.

Media armonica a doua numere reale pozitive este:
2 Zab
1 N 1 a+b
a b
Generalizand obtinem ca media armonica a n numere reale pozitivea,,a,,...,a
dupa formula :

my,

se obtine

n



n
1 1 1
e e SR e
al a2 an

Observatie: Media armonica este inversa mediei aritmetice a inverselor celor n numere.

m, =

4. Media patratica.
Media patratica a numerelor pozitive a, b este numarul :

a’ +b?
m, =.|———.
2

Media patratica are o interpretare geometrica deosebit de interesanta.
Daca consideram AABC dreptunghic , cu catetele de lungimi AC=a si BC=b evident

ipotenuza AB va avea lungimea va® +b” .

C

D

Construim un triunghi dreptunghic isoscel ADB , dreptunghic in D.

2 2
Atunci AD:BD:1/¥ .

Deci lungimea patratului inscris in cercul circumscris dreptunghiului de dimensiuni a, b
reprezintd media patratica a numerelor a si b.

Media patratica a n numere reale pozitive a,,a,,...,a, este data de formula:

\/af +a, +..+a,’

n

m, =




2. Inegalitatea mediilor
-Prezentare, demonstratie algebrica-

Tntre toate aceste medii prezentate , existd urmatoarea relatie , cunoscuta sub
denumirea de inegalitatea mediilor:

min(a,b) <m, <m, <m, <m_  <max(a,b) ,adica:

. 2 a+b _ [a®+Db?
< < < < <
min(a,b) < T 15 ab < ;S ;= max(a,b)

— + —
a b
Egalitatea se obtine atunci cand cele doua numere a si b sunt egale.

Prin generalizare se obtine:
min(x,, X,,..X,) <m, <mg  <m, <m  <max(x;, X,,..., X, ) , adicd:

2 2 2
. n X, + X, + .+ X, X"+ X, +.X,
min(X,, X, ,...X,) < T 1 1 <A Xy s X, < . < . <
i+
Xl X2 Xn
<max(Xy, X,y X))
Egalitatea se obtine pentru X, = X, =...= X,

Tn continuare vom demonstra inegalitatea mediilor pentru doud numere pe buciti:
Pentru inceput sa demonstram prin metoda algebrica inegalitatea dintre media aritmetica si
media geometricd , care este extrem de simpla.
a) my,<m,

) . . a+b
Deci trebuie sd demonstram ca: «ab < )

Jab < a;b@2@sa+b©a—2@+b20<:>(\/§—\/5)2 >0, ceea ce este evident ,

deci inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica este demonstrata.

Vom demonstra acum inegalitatea dintre media armonica si media geometrica a doud numere:
Avem de demonstrat :

Folosind ceea ce am demonstrat anterior m, <m,, pentru numere — si %obginem:
a
1.1
,/l-1 <a b @isl+iais\/ab (ceea ce trebuia demonstrat).
ab 2 Jab a b 1 1
a b

Mai ramane sa demostram inegalitatea dintre media aritmetica si media patratica , adica:

a+b _ [|a®+Db?
< .
2 2




Pornim de la faptul ca: (a—b)*> >0

(a-bh)’ >0 a’+b’>2ab=2a°+2b° >a’ +2ab+b° =

2 2 2 2 2 2
<:>a2+b22(a+b) @a +b 2(a+b) @a+b£ la® +b
2 2 4 2 2

adicd exact ce aveam de demonstrat.




3. O demonstratie geometrica a inegalitatii mediilor

Fie d, si d, doua tangente paralele la cercul C n punctele A, respectiv D . Dreapta
d, este tangenta in punctul T la cercul C si intersecteaza dreptele d, si d, Tn B si respectiv

in C. Luam punctul M la
mijlocul lui BC si N piciorul
perpendicularei din T pe AD.
Astfel se formeazd trapezul
dreptunghic ABCD.
Notam:
AB=a, DC=b, unde
conform desenului a>b.
Avem
BT =AB=BT =a
CT=DC=CT=b
BC=a+b

Inaltimea trapezului
ABCD este:

h=+vBC?-EB? =/(a+h)? —(a—h)? = 2./ab .

OT =L =Vab=m,

oM :a—er:ma
2

TN _OT

ANOT ~ATMO & —

OoT MO

ANOT : TN cateta
OT ipotenuza

ATMO : OT cateta
OM ipotenuza

Dacd a = b, atunci in mod evident m, =m, =m, .

_oT? 2

}:OT >TN

}:>OT <OM

:mh

= OM >OT >TN adica m, >m, >m,



4. Alta demonstratie geometrica a inegalitatii mediilor

Consideram un triunghi dreptunghic cu ipotenuza BC. Notam CD cu a si DB cu b.
Construim inaltimea din varful unghiului drept , adica AD. (AD L BC).

Stim ca intr-un triunghi dreptunghic mediana dusd din varful unghiului drept are
lungimea jumatate din lungimea ipotenuzei.
a+b

Deci AM=——.
2
Aplicand teorema inaltimii rezulta ca AD=+/ab .
Cum inaltimea este intotdeauna mai mica sau cel mult egald cu mediana rezulta:

@Sazb

Egalitatea se obtine cand a=b adica CD=DB, deci in cazul unui triunghi dreptunghic
isoscel.

Astfel am demonstrat inegalitatea dintre media geometricd si media aritmetica.

Consideram acum un triunghi dreptunghic isoscel ABC. Fixam un punct pe

: s o .., PB*+PC? .
ipotenuza BC pe care il notam cu P. Dorim sd8 demonstram ca AP° = ————— . Inaltimea
din varful drept AD va fi in acest caz 1 mediana.

n acest caz mediana AD="2+FC

Presupunem ca CP> PD. PD:CP-CD:CP-% _cp-_FC Z PB _CP ; BP

Cu teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic ADP obtinem:

AD? + PD? = AP?
PB+PC)> (PC-PB)> PB?+PC?
_( . _
4 4 2 '

AP?



. PB+P C <
Este evident faptul ca AD=+C este mai micd sau cel mult egald cu

2 2
ap= |PB”+PC”
2
|PB? + PC?
Deducem ca: PB ; PC < ; ¢ . Egalitatea se obtine cand punctul P este

mijlocul ipotenuzei BC.

Am demonstrat astfel , in maniera geometrica inegalitatea dintre media aritmetica si
media patraticd a doud numere.

in final ne propunem si demonstram inegalitatea dintre media armonica si media
geometrica.
Pentru aceasta consideram un trapez dreptunghic cu bazele de lungimi a si b , iar indlfimea

AB=2+ab . Cercul de diametru AB este tangent laturii CD in punctul T. Fie M mijlocul lui
CD.
a+b

MO va fi linie mijlocie , deci MO:T. OT=+/ab, fiind razi a cercului de diametru AB.

Ne intereseaza sa calculam lungimea lui PT.
Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic OTM obtinem:

(a+b)2_ab:(a—b)2 a—b
4

OT?+TM?*=0M?* =TM?= :TMzT

Calculam inaltimea din varful drept al triunghiului dreptunghic OTM care este egala

cu PO.
a->b
ab.i
Deci PO:\/_ 2 _ (a-b) +/ab
a+b a+b
2

Aplicam acum in triunghiul dreptunghic TPO teorema lui Pitagora pentru a
determina lungimea lui TP:

ab-(a—b)?  4a’b? L pT= 2ab _ 2
(a+b)*>  (a+b)? at+b 1, 1
a b

PT?=0T*-PO*=ab-

. .2 ) . . . <
Evident PT<TO adica 1 1 <+ab . Deci media armonica este mai mica sau egala

— + —
a b
cu media geometrica.

10



5. O interpretare geometrica a inegalitatii mediilor

In continuare , ne propunem si dim o interpretare geometrici a inegalitatii
mediilor, pentru doua numere strict poztive a si b:

2ab < Jab < a+b
a+b

=)

T

ki S
V \{\N

In trapezul ABCD; AB|| CD, astfel incdt AB =a si CD = b; a > b, ducem linia
mijlocie [MN] si paralele [EF] si [PQ] la bazele trapezului.

[EF] imparte latura [AD] in raportul \/% si [PQ] trece prin punctul O de intersectie a

diagonalelor.
In A ACD : PQ || CD si folosind teorema lui Thales = AP _AQ
PD OC
Dar AAOB ~ ACOD si deci 20 = AB _2
OC DC b
Din cele doua relatii rezulta ca:
AP _AO_AB _a
PD OC DC b
Deoarece ﬂ = 1;E = \/E , din inegalitatile evidente
MD ED b
1< \/ESE rezulta AM < AE AP
b MD ED PD

11



Urmeaza ca pe segmentul [AD] existd urmatoarele ordine a punctelor A,M,E,P,D,

adica:
b<PQ<EF<MN-<a )
Se demonstreaza usor ca PQ=20P
AAOP ~ AACD: 290 _ PO @)
AC DC
ABOQ ~ABDC:  292._9Q @
BD DC
PO _0Q
D b) => — PO=0
in (a) si (b) DC - DC Q
Deci PQ = 20P
AAOP ~ AACD: 29 _ PO _ AP 1)
AC DC AD
AAOB ~ ACOD: 20 _ AB )
OC DC
. AO PO AC DC AO+0OC DC OC DC
Din(1) = = = = N P
AC DC AO PO AO PO AO PO
Din (2)
%:D_C:>1+D_C:D_C:>1+E:L:>PO: b :a_b:PQ:Lab:mh(aJ))
AO AB AB PO a PO a+b a+b a+b
a
ADER ~ ADAB : DE = ER = DR.
DA AB DB

_\/E_ﬁjAD—ED_ﬁ AD +a 1:>AD J5+JB:>ED_ Vo
Vb Vo ED b Jb AD Va+b

pinED_ER_ Vb _ER_ o ab o
AD AB Ja++b a Ja++b
Bin
\f \f JE BC-BF +b_ BC b BC +a++b
5>—=—+1= = =
BCBF\/_ ~BF Ja BF 4a BF  a
J5+f BC

ABFR ~ ABCD : BF — FR :Ezi (4)

BC DC b Ja+b

12



. . _ __ab  bJa _ Jab (o~ )
D1n(3)s1(4):>EF—ER+RF—\/a+\/B \/5+\/E_\/5+\/B(\/a Jb)=ab

Deci EF =+ab =m,(a,b)
MN :a%b =m,(a,b)

Din b<PQ<EF<MN<a= my<mg<mj.

13



6. O demonstratie prin inductie a inegalitatii dintre media

aritmetica si media geometrica a n numere

In continuare vom prezenta doua demonstratii celebre ale inegalitatii dintre media
geometricd $i media aritmetica a n numere , care apeleaza la inductia matematica.

In fond putem prezenta acest lucru sub forma urmatoarei probleme:

N
Nz i-1

Demonstram mai inti prin inductie urmatoarea propozitie :

Pentru a,,a,,...,a, >0 sa se arate ca:

1. Demonstratia lui Ehlers.

P(n) : Daca x; >0, i=1,2,...,nsi X;X, -...- X, =1, atunci X, + X, +...+ X, = n.
P(1) este adevaratda , x, =1.
Presupunem P(n) adevarata , adica inegalitatea adevarata pentru n numere.
Din x,X, -...- X, X,,; =1rezultd ca existd doud numere x;,X; astfel incat x; >1 si x; <1.
Fara a particulariza lnam x, 21 si x, <1.
Deci (x, —1)(x, —1)< 0, adicd X,X, +1< X, + X, si deci :
Xp+ X, +ot Xy + X ZL+HX X, + X+ + X (1)
XXy, Xg,004 X, SUNE N NUMere cu produsul egal cu 1 si deci :

XXy + Xy oot X,y 2N

>1+n.

n+l =—

Tinand cont de relatia (1) , rezultd : X, + X, +...+ X, + X

Deci P(n) »> P(n+1) este adevarata , deci P(n) este adevarata pentru orice ne N, n>1,

a a a
Punem acum X, :é,x2 :E?,_,,,Xn :En, G=1/aa,-..-a,.
X, X, +s X, =1 sideci X, +X, +...+ X, 2 n, adica :

+a, +..t oA ta, .t
% azG P si deci 48 & >nlaa,-..-a, .

n

14



2. Demonstratia lui Jacobsthal.

Si aceastd a doua demonstratie foloseste tot inductia matematica.

Pentru n=1 avem egalitate :

A, :lzn:ai si G, :n/ﬁai .
[ Ry i-1

Avem de demonstrat propozitia P(n) : A, > G, oricare ar fine N, n>1.
Punem P(n-1) adevarata si demonstram ca implicatia P(n-1) — P(n) adevarata.
Fie 7> 0. Deoarece 2" —nz+n—-1=(z-1)°(z"2 + 22" +...+ n—1) avem:

2" >nz-(n-1), pentru z >0.

Punem 7= r si avem o | 5n o ~(n-1).
G G G

Avem identitatea :

A = Cny {(n_l)é“ +( G, ] } din care deducem :

n-1

A > Gy {(n _1)h+ nG, —(n —1)} , care conduce la:
Gn—l Gn—l

Deoarece A, , -G, , >0, rezulta A >G, sideci P(n) este adevarata pentru orice neN

, h>1

15



7. O demonstratie a inegalitatii mediilor folosind arii

Constructie
Se construieste trapezul dreptunghic ABCD, astfel
ncat:
*[AB] =a
*[CD]=b
B B 2ab
*d(AB,CD)=[AD]=h=—-—=m,
a+b
D b HG C
Demonstratie:
Fie MN]|AB, MN trece prin intersectia diagonalelor, O.
ON BO BN
In ABCD: = =
CD BD BC :ON+ON:BN+CN 11— ON= 1 )
InAABC'ON ~CO CN CD AB BC 1 1
"AB  AC BC AB CD
Analog OM -t
T @
AB CD
. 2 2ab
Din(1)si(2) =[MN]=——=——=m
(D51 = MN1=3— = 75 =m, ®)
a

Fie PQ]|AB, (P mijlocul laturii AD). Aplicand Th. Thales in AABD si ABDC rezulta:

AB+CD a+b
[PQ= "= = [PQ]= 22 =m, @
Punctul de intersectie al diagonalelor se gaseste deasupra dreptei PQ, rezulta:
[PQ]>[MN] | (5)

Din relatiile (3), (4) si (5) rezulta:

m, >m, (6)

Fie S, p = aria dreptunghiului AEHD. Tinand cont de relatia (3), atunci:

S, = AE-AD =MN-AD=m} (7

16




_AD(AB+CD) _2ab a+b _

SABCD = 2 a+b 2 ab = m, (8)
Deoarece [BQ]=[QC] (din construtie) si [BN] < [NC], rezulta:
S,sen < S.en (cu egalitate cand [AB]=[CD]) %)
Aria trapezului ABCD mai poate fi scrisa si ca:
SABCD = SAEHD - SABEN + SANCH (10)
Din (7), (8), (9) si (10) rezulta:
m2>m? =m, >m, (11)
Din relatia (6) = (3)A' deasupra lui A, a.T:
Din relatiile (4) si (12), rezulta:
mj =PQ-AD=S,rcp =Surra+Sarep = Sarra +Sasco = Sarea + m; (13)
=m;>mi=m, >m,
Din relatiile (11) s1(13), rezulta:
m,>m, >m, g.e.d

a g

17




8. Inegalitati Tn triunghi construite cu ajutorul inegalitatii
mediilor

Vom incerca sa deducem cateva inegalitati in triunghi folosind inegalitatea mediilor.

Masurile laturilor unui triunghi sunt exprimate prin numere reale pozitive precum si valorile
functiilor trigonometrice ale unghiurilor ascutite.

Folosind inegalitatea m ,>m_ avem:
1.  Daca notam masurile laturilor unui triunghi cu a,b,c putem scrie:

ath>2.ab;b+c>2bcc+a>2Jca (1)

Adunand membru cu membru aceste inegalitati rezulta: 2(a+b+c)> 2(@ ++/be + ca) de
unde impartind cu 2 si inlocuind a+b+c=2p obtinem inegalitatea: 2 p > v/ab ++/bc ++/ca.
2.Inmultind inegalittile (1) membru cu membru rezulti: (a+b)(b+c)(c+a) > 8abc care dupi

inlocuirile: a+b=2p-c , b+c=2p-a, c+ta=2p-b si abc=4RS (unde R este raza cercului
circumscris triunghiului si S este aria triunghiului) obtinem: (2p-a)(2p-b)(2p-c)>32RS

3.Din a+b+c>2a(b+c),a+b+c>2b(c+a),a+b+c>2,/c(a+b) (2) prinadunare

membru cu membru obtinem: 2(a+b+c)> 2(\/a(b +C) + \/b(a +C) + \/c(a +b)) dupa care

obtinem inegalitatea: 2p >./a(2p—a) +./b(2p—b) +./c(2p—c).

4. Inmultind membru cu membru inegalitatile (2) obtinem:

(a+b+c) > 8\/ abc(a+b)(b+c)(c+a) sau (2p)°>64abc(a+b)(b+c)(c+a) de unde inlocuind
abc=4RS si S=rp (unde r este raza cercului Tnscris n triunghi)

avem: p® > 4Rrp(a+b)(b+c)(c+a) siinfinal: p° > 4Rr(a+b)(b+c)(c+a).

5. Din ab+c > 2vabc,bc +a > 2v/abc,ca+b > 2/abc  adunand membru cu membru avem:
a+b+c+ab+bc+ca> 6+/abc deunde: a(b+1)+b(c+1)+c(a+1)>12RS .

6. Din a+b+c>3%¥abc,a?+b?+c?>3Ya%h’c? rezultd prin inmultirea membru cu
membru a inegalititilor: (a+b+c)(a®+b*+c?)>9abc de unde 2p(a’+b*+c?)>36Rrp si

infinal: a”+b”+c®>18Rr.

7. Din a+b+b>3%abc si h,+h +h >33/hhh  (unde h,,h,h, sunt iniltimile
triunghiului) prin inmultire membru cu membru rezulta: (a+b+c)(h, +h +h. )= QW
sau 2p(h,+h,+h)=> 93/@ pentru ca ah, =bh =ch, =2S siin final inegalitatea:

ha+hb+hc2§.

P
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8. Din:

a+b+sinC >3%absinC =3%2S b+c+sin A>3%bcsin A =332S,c+a+sin B >3%casin B =33/2S

prin adunare membru cu membru rezultd: 2(a+b+c)+sinA+sinB+sinC>93/2S  sau:
sin A+sin B +sinC > 93/2S —4p . Observatie:triunghiul ABC este ascutitunghic.

Folosind inegalitatea: m, > m, avem:

9. a+b2 2ab 1b+cz 2bc ’c+a2 2ca
2 a+b 2 b+c 2 c+a
b bc ab bc ac

atb+c>2( 8, T ) de unde: p> + + :
a+b b+c c+a a+b b+c a+c

.Adunand inegalitatile rezulta:

Folosind inegalitatea :m, > m,_ avem:

2 p2 2, 2 242
10. a’+b 2a+b11/b e 2b+c”/a e 2a+C.Adunénd membru cu membru
‘\/ 2 2 2 2 2 2

) 2 2 2 2 2
ob;inem:\/a erb +\/b ;C +\/C ;a >a+b+c ,deundein

final: Va2 +b? ++/b% +c? ++/c2 +a? > 2/2p.

19



9. Aplicatii ale inegalitatii mediilor in demonstrarea unor

inegalitati algebrice
1. Si se demonstreze ci a® +b?+c®> >ab+bc+ca,Va,b,ceR.
Solutie:

a’+b” >ab
2
b? +c?
2
¢’ +a’
2
Adunind membru cu membru inegalitatile de mai sus, obtinem
2a’ +2b* + 2¢°

Din inegalitatea m > m, = >hc

> Cca

>ab+bc+ca=a’+b’*+c?>ab+bc+ca.

) 1
2. a). Demonstrati cd X+—2>2, ¥x>0
X

b). Demonstrati Cé%+9 >2,Va,b>0
a

Solutie:

a ). Cu inegalitatea dintre media aritmeticd si media geometrica:

X+—22.(Xx-—=2

X | =
< | =

a . 5 .
b). Putem lua X:E in a). Sau procedam ca inainte:

=2

oo
+
o | T
v
)
oo
o | T

3. Sa se demonstreze ca :

J2 6 12 20 J2070 45
—+—+ + 9 +..+

<_
3 5 7

91 2

Solutie :
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Vom folosi inegalitatea mediilor : va-b < a er b

Deci vom avea :

1+2
V2 12 p 1
3 3 3 2

2+3
V6 _23_ 5 1
5 5 5 2

3+4
Vi2 N34 _ 5 1
7 7 T 71 2

45 + 46

V2070 4546 . 1
91 91 ~ 91 2
J2 6 V12 420 2000 1 1 1 1 1
—t—+—+—+...+ <—+—+—+—+.+—=
3 5 7 9 91 2 2 2 2 2
:>£+—6+ﬂ+...+ 2070<£
3 5 9 91 2

4. Aratati cd pentru orice numere reale strict pozitive x,y,z, avem
X2 y2
—2+—2+
y© 7= X

22>
— = + +

N[ X
x <

< | N

Solutie :

In inegalitatea :a® +b* +c? > ab +bc +ca, luam:

2 2 2
a:i, b=l, C=i si obtinem: (ij +[lj +[£] Zi.l+
y z X y z X y z

2 2 2
X z
i y_z t 32
y°© z¢ X
5. Aratati cd pentru orice numere reale a,b,c>0 avem

(a+b)b+c)c+a)>8abc
Solutie:

Cu inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica,
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(a+b)(b+c)(c+a):a+b.b+c.c+a2@.ﬁ.\/a: 25 b6 ca = \/aZb?c? = abe

8 2 2 2
6. Demonstrati inegalitatea:

101 1 1 _ 2010-2013
3 8/2 15¥3  2010-20124/2010 2011-4024

Solutie :

Primul membru al inegalitatii se mai scrie:
1 1 1 1

—+ + 4.t
3 2.4J2 3.53 2010-2012+/2010

Jk=vk-1 sﬂ, (inegalitatea mediilor) orice k>1, deci izi, atunci :
2 Jk k+1
1 2 1 1

k(k+2)vk  k(k+D(k+2) k(k+1) (k+1)(k+2)
Pentru k=2, #zl—i

2.-442 6 12
Pentru k=3, in—i

3.5/3 12 20

1 1 1

Pentru k=2010,

> -
2010-20124/2010 2010-2011 2011-2012
Adunand toate aceste inegalitdti obtinem :
1 1 1 1 1

+ +...+ > ——
2.42 3.5/3 2010-2012+/2010 6 2011-2012

. oL P | .
Adunand in ambii membri a1 inegalitatii 3’ obtinem :

1 1 1 1 223— 1 >2011-2012—2

—+ + +...+ >
3 2.4J2 3.5/3 2010-2012+/2010 2 2011-2012 2011-4024
2011-2012 -2 = (2010 + 1)(2010+ 2) — 2 = 20107 + 3-2010 + 2 2 = 2010(2010 + 3) = 2010-2013 DECI :

1 1 1 1 S 2010-2013

—+ + +..+ > .
3 2.4J2 3.5(3 2010-2012+/2010  2011-4024

7. Aratati cd pentru orice numere reale a,b,c>0 avem:

(a+b)(l+1] >4
a b
Solutie:

Prin inmultirea parantezelor , obtinem
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(a+b)[l+%]:2+[%+2]22+2:4

a a

Altfel, din inegalitatea dintre media armonica si cea aritmetica.

2 <a+b

1.1 2
a b

1 1
Rezultd imediat ci (a + b)[— + E] >4,

a

8. Daca a,b,c,d eR, siatb+ct+d=1005 aratati ca :
Jab+c+d) +4/b(c+d+a)+./c(d+a+b)+,/d(@+b+c) <2010.

Solutie :

a+b+c+d=1005= b+c+d=1005-a
c+d+a=1005-b
d+a+b=1005-c
a+b+c=1005-d

Avem de aratat ca:

,/a(1005 — a) +4/b(1005 - b) +4/c(L005 —c) +,/d (1005 —d) < 2010,
Folosind inegalitatea mediilor obtinem:

a(l005—a) < a+1005-a _ 1005

2 2
b(1005—b) < b+1005-b 1005

2 2
'—c(1005—c) < c+1005-c _ 1005

2 2
4@005—d) < d +10205—d :10205

Deci:

Ja+c+d) +4/b(c+d+a)+./c(d+a+b)+./d(@+b+c) <2010
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10. Aplicatii ale inegalitatii mediilor in demonstrarea unor

inegalitati geometrice

1. Se considera triunghiul ABC cu AC=bsi AB =c.

2
< < b+c
Sdsearateca S,,pc < (— .

22

Solutie :

bc-sin A _bc C
SAABC T _(1) b

2 2
Dinm, sma:bcs(%] 3%S(b+c) (b+c

g 242 ] @ B C
Din (1) §i (2) = Syxac S(Z—E] .

2. Fie a, b, ¢ masurile laturilor unui triunghi ABC.
a) Si se determine natura triunghiului ABC, daci are loc relatia: a® +b” +c¢® = ab+bc +ca
b) Daca c are valoare constantd, iar expresia (p —a)(p —b) are valoare maxima, sa se

a+b+c

demonstreze ca triunghiul este isoscel. (S-a notat p = —5 semiperimetrul triunghiului).
Solutie:
a) a’+b°+c’=ab+bc+ca < (a-b)’+(b-c)*+(c-a)’=0=>a=b=c , deci

triunghiul este echilateral.

b)(p—a)(p—b)=(a+Tb+c—a](a+b+c ] 1[ (a-b) ]expre3|aarevaloarea

maxima daca si numai daca a = b, triunghiul este isoscel.

3.

a) Sa se demonstreze ca dintre toate dreptunghiurile cu acelasi perimetru, patratul are aria
maxima,

b) Sa se demonstreze ca dintre toate dreptunghiurile cu aceeasi arie, patratul are perimetrul
minim,

c¢) Sa se demonstreze ca dintre toate paralelipipedele dreptunghice cu lungimea diagonalei
constantd, cubul are aria totald maxima,

Fie a lungimea ipotenuzei unui triunghi dreptunghic, iar S aria sa. Sa se demonstreze ca daca

%s /S, atunci triunghiul este isoscel.
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Solutie:

a+b

a) Fie a, b lungimile laturilor dreptunghiului si S aria sa. Avem +/ab < = constant.

2 2
S=ab< (a ; b] .Seobtine S, = (a%b] pentru a = b, dreptunghiul este patrat.

b) P =2a+2b>4ab =4S - constant, perimetrul este minim pentru a = b, dreptunghiul
este patrat.

c) Fie a, b, ¢ lungimile muchiilor paralelipipedului. Avem d? =a® +b? +¢?.
A =2(ab+bc+ca). Obtinem A <2d’=constant . A, =2d”. pentru a=b=c,
paralelipipedul este cub.

d) Fie b, ¢ lungimile catetelor triunghiului. %s VS o a?<4S o b?+c? <2bc o

(b—c)* <0, b=c , triunghiul este isoscel.
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11. Aplicatii ale inegalitatii mediilor in determinarea
maximului sau minimului unei expresii algebrice

1. Numerele x,y >0 satisfac relatia x+y =4

< . .. . . .11 - .
Sa se determine minimul 1 maximul expresiei —+— , daca acestea exista.
X

Solutie:

< X+y:2:l+121 , cu egalitate pentru x=y =2
LI 2 "y

Xy

Dinm, <m, =

RV . . (11 . .
Rezulta ca exista minim , §i anume mln(—+— =1, dar nu exista maxim deoarece suma

Xy

1 1 .. .
—+— poate fi oricat de mare, pentru x sau y foarte mic.
Xy

2. Aflati valoarea minima a expresiei:
9% +12x + 20 N

EC)= x+2 R,
Solutie:
2
E(X):(3X+2) +16:3x+2+ 16
3X+2 3X+2
3X+2+ 16 16 16
Din m, >m = 3X+22\/(3x+2)- = 3X+2+ >8
2 3X+2 3X+2

Deci E(x) > 8 = min E(x)=8.
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12. Aplicatii ale inegalitatii mediilor in fizica

1. Doua mobile parcurg acelasi drum, primul cu vitezd constanta v, cel de-al doilea

parcurgand 2 portiuni egale cu vitezele Vi, Vo, a caror medie aritmetica este v. Care mobil

parcurge drumul mai repede?
Solutie:

Notam distanta cu D=2d, iar timpii de parcurgere cu t; (pentru primul mobil) si t, (pentru al
doilea mobil),

. 1 1
v oV, +V, v, +V, Vi VY, Vi VY,
2
Aplicdm inegalitatea m, <m, pentru vy siV, siobtinem:
2 UtV
1.1 2
Vl V2
4 1 1 4 1 1
Loloatoca(Litlans,
V,+V, Vv, V, v, +V, v, V,

Tn concluzie, mobilul care merge cu viteza constanti ajunge la destinatie in cel mai scurt timp.
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