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INTRODUCERE

Preocupari pe linia evaluarii unor probabilitati au existat si Tnainte de anul
1654. Astfel, pe la mijlocul secolului al XIV-lea, Gardano a scris « Liber de
Ludo Aleae » (Cartea despre jocul cu zaruri) care insa a fost publicata abia Tn
1663.

De asemenea, la nceputul secolului al XVll-lea, Galilei se arata interesat
de studiul erorilor de masurare. Tot Tn acea perioada apar si primele preocupari
de teoria asigurarilor. Dar toate acestea nu au condus la un studiu sistematic al
probabilitatilor. Intr-un fel era firesc ca acest studiu sa porneascid de la
analizarea jocurilor de noroc, intrucat acestea ofera modele din cele mai simple

Odata starnit interesul de lucrarile lui Pascal, Fermat, Huygens, teoria
probabilitatilor cunoaste o dezvoltare vertiginoasa.

Au urmat apoi lucrarile lui J. Bernoulli, Poisson, Borel, Cantelli,
Kolmogorov, Moivre, Gauss, Laplace.

Urmatoarea perioada de dezvoltare este dominata de lucrarile lui Cebisev
(1821 — 1894), Leapunov (1857 — 1918), Markov (1856 — 1922), care au adus
contributii importante in asa-numita teorema centrala a teoriei probabilitatilor si
au inaugurat studiul variabilelor aleatoare dependente.

In aceasti perioada, sfera aplicatiilor teoriei probabilititilor s-a mirit,
cuprinzand si stiintele naturii, in special fizica.

Calculul probabilitatilor si statistica matematica sunt ramuri deosebit de
Importante si actuale ale matematicii. Contactul lor permanent cu alte stiinte,
chiar si cu cele considerate pana nu demult « nematematizabile », a dus la o
imbogatire si evolutie impresionanta a acestor discipline.

Modelele probabilistice si metodele statistice de confruntare a acestor
modele cu realitatea obiectiva ofera procedee de investigatie stiintifica in
sectoare de activitate dintre cele mai diferite.

Acecasta explica importanta deosebitd care se acorda teoriei
probabilitatilor si statisticii matematice in tara noastra. Introducerea in cadrul
invatamantului de cultura generala a unor elemente de teoria probabilitatilor si
statisticd matematica a corespuns unor cerinte stringente ale unui invatamant
modern si eficient.

Tn aceasta lucrare, prin varietatea domeniilor din care sunt culese date, se
cautd sa Se sugereze o idee asupra ariei deosebit de vaste a aplicatiilor posibile



ale statisticii. Notiunile de teoria probabilitatilor constituie un subiect putin
abordat n invatamantul gimnazial.

In primul capitol sunt prezentate notiuni introductive de statistica
matematica si sondaj. Sondajul statistic bucurandu-se de privilegiul de a fi
adeseori singura metoda de cercetare practic posibila.

Tn cel de-al Il-lea capitol , « Teoria probabilititilor », sunt prezentate
notiunile: evenimente; camp de evenimente; probabilitate, proprietati;
probabilitate conditionata , evenimente independente; formule de calcul pentru
probabilitati; variabile aleatoare; media; dispersia; repartitii clasice.

In capitolul al Ill-lea, numit “Metode de estimatii”, sunt prezentate
metoda verosimilitatii maxime si metoda celor mai mici patrate.

Tn ultimul capitol sunt propuse cateva aplicatii practice folosind ca
metoda de estimatie metoda celor mai mici patrate.



CAPITOLUL |

Notiuni introductive de statistica matematica.
Sondaj.

1. Populatie statistica. Caracteristica

Statistica matematica Se ocupa cu gruparea, analiza si interpretarea datelor referitoare la
un anumit fenomen, precum si cu unele previziuni privind producerea lui viitoare.

In cadrul analizei statistice a unui fenomen actioneaza mai nti statistica descriptiva
care se ocupa cu culegerea datelor asupra fenomenului respectiv si cu inregistrarea acestor
date apoi intervine statistica matematica, care grupeaza datele, le analizeaza si le interpreteaza
in vederea unor predictii privind comportarea viitoare a fenomenului.

Vom numi populagie statistica orice multime care formeaza obiectul unei analize
statistice.

Elementele unei populatii statistice se numesc unitdati statistice sau indivizi.

Trasatura comuna a tuturor unitatilor unei populatii care ne intereseaza in cadrul unei
analize statistice se numeste caracteristica.

Analiza statistica se poate face dupa una sau mai multe caracteristici.

EXEMPLE:

a) Daca ne intereseaza rezultatele obtinute, la teza la matematica, de elevii din clasa
aVlll-a, a unei scoli, atunci:

- multimea tuturor elevilor din clasa aVIll-a din acea scoald, formeaza populatia
statistica;

- fiecare elev din clasa aV1ll-a a acestei scoli, este 0 unitate statistica;

- nota la teza la matematica este caracteristica studiata.

b) Daca ne intereseaza numarul locuitorilor din fiecare oras al tarii

la 0 anumita data, atunci:

- multimea tuturor oraselor tarii la data respectiva formeaza populatia statistica;

- fiecare oras constituie o unitate statistica;

- numarul de locuitori la data respectiva este caracteristica studiata.

c) Daca ne intereseaza diametrul unor piese de acelasi fel fabricate intr-o intreprindere
data, atunci:

- multimea pieselor fabricate in intreprindere este populatia statistica;

- 0 piesa constituie 0 unitate statistica;

- diametrul piesei este caracteristica studiata.

d) Daca ne intereseaza distributia unui grup de copii dupa culoarea ochilor si culoarea
parului, atunci:

- multimea copiilor grupului considerat formeaza populatia statistica;

-fiecare copil Tn parte din grupul respectiv este o unitate statistica;
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-culoarea ochilor si culoarea parului sunt caracteristicile care ne intereseaza.

Se pot da nenumarate exemple de multimi care pot constitui obiectul unei analize
statistice: distributia unui grup de persoane dupa talie, varsta si distributia oraselor dupa
numarul de sateliti, etc.

Din insesi exemplele date rezulta existenta a doua feluri de caracteristici.

O caracteristici se numeste cantitativi daci se poate misura. In caz contrar,
caracteristica se numeste calitativa. (raspuns prin DA sau NU, BUN sau PROST, etc.)

Diametrul piesei, varsta, talia, etc. sunt exemple de caracteristici.

1.1 Gruparea datelor
Sa presupunem ca s-a masurat inaltimea unui grup de 120 de persoane. Rezultatele
obtinute (indltimea Tn centimetrii) sunt date Tn tabelul 1, in ordinea in care au aparut.

Tabelul 1

176 173 161 171 174 168 178 166 169 172

181 172 163 174 173 169 172 175 158 182

186 190 173 173 169 171 176 172 188 175

162 170 176 177 171 164 162 175 176 176

170 176 178 164 174 177 180 175 175 180

174 171 175 170 179 186 177 178 169 180

188 173 172 174 183 177 176 174 181 159

183 174 179 167 165 182 176 178 171 169

168 179 177 177 181 178 184 177 173 177

162 177 173 170 176 179 170 168 174 175

173 178 185 185 171 165 167 174 175 172

179 168 171 175 165 178 172 175 166 171

Este clar ca sub aceasta forma, tabelul nu ne permite sa tragem prea multe concluzii cu
caracter mai general. De aceea, este necesar sa facem o grupare a acestor date. O prima
posibilitate de grupare este cea din tabelul 2, dupa inaltime

Tabelul 2
cm Nr. cm Nr. cm Nr. cm Nr. cm Nr.
Pers. Pers. Pers. Pers. pers
158 1 165 3 171 8 177 9 183 2
159 1 166 2 172 7 178 7 184 1
161 1 167 2 173 8 179 5 185 2
162 3 168 4 174 9 180 3 186 2
163 1 169 5 175 10 181 3 188 2
164 2 170 5 176 9 182 2 190 1

Tabelul are doua coloane, dar a fost prezentat asa deoarece are multe linii. Tn prima
coloana este inaltimea Tn centimetrii, iar in a doua numarul de persoane care au aceeasi
indltime. Sub aceasta forma tabelul ne ajuta sa tragem unele concluzii: inaltimea careia ii
corespunde cel mai mare numar de persoane este 175 cm, inaltimilor apropiate de 175 cm le
corespund un numar mai mare de persoane, decat celor mai departate, etc.
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Tn tabelul 3 sunt prezentate rezultatele obtinute de elevii unei clase la teza la matematica.

Tabelul 3
nota | Numar elevi | nota | Numar elevi
2 1 7 15
3 2 8 6
4 2 9 3
5 4 10 |1
6 7

Din acest tabel putem trage concluzii referitoare la nivelul la care s-a prezentat clasa
respectiva la teza la matematica.

Din aceste exemple rezulta ca analiza statistica a unui fenomen, n raport cu o singura
caracteristica, ne conduce la o serie de perechi de valori, pe care 0 vom numi serie statistica.
In exemplele de mai sus este vorba de perechi de numere, primul numar al unei perechi
reprezentand valoarea caracteristicii (inaltimea n cm, nota la teza), iar cel de-al doilea numar
reprezentdnd numarul de unitati statistice corespunzatoare acelei valori a caracteristicii
(numarul de persoane, numarul de elevi).

In tabelul 4 este prezentata impartirea unui grup de 1500 de persoane dupa culoarea
ochilor.

Tabelul 4
Culoarea ochilor Nr. persoane
Negri 240
Caprui 752
Verzi 302
albastri 206
1500

Dupa cum se vede in, acest caz, caracteristica ia patru valori: negru, caprui, verde,
albastru, care nu sunt valori numerice. Daca impartim un grup de persoane dupa prenume,
atunci caracteristica ia ca valoare un prenume, iar in tabel, in dreptul fiecarui prenume trecem
numarul de persoane care 1l poarta.

Tn acest capitol ne vom ocupa de serii cu caracteristici cantitative.

Atunci cand analiza statistica a unei populatii se face dupa doua caracteristici, rezultatele
obtinute se trec intr-un tabel cu dubla intrare.

Astfel, in tabelul 5 este redata distributia unui numar de 1500 de copii dupa culoarea
ochilor si culoarea parului.

Tabelul 5
Culoarea
ilor negri caprui verzi albastrii | Total

Culoarea
parului
Negru 145 285 30 471 471
Castaniu 62 431 87 647 647
Blond 33 36 185 382 382
total 240 752 302 206 | 1500




Din acest tabel reiese ca au fost gasiti 87 copii cu ochi verzi si par castaniu, 33 de copii
cu ochi negri si par blond, 11 copii cu ochi albastri si par negru, etc.

Tn cazul seriilor statistice cu o singura caracteristica, pentru obtinerea cu usurinta a unor
concluzii generale asupra fenomenului studiat, tabelele cu doua coloane, asa cum au fost ele
prezentate mai sus, sunt suficiente, daca numarul valorilor pe care le ia caracteristica este in
jur de 20.

Céand acest numar este depasit, citirea tabelului devine greoaie, fiind prea voluminoasa.
Este cazul tabelului 1. Tn aceasta situatie se impune o noua grupare a datelor. Revenind la
tabelul 1, impartim multimea valorilor caracteristice in clase, dupa cum reiese din tabelul 6.

Tabelul 6
Clase de valori in Nr.
centimetri persoane
<160 2
160 - 165 7
165 - 165 16
170 - 175 37
175 -180 40
180 - 185 11
185 - 190 7
120

La aceste tabele facem conventia ca extremitatea dreapta a fiecarei clase (cu exceptia,
eventual a ultimei clase) sa nu apartina clasei. Astfel, clasa 165 - 170 cuprinde valorile x ale
caracteristicii, pentru care 165 < x <170.

In cazul pe care I-am prezentat, intervalele reprezentand clasele de valori au aceeasi
lungime. De la aceasta regula putem excepta, eventual clasele extreme (prima si ultima).
Lungimea acestor intervale nu este impusa de o regula fixa, ea fiind la indeméana
statisticianului, care cauta ca impartirea in intervale sa fie cat mai judicioasa. Acest mod de
realizare a tabelelor (cu clase de valori de amplitudini egale sau nu) se impune mereu in cazul
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caracteristicilor comune. Tn tabelul 7 este data repartitia elevilor dupa inaltime.

Tabelul 7
Inaltimea in cm. Nr. elevi
150 - 154 38
154 - 158 65
158 — 162 175
162 — 166 189
166 — 170 111
Peste 170 62
640

Aici lungimea intervalelor alese (amplitudinea claselor) este de 4 cm.



1.2 Frecventa absoluta. Frecventa relativa.
Frecvente cumulate

Numarul tuturor elementelor unei populatii statistice se numeste volumul acelei
populatii.

Astfel, in tabelul 7, populatia este multimea elevilor unei scoli si are un volum total
de 640 de elevi.

Se numegste frecventa absoluta, a unei valori x a caracteristicii, numarul de unitafi
ale populatiei corespunzatoare acelei valori. De exemplu, in tabelul 2, valoarea 172 cm a
caracteristicii are frecventa absoluta egala cu 5, iar in tabelul 3, nota 5 are frecventa absoluta
egala cu 4.

Se numeste frecventa relativa (sau pe scurt, frecventa) a unei valori x a caracteristicii,
raportul dintre frecventa absoluta a valorii x si volumul populatiei. Vom scrie:

(x) = %

unde f(x) este frecventa relativa a valorii X, ny este frecventa absoluta a acestei valori,
iar n volumul populatiei.

Tn tabelul 2, frecventa relativa a valorii 179 este i = i, a valorii 175, ﬂ = i
120 24 120 12

etc. , iar in tabelul 3, frecventa valorii 5 este 4i0 = 10% etc.

Tn tabelele statistice cu doua coloane putem inlocui in coloana a doua frecventele
absolute prin frecvente relative. Astfel, tabelul 3, care prezinta rezultatele la teza de la
matematica dintr-o clasa in care sunt 40 de elevi, poate fi descrisa n tabelul 8.

Tabelul 8

P
o
—
QD

Frecventa
0,025
0,025
0,050
0,100
0,175
0,375
0,150
0,075
0 0,025

PO |NOOOIA~|WIN

Deci, in cazul caracteristicilor cantitative, aceste tabele scot in evidenta o
corespondenta intre doua multimi de numere: multimea valorilor caracteristicii si multimea
frecventelor corespunzatoare. Se poate remarca analogia cu distributia variabilelor aleatoare
pe care 0 scriem sub forma:

(xlxz...xn ]
P:Pe... P



In prima linie sunt trecute valorile variabilei, iar in cea de-a doua linie probabilitatile
corespunzatoare acestor valori. In mod similar, tabelul corespunzator unei caracteristici
cantitative se poate scrie sub forma prezentata in tabelul 9.

Tabelul 9
Valori Frecventa
X1 fl
).) fz.
Xn fn

In prima coloana sunt trecute valorile caracteristicii, iar n cea de-a doua, frecventele
corespunzatoare.

De altfel, notiunile de variabila aleatoare si probabilitate sunt modele teoretice

ale notiunilor de caracteristica si respectiv frecventa care sunt notiuni cu caracter
experimental( statistic).

De multe ori, in loc de caracteristica se spune variabila statistica, sau pe scurt
variabila si vom folosi Tn cele ce urmeaza si aceasta denumire.

Vom spune ca un tabel de genul tabelului 9 defineste distributia sau repartitia
statistica a variabilei respective.

Este usor de observat ca suma frecventelor respective ale tuturor valorilor variabilei
este 1.

Se numeste frecventa absoluta cumulata crescatoare a unei valori x a variabilei suma
frecventelor absolute ale tuturor valorilor variabilei care apar pana la x inclusiv.

Se numeste frecventa absoluta cumulata descrescatoare a unei valori x a variabilei
suma frecventelor absolute ale tuturor valorilor care apar de la x inclusiv (in cazul
caracteristicilor cantitative vom considera da acum numai tabele in care valorile variabilei
sunt scrise n ordine crescatoare).

Astfel, frecventa absoluta cumulata crescatoare a valorii 6 din tabelul 3 este 15, iar
frecventa absoluta cumulata descrescatoare a aceleiasi valori este 32; pentru valoarea 9 a
aceleiasi variabile, cele doua frecvente sunt respectiv 4 si 39.

Tn mod analog, definim frecventa relativa(sau scurt frecventa)cumulata crescitoare si
frecventa cumulata descrescatoare.

Se numeste frecventa cumulata crescatoare a unei valori x a variabilei, suma tuturor
frecventelor valorilor care apar pana la x inclusiv, iar frecventa cumulata descrescdatoare
suma tuturor frecventelor valorilor care apar de la x inclusiv.

Rezulta ca frecventa cumulata crescatoare este exprimata si de raportul dintre
frecventa absoluta cumulata crescatoare si volumul total al populatiei, iar frecventa cumulata
descrescatoare de raportul dintre frecventa absoluta cumulata descrescatoare si volumul total
al populatiei.

Tn cele ce urmeaza, prin frecventa cumulata vom nzelege frecventa relativa cumulata
crescatoare. Un tabel statistic poate fi completat cu aceste frecvente. Tabelul 3 completat
devine tabelul 10.



Tabelul 10

Frecventa | Frecventa | Frecventa | Frecventa | Frecventa | Frecventa

nota absoluta relativa absoluta absoluta cumulata | cumulata
cumulata | cumulata descres- crescatoare
descresca- | crescatoare | catoare
oare

2 1 0,025 40 1 1 0,025

3 1 0,025 39 2 0,975 0,050

4 2 0,050 38 4 0,950 0,100

5 4 0,100 36 8 0,900 0,200

6 7 0,175 32 15 0,800 0,375

7 15 0,375 25 30 0,625 0,750

8 6 0,150 10 10 0,250 0,900

9 3 0,025 4 39 0,100 0,975

10 1 0,025 1 40 0,025 1

Observatie: frecventa absoluta cumulata crescatoare (descrescatoare) a valorii X ne da
numarul de unitati corespunzatoare valorilor strict mai mici (mai mari) sau egale cu x. astfel,
numarul din linia a 5-a a tabeluluil0 ne spune ca exista 15 elevi cu note mai mici sau egale cu
6 (deci cu note de 2, 3, 4, 5, 6). Pe acelasi tabel citim ca exista 30 de elevi cu note mai mici ca
8, sau 10 elevi cu note mai mari decat 7, etc. putem interpreta, de asemenea, datele din
coloanele 6 si 7. astfel putem spune ca 0,1 = 10% din elevi au note mai mici de 5 (deci note
de 2, 3,4 ), ca0,1 =10% au note mai mari decat 8 (deci 9 si 10 ), ca 0,2 = 20% au note mai
mici ca 6, etc.

Notiunile introduse in raport cu valorile individuale ale variabilei pot fi extinse si Tn
cazul tabelelor cu clase de valori. Astfel, frecventa absoluta a unei clase este numarul de
unitati corespunzatoare valorilor variabilei care apartin clasei respective, iar frecventa relativa
(frecventa) unei clase este raportul dintre frecventa sa absoluta si efectivul total al populatiei.
Astfel din tabelul 6, re3zulta ca frecventa absoluta a clasei 160 — 165 este 7, iar frecventa sa

relativa este L.
120

Se numeste frecventa absoluta cumulata crescdatoare a unei clase suma frecventelor
absolute ale tuturor claselor care apar pana la clasa considerata inclusiv.

Se numeste frecventa absoluta cumulata descrescatoare a unei clase suma
frecventelor absolute a tuturor claselor care apar de la clasa considerata inclusiv.

Completand cu aceste frecvente tabelul 6 obtinem tabelul 11.

Tabelul 11
Frecventa Frecventa absoluta | Frecventa absoluta
Clasa de valori absoluta cumulata cumulata
crescatoare descrescatoare
<160 2 2 120
160-165 7 9 118
165-170 16 25 111
170-175 37 62 95
175- 180 40 102 58
180- 185 11 113 18
185-190 7 120 7
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Cum se face citirea unui astfel de tabel ?

Frecventa absoluta cumulata crescatoare a unei clase ne da numarul de unitati
corespunzatoare valorilor mai mici (strict) decat limita superioara a intervalului, iar frecventa
absoluta cumulata descrescatoare ne da numarul unitatilor corespunzatoare valorilor mai mari
sau egale cu limita inferioara a intervalului. Astfel din tabelul 11 rezulta ca din persoanele
masurate 62 au inaltimi sub 175 cm; 95 persoane au cel putin 170 cm inaltime, etc.

Frecventa relativa cumulata crescatoare (frecventa cumulata) a unei clase este suma
frecventelor claselor care apar pana la clasa considerata, inclusiv sau, ceea ce este acelasi
lucru, raportul dintre frecventa absoluta cumulata crescatoare si efectivul total al populatiei. Tn
mod analog se defineste frecventa relativa cumulata crescatoare a unei clase.

Din tabelul 11 rezulta ca frecventa cumulata a clasei 175- 180 este %:0,85:85%.

Vom spune ca 85% din persoanele masurate au indltimea sub 180cm. frecventa cumulata
descrescatoare a clasei 165-170 este 0,925, deci 92,5% din persoanele considerate au
inaltimea de cel putin 165cm.

1.3 Serii cronologice

Tot in cadrul seriilor statistice sunt incluse si asa-numitele serii cronologice care
prezinta evolutia n timp a unor marimi.

Tn cazul unui tabel corespunzitor unei serii cronologice, in prima coloana sunt trecute
anumite momente sau intervale de timp, iar in coloana a doua valorile corespunzatoare ale
marimii considerate. Astfel sa presupunem ca se masoara temperatura apei unui lac intr-un
anumit punct, in fiecare an la 15 iulie ora 12, iar rezultatele obtinute sunt trecute in tabelul 12.

Tabelul12
Data Temperatura in °C
15 iulie 2000 20
15 iulie 2001 22
15 iulie 2002 19
15 iulie 2003 18
15 iulie 2004 20
15 iulie 2005 20
15 iulie 2006 21
15 iulie 2007 20

Tn coloana stanga avem trecute momentele precise de timp, spre deosebire de tabelul
13, unde avem trecute in coloana stanga intervalele de timp.

Tabelul 13
NUMARUL ABSOLVENTILOR UNEI SCOLI
1990-1994 1000
1995-1999 997
1999 -2004 1002
2004-2008 1018

(In tabelele 12 si 13 datele sunt imaginare.)
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2. Reprezentarea grafica a seriilor statistice

In acest paragraf ne vom ocupa de reprezentarea grafica a seriilor statistice cu o
singura caracteristica. Reprezentarea grafica a unei serii este uneori foarte sugestiva, ea
contribuind la o prima interpretare intuitiva, pe cale vizuala a datelor. Deseori reprezentarea
grafica a datelor sugereaza insasi legea pe care o urmeaza fenomenul studiat.

Reprezentarea grafica a seriilor cu
caracteristica calitativa

Reprezentarea acestor distributii constituie un capitol deosebit de important al
reprezentarii grafice, dat fiind ca ilustreaza, prin desene, anumite rapoarte numerice. Graficul
corespunzator poarta numele de diagrama.

Sa consideram de exemplu, distributia investitiilor unei societati pe diferite ramuri, in
anul 2002-2006.

Tabelul 14
Total investitii 100%
11 57,4%
12 13,1%
13 11,8%
14 8,7%
15 3,5%
16 5,5%
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70,00%
60,00%
50,00%
40,00%
30,00%

20,00%

10,00%

0,00%

8,70%

11,80%

57,40%

13,10%

Datele pot fi reprezentate ca mai sus.

Reprezentarea seriilor
Cu caracteristica cantitativa

Seriile cu caracteristica cantitativa se reprezinta grafic in raport cu un sistem de axe
rectangulare. Alegerea unitatii pe fiecare dintre axe este la indemana statisticianului, care are
grija ca alegerea sa usureze obtinerea concluziilor dorite, cat si ca desenul sa sugereze
histograma fenomenului.

a)  Reprezentarea in batoane. Aceasta reprezentare se foloseste mai ales pentru
seriile in care variabila ia un numar mic de valori.

Sa consideram datele din tabelul 15.
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Tabelul 15
DISTRIBUTIA FAMILIILOR DINTR-UN BLOC
DUPA NUMARUL DE COPII

Nr. Frecventa
membri absoluta
6

18

23

20

14

6

2

1

~NoO Ok~ WO

Obtinem distributia in batoane din figura 2.

Deci pe axa orizontala sunt trecute punctele reprezentand valorile reprezentand
valorile variabilei si din aceste puncte se ridica segmente verticale de lungime egala cu
frecventa absoluta sau relativa a valorii respective.

A

Fig. 2

v

|
Segmentele ridicate sunt masurate cu unitate pe Oy.

b)  Histograma. Fiind data o serie cu clase de valori cu amplitudini egale obtinem
histograma acestei serii, luand pe axa orizontala o succesiune de segmente egale reprezentand
amplitudinea claselor, si ridicand, pe fiecare din aceste segmente considerate ca baze,
dreptunghiuri de inaltimi proportionale cu frecventele (relative sau absolute) ale claselor
respective.

Fig.3

[ ]
0 10 20 30 40 50 60

v

Histograma corespunzatoare din tabelul 16 este data in figura 3.
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DISTRIBUTIA UNOR PIESE
DUPA DIAMETRUL LOR

Tabelul 16

Marimea diametrului | Frecventa absoluta Frecventa cumulata
mm

10-20 10 10

20-30 15 25

30-40 12 37

40-50 15 52

50 - 60 18 60

Histograma corespunzatoare tabelului 11 este data in figura 4.

.

0 155 160 165 170 175 180 185 190 fig. 4

c) Daca din mijlocul fiecarui segment de pe axa orizontala ridicam segmente proportionale
cu frecventele claselor corespunzatoare fiecarui segment si unim printr-o linie poligonala
extremitatile superioare ale acestor segmente obtinem poligonul frecventelor. Astfel,
poligonul frecventelor corespunzatoare tabelului 16 este dat in figura 5.

A

»

o 10 2 3 4 50 e fig.5

d) Daca aceleasi puncte de la aliniatul precedent le unim nu printr-o linie poligonala, ci
printr-o curba, obtinem curba de distributie empirica a seriei respective.

Poligonul frecventelor cumulate (crescatoare) se obtine unind printr-o linie poligonala
punctele (X, y), unde x este extremitatea dreapta a intervalului unei clase, iar y frecventa
cumulata a clasei respective, la care mai adaugam punctul (a, 0), unde a este limita inferioara
a primei clase.

Astfel, poligonul frecventelor cumulate corespunzator tabelului 11 este dat in figura 6
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Tn mod analog se defineste curba frecventelor cumulate descrescatoare. Daca punctele din
figura le unim nu printr-o linie poligonala, ci printr-o curba, obtinem curba cumulativa a seriei

considerate.
A

v

0 155 160 165 170 175 180 190 fig. 6

\—/\ﬁ

v

O L M M J V S D fig7

Repartizarea seriilor cronologice

Sa presupunem ca intr-un camin scolar se dau note fiecarui dormitor pentru
ntretinerea curateniei. Rezultatele obtinute de un anumit dormitor intr-o saptamana sunt date

n tabelul 17.

Tabelul 17

O|0I<|<ZIZ™
S

Diagrama corespunzatoare acestui tabel este dat in figura 7.
In acest mod se pot face graficele realizarilor zilnice ( pe o perioada de timp ) —
individuale sau colective — intr-o intreprindere. Abscisele punctelor care se unesc prin linia
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poligonala sunt mijloacele segmentelor reprezentand intervale de timp (sau punctele
reprezentand momentele), iar ordonatele, valorile marimii considerate, in intervalul de timp
corespunzator.

3. Elemente caracteristice ale unei serii statistice

In cele ce urmeaza vom numi valoarea centrala a unei clase de variasie, media
aritmetica a extremitatilor acestei clase. Astfel, valoarea centrala a clasei 165 - 170 din
tabelul 11 este 167,5.

3.1 Modul
Modulul sau dominanta unei serii se numeste valoarea caracteristicii corespunzatoare
celei mai mari frecvente in cazul in care valorile caracteristicii sunt date individual si valoarea
centrala a clasei corespunzatoare celei mai mari frecvente, in cazul variabilelor continue, cand
se dau clase de variatie. Aceasta notiune prezintad interes mai ales in cazurile cand avem o
singura dominanta.
In cazul prezentat in tabelul 3, dominanta este 7, iar in cazul tabelului 11 este 177,5.

3.2 Mediana

Mediana unei serii este un numar X astfel ca exista tot atitea unitati statistice
corespunzatoare valorilor > x.
Daca o caracteristica ia valorile:
1,3,33,4,5,6,6,7,8,9,
Atunci 5 este mediana, deoarece exista 5 valori <5 si 5 valori >5.
Daca avem valorile:
1,3,33,4,5,6,7,7,9,
Atunci vom lua ca mediana media aritmetica a numerelor situate la mijloc (daca ele au fost
luate in ordinea marimii).in acest caz, mediana este 4,5. uneori se considera ca mediana
oricare din cele doua numere.
Cum se calculeaza mediana in cazul unei variabile continue, vom arata pe un exemplu. Sa
consideram pentru aceasta tabelul 16.
Daca piesele ar fi aranjate in ordinea diametrelor lor, noi vrem sa calculam diametrul celei
de-a 30-a. diametrul acestei piese este cuprins intre 30 si 40mm. clasa 30 — 40 are frecventa
absoluta 12. vom presupune ca cele 12 piese corespunzatoare creste uniform de la 30 la 40.

40-30

deci cresterea diametrului de la o piesa la urmatoarea este . Pe de alta parte, a-30-a

piesa a populatiei este a 30 — 25 = a 5-a piesa a clasei (deoarece exista 25 de piese cu
diametrul <30). Deci, diametral celei de-a 30-a piesa este

30 + (30-25) x 40-30 _ 34,16mm.

3.3 Media aritmetica
Daca x1, Xz, ... ,Xn sunt n valori, se stie ca media lor aritmetica este
Xi+ Xe+...+ Xn
—
Fiind data distributia unei variabile x :
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valoarea Frecventa
X1 Y1
X2 Y2

Xn Yn

Valoarea medie a variabilei respective este:

X =

XY, + XY, ...+ XY, . (1)
Yi+Y,+...+Y,

Daca N =y; +y, + ...+y, este efectivul total al populatiei, atunci :

Q:xl%+x2%+...+xn .

Sau, daca notam cu fi:%frecventa relativa a valorii x; (i=1, 2, ..., n), atunci:

X =X1fy + Xofo +...+ Xpfy .

Expresia (1) are intr-adevar semnificatia unei medii aritmetice. Variabila x ia dupa cum
reiese din tabel de y; ori valoarea x;, de y, ori valoarea X, si asa mai departe. Deci pentru a
calcula valoarea medie a variabilei, calculam media aritmetica a numerelor

X1, X1,..X1, X2, X2,...X2, ey XnyXny . Xn
Y1 Ori Yy ori Ya Ori

si obtinem chiar expresia din membrul drept al relatiei (1). Aceasta expresie se mai numeste
media aritmetica ponderata a numerelor Xxi, Xz, ... ,Xn, numerele yi, y», ... ,yn fiind ponderile
respective ale acestor valori.

Daca vom considera tabelul 3 rezulta ca media pe intreaga clasa la notele la matematica este:

10X14+9X3+8X6+7X154+6X7+5X4+4X2+3X1+2X1

=6,625.
40

Cazul seriilor cu variatie continua Tl reducem la cazul precedent substituind fiecare clasa cu
valoarea sa centrala.
Astfel in exemplul precedent in tabelul 16 se obtin datele din tabelul 18.

Tabelul 18
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Marimea Frecventa Valoarea XiYi
diametrului absoluta y; centrala xi

10-20 10 15 150
20-30 15 25 375
30-40 12 35 420
40-50 15 45 675
50 - 60 8 55 440

60 2060

X = &go =343

Daca vrem sa lucram cu numere mai mici decat cele ce ne sunt date Tn tabele facem

urmatoarele observatii. Avem pentru orice | :

Xi= Xo+ ( Xi — Xo),
XiYi = XoYi + (Xi — Xo) Vi.

Dand lui i valorile 1, 2, 3, ..., n obtinem n relatii care adunate termen cu termen ne dau :

X1Y1+ XoY2 + ...+ XnYn = Xo (Y1 + Yo+ ..

sau, impartind cu N =y + y, +...+yp,

X =Xo

N (Xi— Xo) Y1+ (X2 = Xo) Y2 + ...+ (Xo — Xo) Yn

N

aceasta relatie 0 mai putem scrie:

X =Xo+ X—Xo.

. Yn) + (X1- Xo )y1 + ( X2—Xo)Ya+ ... + (Xn = X0)Yn ,

Tn exemplul precedent, luand xo = 35, avem calculele prezentate in tabelul 19.

Tabelul 19

Frecventa Valoarea
Clase absoluta y; centrala x; Xi — Xo (Xi—Xo )i
10-20 10 15 -20 -200
20-30 15 25 -10 -150
30-40 12 35 0 0
40-50 15 45 10 150
50 - 60 8 55 20 160

60 -40
x=35-20 _ 34,3

60

19



3.4 Dispersia

Definitie. Fiind date n valori x;, X, ..., X, avand media x, se numeste dispersie de selectie,
marimea:

2o (% = X)2+ (X, = X)2 + ... 4 (X, = X)?
n-1

fiind data seria statistica:

Valori x; Frecventa absoluta y;
X1 Y1
X2 Y2
Xn Yn

Xiyi+ XYz + ...+ XaYs

Unde N=yi+yo+..+yysi X= N

sunt respectiv efectivul total al populatiei si valoarea medie, dispersia corespunzatoare
este :

o= (Xe=X)2y: 4+ (X2 = X)2Y2 + ... + (X0 — Xn)2Yn
N -1 '

Caracteristica

c=+o?

se numeste abaterea mediei patratice. Ea se exprima in aceleasi unitati ca si
caracteristica studiata. Prin urmare, valoarea abaterii medii patratice D(X), si deci implicit
valoarea dispersiei D?(X), dau o masura pentru imprastiere (dispersia) valorilor variabilei X in
jurul valorii medii. Cand D(X) este mic, atunci valorile lui X sunt stranse in jurul valorii
medii M(X), iar daca D(X) este mare, valorile variabilei X sunt imprastiate. Aceasta
observatie justifica denumirea de dispersie pentru marimea D*(X).

Tn cazul caracteristicilor continue se substitue fiecare interval de variatie prin valoarea
sa centrala.

Sa dam si o alta forma dispersiei. Vom dezvolta expresia:

L X)y1+ (%2 = X)P¥2 +o.(%n = X)Wl

si obtinem:
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2

— 2 2 2 o
o= [X1y1 + X2°Y2 + oo XnYn— 2 X (Xay1 XYz +...t

N-1
+Xnyn) + ;Z(yl + y2 ++ yn)] _ X12y1+ XZZI\)I/Z +1+ Xn2yn _ 2 ;2 + X —

_ X2Yi+ X2y +...+ Xa2Ys ) X2

N 1 (2)

Deci
o2 =X —(x )2

Daca am fi inlocuit marimile X; prin X; — Xo unde Xo este o constanta, am fi obtinut:
Xi—X 1+ (X2— X 2t (X — X n ,
02 — ( O)Zy ( O)Zy ( O)Zy _ (X _ X)2 (2)
N

unde prin x? am notat media aritmetica a marimilor xi%, Xo°, ...,x.> cu ponderile yi, y»,
...,Yn. @M regasit 0 proprietate a dispersiei unei variabile aleatoare.

Sa completam tabelul 19 cu datele necesare calculului dispersiei 6. Vom calcula o
atat direct cat si folosind formula (2").

Luam Xo = 35 si stim ca x = 34,3. se obtin datele din tabelul 20.

2

Tabelul 20
Val.
clase Frecv. |Centr. |x.x, | x-x | Xi- Xo)? (Xi - X 0)? Vit - | yi(xi-%o)?
Vi X Xo)?
10-20 10 15 -20 -19,3 | 400 372,49 4000 3724,90
20-30 15 25 -10 -9,3 100 86,49 1500 1296,45
30-40 12 35 0 0,7 0 0,49 0 5,88
40-50 15 45 10 10,7 100 114,49 1500 1717,35
50-60 8 55 20 20,7 400 428,49 3200 3427,92
60 10200 | 10172,50
Deci :
o= 101725 - 1605

sau folosind (2)
o = 6—10 * 10200 - (34,3 — 35) = 169,5.

Se observa ca alegand convenabil valoarea lui Xo, calculele se simplifica.
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4. SONDAJ

4.1 Notiuni introductive

Statistica matematica este una din ramurile moderne ale matematicii care se ocupa cu
gruparea, analizarea si interpretarea datelor referitoare la anumite fenomene, precum si cu
previziuni n ceea ce priveste producerea lor viitoare.

Pornind de la cunoasterea modului de repartizare a frecventelor, statistica matematica
Tsi propune prin metode inductive sa obtina informatii referitoare la legile de repartitie
(probabilitate) ale fenomenului care a produs frecventele.

In cadrul analizei statistice a unui fenomen actioneaza mai intéi statistica formala sau
descriptiva, care se ocupa cu colectarea datelor asupra fenomenului respectiv. Intervine apoi
statistica matematica cu ajutorul careia datele sunt analizate si interpretate.

Definitie. Numim populayie statistica sau mai simplu populatie, orice multime care
formeaza obiectul unei analize statistice.

Rezolvarea numeroaselor probleme practice confrunta pe statisticieni cu necesitatea
de a studia populatii cu un mare numar de elemente constitutive fara a avea posibilitatea reala
de a examina fiecare element in parte. Tn asemenea cazuri s-a considerat ca cel mai bun lucru
pe care 1l poate face cel interesat, este acela de a examina un numar limitat de elemente,
sperand ca informatia primita va fi utila si suficient de precisa pentru a caracteriza (cunoaste)
intreaga populatie.

Acest numar finit de elemente (de fapt o subpopulatie) constituie ceea ce se cunoaste
sub denumirea de esantion care arata legatura cu notiunea de populatie totala indicand
multimea finita sau infinita luata n studiu.

Un postulat unanim admis, verificat in numeroase aplicatii, este acela ca un esantion
ne va da informatii utile despre populatia originala din care a fost extras si ca pe masura ce
volumul esantionului creste, proprietatile si structura populatiei originale vor fi mai fidel
reprezentate. Directiile de cercetare tot mai ample in acest sens au conturat si apoi au definit
riguros obiectul teoriei sondajului, capitol fundamental al statisticii matematice.

H. Poincare a spus: “ Slabiciunea noastra nu ne permite sa imbratisam tot universul si
suntem obligati sa-1 descompunem in bucati.”

Evenimentele si fenomenele din natura si societate sunt foarte numeroase, prea
complexe si prea variate pentru a permite o observare totala. Suntem deci obligati, Tn
cercetarea stiintifica, sa recurgem la fractionari, din care sa scoatem adevaruri generale.

4.2 Caracteristici ale sondajului

Vom prezenta cateva notiuni elementare de statistica. Vom incepe cu doua exemple
care evidentiaza notiunile prezentate.

Exemplul 1

Dorim sa cunoastem repartitia elevilor dintr-o clasa, dupa notele obtinute la

matematica:

- multimea elevilor dintr-o clasa formeaza populatia statistica;

- fiecare elev reprezinta 0 unitate statistica;

- nota obtinuta la matematica este caracteristica studiata.
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Exemplul 2
Consideram repartitia unei colectivitati de recruti dupa inaltimea si greutatea
corporala:
- multimea recrutilor reprezinta populatia statistica;
- fiecare recrut reprezinta o unitate statistica,
- exista doua caracteristici: inaltimea si greutatea.
In exemplele prezentate observim doua tipuri de caracteristici: cantitative
(masurabile) si calitative (bun sau prost).
Caracteristicile cantitative se prezinta atunci cand pot fi masurate in numere reale
(exemplul 2).
Caracteristicile calitative se prezinta atunci cand pot fi calificate prin atributul bun
sau prost (exemplul 1).
Dupa efectuarea sondajului, de obicei repartizarea observatiilor se face grupéand
datele in intervale.
Definitie. Totalitatea valorilor care apartin unui interval dat se numeste clasa.
Pentru fiecare interval se definesc:
- frecventa absoluta n; (1 =1, 2, ...k ), care reprezintd numarul de observatii Tn
intervalul i.
- frecventa absoluta cumulata, care reprezintd numarul tuturor observatiilor
carora le corespund valori mai mici sau egale cu limita superioara a intervalului i.
- frecventa relativa cumulata Fq(x;), adica suma frecventelor relative
corespunzatoare intervalului I si intervalelor precedente.
Suma frecventelor absolute ne da numarul total al esantionului.
Observatie. Intervalele nu sunt de lungimi egale. Pe statisticieni ii intereseaza
frecventa corespunzatoare unui interval.

4.3 Populatii si sondaje

In statistica matematica vom intélni trei tipuri de populatie:

- populatii finite;

- populatii ipotetice;

- populatii infinite.

Populariile finite sunt totodata, si populatii reale in sensul ca sunt construite dintr-un
numar finit, efectiv de elemente, cu o anumita determinare calitativa, intr-un loc si intr-un
timp date.

Populariile ipotetice sunt o extindere logica a conceptului de populatie reala. Formal o
populatie ipotetica o putem defini ca fiind multimea tuturor modurilor posibile ce pot fi
concepute si prin care se poate produce un eveniment specificat. De fapt, o populatie ipotetica
poate fi imaginata Tn legatura cu orice eveniment specificat. Putem sa ne imaginam ca o
populatie ipotetica este o populatie infinita de populatii finite analoage, adica avand aceeasi
determinare calitativa cu populatia reala considerata.

Populayii infinite. Tn acest caz populatiile considerate au un numir infinit de elemente.
In unele cazuri numirul elementelor este atat de mare incat il putem considera practic infinit.

A. Avantajele si obiectivele sondajului.

Sondajul statistic se bucura de privilegiul de a fi adeseori singura metoda de cercetare
practic posibila. Ne referim, desigur, la imprejurari in care inregistrarea totala nu se poate
utiliza fara prejudiciul ireparabil al obiectelor studiate. Tn anumite situatii, cAnd se efectueazi
controlul statistic al calitatii productiei, de exemplu masurarea duratei medii de ardere a
becurilor, produsul este pierdut ireparabil.

Principalul avantaj al metodei sondajului statistic al calitatii consta in faptul ca acesta
este aplicabil Tn toate cazurile, cAnd se preconizeaza obtinerea unor importante economii de
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timp si, totodatd, al unui volum de informatii strict necesar si suficient, adeseori cu un grad de
exactitate mai mare decat cel ce se poate realiza cu prilejul inregistrarilor totale. Se stie ca in
cazul acesta din urma sunt posibile numeroase erori, adeseori inevitabile.

Obiectivul fundamental al cercetarii, pe baza de sondaj, a populatiilor statistice este
acela de a obtine cu un efort minim un volum maxim de informatie asupra populatiei
originale, luata in calcul.

Valori tipice ca media, abaterea medie patratica, momente, mediana, si altele, se
numesc parametrii populatiilor originale, spre deosebire de variabilele corespunzitoare de
sondaj care poarta denumirea de statistici.

O parte importanta a teoriei sondajului este consacrata gasirii procedeelor adecvate de
estimare a valorilor tipice ale populatiei originale pe baza informatiei oferite de esantion.

Un alt obiectiv al cercetarii pe baza de sondaj este acela de a determina precizia unei
estimatii, stabilindu-se Tn acest scop anumite limite pentru abordarea posibila a estimatiei
bazata pe esantion, fata de valoarea adevarata a parametrului estimat al populatiei originale.

B. Tipuri de sondaje.

Un esantion se formeaza dintr-un numar determinat de unitati elementare observate.
Dupa modul in care pot fi prelevate in esantion aceste unitati se cunosc urmatoarele tipuri de
sondaje:

- sondajul pur aleator;

- sondajul dirijat;

- sondajul mixt.

Sondajul pur aleator. Tn cazul acestui tip de sondaj, unitatile elementare ale populatiei
originale sunt prelevate in esantion la intdmplare. Formal, alegerea la intdmplare inseamna ca
la fiecare element component al populatiei originale are aceeasi probabilitate de a fi ales in
esantion. S-a formulat astfel un principiu fundamental al sondajului aleator.

Vom numi egantion aleator, cand acesta a fost ales astfel incat, in procesului
sondajului, toate esantioanele posibile, formate, sa zicem, din n elemente, au aceeasi
probabilitate de a se realiza. (Exista si sondaje aleatoare cu probabilitati variabile.)

In ceea ce priveste reprezentativitatea sondajului, prima problema care apare in
procesul sondajului este aceea a modului in care putem obtine un esantion cu adevarat aleator
pentru a asigura astfel reprezentativitatea sondajului. Prin aceasta notiune intelegem o
anumita identitate ( mai mare sau mai mica ) a structurii esantionului cu structura populatiei
originale.

Obtinem o reprezentativitate perfecta a unui esantion, cand identitatea dintre cele doua
structuri este deplina, ceea ce in practica este imposibil de realizat. De obicei se considera
satisfacator acel sondaj care asigura abateri ale valorilor tipice de structurale populatiei de
sondaj cu cel mult 5% fata de parametrii corespunzatori ai populatiei originale.

Exista doua tipuri de erori de sondaj:

- erori sistematice;

- erori aleatoare (intamplatoare ).

Prin erori reprezentative se inteleg diferentele dintre caracteristicile studiate in
esantion si cele din populatia originala. Aceste diferente se produc in toate cazurile,
eliminarea lor completa nefiind posibila. Este posibild insa determinarea cu exactitate a
marimii lor probabile.

Erorile de reprezentativitate sunt, in general, rezultatul incalcarii principiului
fundamental al sondajului aleator, acela ca fiecarei unitati din populatia generala sa-1 fie
asigurata aceeasi probabilitate de a fi aleasa din esantion. Mentionam faptul ca fiinta umana
are, ca parte componenta a structurii sale psihologice, tendinta de a se indeparta de caracterul
cu adevarat intamplator in alegerile sale. Chiar si observatori experimentati din diferite ramuri
ale cercetarii stiintifice, efectuand sondaje, adeseori nu pot evita aparitia de erori sistematice
destul de mari.
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Mentionam ca anumite tehnici de sondaj valabile in cercetarea populatiilor mici se
dovedesc cu totul ineficiente Tn cazul populatiilor mari. Astfel, putem spune, in masura in care
ne referim la aceste caracteristici, ca nu exista nicio ratiune ca un element sa fie ales mai
curand decét altul si, in consecinta, se va respecta principiul conform caruia fiecare element al
populatiei va avea aceeasi sansa de a fi ales in esantion. Tn acest sens au fost concepute
procedee, cum ar fi acela al alegerii mecanice si, mai recent cel al tabelelor intamplatoare.

Sondajul dirijat. Un asemenea sondaj se efectueaza dupa un anumit principiu
prestabilit, atunci cand acesta apare ca fiind rational si util. lasand loc opiniilor personale si
inclinatiilor proprii la extragerea esantionului, ceea ce, dupa cum se stie, prezinta pericolul
unor erori sistematice. Tncrederea pe care o putem acorda acestui tip de sondaj depinde de
circumstantele cazului dat.

Uneori sondajul dirijat formeaza esantioane tipice sau reprezentative intr-o masura
mai mare decat un sondaj aleator. Nu este exclus ca un sondaj aleator sa se abata mult fata de
medie, in timp ce un esantion dirijat, prin constructia sa, sa fie foarte apropiat de medie.

Tn cazul sondajului de volum mare, datoriti erorilor sistematice, rezultatele sondajului
dirijat pot fi din ce in ce mai putin reprezentative, in timp ce rezultatele sondajului aleator sa
capete o reprezentativitate tot mai buna.

Sondajul mixt. Cel mai reprezentativ exemplu de sondaj mixt este sondajul stratificat
(tipic). El combina principiul sondajului dirijat cu cel al sondajului aleator. Esenta acestui tip
de sondaj consta in divizarea intregii populatii in structuri (grupe tipice in raport cu un
principiu oarecare, prestabilit ) si apoi, extragerea cate unui esantion aleator din fiecare strat.
Si1n cazul sondajelor mixte apar erori de reprezentativitate, de regula, ele sunt insa mai mici.

Sondajul mixt ne sugereaza ideea ca formarea unui esantion reprezentativ se poate
face n faze.
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Capitolul 11
TEORIA PROBABILITATILOR

1. Evenimente. Camp de evenimente.

Se pot da extrem de multe exemple (practic din orice domeniu) de experiente aleatoare si
in cadrul fiecaruia din acestea se pot da exemple de evenimente pe care se poate pune
problema evaluarii sanselor de a se produce. Trecerile de la o stare la alta (elev, student) se
produc cu anumite probabilitati.

Un exemplu este planificarea nevoilor de invatamant in functie de dezvoltarea economica.
Un astfel de studiu se poate raporta la o populatie finita, in permanenta miscare, urmand legi
stocastice. Este deci, naturala introducerea notiunii de probabilitate cand se examineaza un
astfel de model.

Vom accepta deci punctul de vedere conform caruia teoria probabilitatilor este o parte a
studiului naturii.

Mentionam ca un eveniment legat de o anumita experienta poate fi sigur, imposibil sau
aleator, Tn raport cu aceasta experienta. Prin experienta se intelege realizarea unui complex de
conditii S.

Evenimentul sigur este acel eveniment care se produce de fiecare data cand sunt realizate
conditiile S. de exemplu la aruncarea unui zar sa apara una din fetele numerotate cu: {1}, {2},
{3}, {4}, {5}, {6}

Evenimentul imposibil este acela care in prezenta conditiilor S nu se poate realiza
(produce) niciodata cand conditiile S sunt realizate. De exemplu, la aruncarea unui zar sa nu
apara nici o fata.

Eveniment aleator este acela care in prezenta conditiilor S se poate produce sau nu. Tn
cazul aruncarii unui zar ne punem problema daca apare o fata cu un numar par sau impar de
puncte.

Tn exemplul de mai sus este clar ca cele doua evenimente nu se pot realiza impreuna.

Definitie. Doua sau mai multe evenimente sunt incompatibile daca nu se pot realiza
impreuna. In caz contrar se numesc compatibile.

Exemple:

1. Sa consideram experienta care consta in aruncarea unui zar si fie evenimentele:
A: aparitia unui numar par de puncte;
B: aparitia unui numar impar de puncte.

Evenimentele A si B sunt incompatibile.

2. In cadrul aceleiasi experiente consideram evenimentele:
C: aparitia unui numar mai mic decét 4;
D. aparitia unui numar intre 2 si 5.
In cazul in care zarul cade cu fata 2 sau 3 atunci se realizeazi ambele evenimente.
Fie Q multimea tuturor rezultatelor posibile ale unei experiente. Multimea Q este
numita mulsimea evenimentelor elementare, iar elementele sale vor fi numite puncte, notate .
Tn cele ce urmeaza vom spune ca {®} reprezinta un eveniment elementar.
Exemplu: Tn cazul aruncirii unui zar, multimea Q este formata din:

Q= {1}, {2}, {35, 145, 155, 163}
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in timp ce {1} reprezinta un eveniment elementar.

Notam cu P(Q) multimea tuturor evenimentelor aleatoare. Tn aceasta multime vom
reliefa doua evenimente importante.

Definitie. Evenimentul contrar al lui A sau non A este evenimentul care se realizeaza
daca si numai daca nu se realizeaza A.

Exemplu: Tn cazul aruncarii unui zar, avem:

A={124}; A ={35,6}.

Observatie. Evenimentele de mai sus sunt incompatibile.

Pe multimea evenimentelor P(€) vom introduce urmatoarele operatii cu evenimente:

Definitie. Daca realizarea evenimentului A va implica realizarea evenimentului B vom
spune ca evenimentul A implica evenimentul B si vom nota Ac B.

Exemplu: Fie A = {1,2} si B = {1,2,3,5} doua evenimente. Evident Ac B.

Definitie. Fie A, B € P(QQ). Evenimentul A sau B numit reuniunea evenimentelor A si B
este evenimentul care se realizeaza daca si numai daca se realizeaza cel putin unul din
evenimentele A sau B si se noteaza AU B.

Exemplu. Fie A = {1,2} si B = {4,5} doua evenimente. Rezulta AU B = {1,2,4,5}.

Definitie. Fie A,Be P(Q). Evenimentul A si B numit intersectia evenimentelor A si B
este evenimentul care se realizeaza daca si numai daca se realizeaza ambele evenimentele A
sau B si se noteaza ANB.

Exemplu: Fie A = {1,2,3} si B = {2,4} doua evenimente. Rezulta An B ={2}.

Definitie. Doua evenimente A si B se numesc incompatibile daca ele nu se realizeaza
impreuna, adica daca AN B =¢.

Exemplu: evenimentele A si A sunt incompatibile.

Definitie. Diferenta evenimentelor A si B este evenimentul care se produce atunci si
numai atunci cand se produce A dar nu se produce B. se noteaza

A-B=ANB.

Definitie. Vom spune ca evenimentele A;, ... ,A, formeaza un sistem complet de
evenimente daca se realizeaza cu certitudine unul si numai unul din aceste evenimente. Se
poate scrie:

1) QA:Q

2) ANA =¢Vi£j, i,j=1n
Observatie. Se foloseste denumirea de partizsie a evenimentului Q.

Corp de parti.
Fie K o familie de evenimente a lui Q.
Definitie. O familie K de parti ale lui Q, K < P(Q) se numeste corp daca sunt verificate

urmatoarele axiome:

1. VAeK = AeK;

2. VABe K= AuBeK.

Observatie. Multimea K va fi numita camp finit sau adifie algebrica de parti ale lui Q.
Propozitie. Daca K este un corp de parti ale lui Q atunci:

a) QeK,peK;

b) VABe K= AnBeK.

Demonstratie:

a) Daca AcK = AUAe K, deci

AUA=QeK=QeK=¢eK.
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BeK BekK

Observatie. Putem spune ca un corp de parti ale lui Q este o familie nevida de submultimi
ale lui Q inchisa la reuniune finita, intersectie finita si trecere la complementara.
Observatie. Daca A BeK = A-B=AnBeK si AAB=(A\B)U(B\A)eK.
Definitie. O multime K de parti ale lui Q se numeste corp borelian daca sunt verificate:

1. daca AceK = AeK;

2. daca {A},_, cK=|JA eK.

neN

Observatie. Un corp borelian este un corp. se mai numeste ¢ — algebra sau algebra
completa.
Definitie. Perechea {Q, K} se numeste camp de evenimente.

AeK AeK - — o
b) = = AuBeK sau AnBeK deunde AnBeK.

neN

2. Probabilitate. Proprietiti.

Camp de probabilitate.

Fie {Q, K} un cdmp de evenimente.

Definitie. Se numeste probabilitate pe K o aplicatie P : K — R, cu proprietatile:

1) P(A)> 0 VAeK;

2) P(Q)=1;

3) P(AUB)=P(A)+P(B) VABeK cu AnB=¢

Definitie. Se numeste camp de probabilitate tripletul {Q, K, P} unde Q este multimea
evenimentelor elementare, K un camp de parti, iar P o probabilitate pe K.

Definitie. Se numeste probabilitate ¢ — aditiva sau inca incomplet aditiva pe K o
aplicatie P : K— R, cu proprietatile:

1. P(A)>0 VAeK;

2. P(Q)=1,

3. P(UA]:ZP(A) V{A}., =K cu ANA =¢i=jijel iarlesteo

iel iel

multime cel mult numarabila de indici.

......

Proprietate. Pentru orice AcK avem P(A) =1—P(A).
Demonstratie: Evident
AUA=Qsiana=¢=P(AUA)=P(A)+P(A)=1

Proprietate. P(¢) = 0.
Demonstratie: ¢ = Q = P(¢) =1— P(Q)

Proprietate. Pentru orice Ac K = 0<P(A) <1
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Demonstratie: din egalitatea:
0<P(AUA)=P(A) +P(A) =1
sidinP(A)>0 = P(A)<1.

Proprietate. Daca A, — A, implica P(A) < P(A,).
Demonstratie: Putem scrie:

A, =A U(A, NA) sideoarece A N(A, NA)=¢ rezulta
P(A,)=P(A U(A,NA))=P(A)+P(A,NA)

Deoarece P(A, nA) >0 implica P(A,)) > P(A).

Proprietate. Pentru orice A;, A2 € Kimplica P(A; — Ar) = P(A2) - P(A1 N AY).
Demonstratie: Deoarece
Ar=(A-A)U (A, NA)

si deoarece

(A, =A)N (A NA)=¢=P(A -A)=P(A)-P(ANA).

Proprietate. Daca A, — A, implica P(A; — A1) = P(A2) — P(A1).
Demonstratie: Deoarece Ay = (A2 —A)U A si (A, —A)N A =¢ de unde rezulta
proprietatea.

Proprietate. Pentru orice A;, A, eK avem:

P(A1) + P(Az) = P(A1 U Az) + P(A1 M Az)

Demonstratie: Deoarece

AVA =AU[A-(ANA) si An[A-(ANA)]=9¢
rezulta

P(Al UAz) = P(A1)U P[Az _(Al M Az)] = P(A1)+ P(Az)_ P(A1 mAz)

Proprietate. Fie {A, }
aditiva, atunci:

P(UAn] <D P(A).

neN neN

.y un sir de evenimente din K si P o probabilitate complet

Demonstratie: introducem un sir de evenimente din K in felul urmator:
Ar= A A= Ar- A As =As- (AUA); . AL=AL-UA
i=1

Evenimentele din sirul {A'n }neN prin modul de constructie sunt incompatibile doua
cate doud, iar A < A, VieN siin plus sa aritim:

UA =UA,
neN neN

Evident

UA cUA.

neN neN

Demonstram incluziunea contrara.
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Fie we U A si fie n cel mai mic numar natural pentru care o A, ; rezulta ca

neN

A, < JA
neN
Deci
UA cUA.
neN neN
Deoarece
P(U An] = P(U A;] =Y P(A, <D P(A,
neN neN neN neN

Folosind proprietatile anterioare.

Proprietate. Inegalitatea lui Boole. Daca {A, },
elemente din K, atunci:

F{m]a—ZP@

neN iel

.y este o familie cel mult numarabila de

Demonstratie: Se cunoaste ca
A= (UA\]
iel iel

deci

P ﬂ/x] = P(UK] =1- P(UK] >1-> P(A)

iel iel iel iel

Deoarece

P UE] <Y P(A)

iel iel

Observatie. Daca i= 1 n atunci inegalitatea Iui Boole devine:

P(ﬁ/x]a—ipﬁ)

Inegalitatea lui Boole da o margine inferioara pentru probabilitatea unei intersectii de
evenimente.

3. Probabilitate conditionata, evenimente independente.

Fie (©, K, P) un camp borelian de probabilitate si fie A € K cu P(A) =0.

Definitie. Se numeste probabilitatea evenimentului B conditionati de evenimentul
A, notata cu Pa(B), raportul:

P(ANB)

Pa(B) = P(A)

= P(B/A).

Teorema. Tripletul (Q, K, Pa) este un cAmp borelian de probabilitate.
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Demonstrayie:

1. Pa(B) > 0 deoarece P(ANB) > 05si P(A) > 0.

P(ANQ) _ 1
P(A)

3. daca {Ai}ie1 < Keste o familie cel mult numarabila de evenimente incompatibile
doua cate doua, atunci evenimentele { A n A; }ie sunt incompatibile doua cate

2. daca B = Q atunci PA(Q) =

doua:
PIAN(JAN]  PIUANA)] Y P(ANA)
S 7 7 T R T

Observatie. Py ia valoarea | pentru orice eveniment B pentru care A — B, rezultd
ca corpul Kn = {A n B/ B € K } este cel mai mic corp borelian pe care Pa este o
probabilitate.

Observatie. Din definitie mai rezulta:
P(ANB) = P(A)Pa(B).

Tn mod analog, daca P(B) =0, avem:
P(ANB) = P(B)Ps(A)

Care este legea probabilitatilor reciproc conditionate a doua evenimente de
probabilitati diferite de zero.

Evenimente independente.
Fie ( Q,K,Pa) un camp borelian de probabilitate.
Definitie. Fie A;, A, € K doua evenimente. Ele se numesc independente daci:
P(A1~A2) = P(A))P(A)
Observatie. Daci P(A1~A;) # 0 si evenimentele A; si A; sunt independente,
atunci
PAZ(A]_) = P( Al)

5
PAl(Az) = P(Az)

i reciproc, daca Pa2(Ar) = P(A1) atunci evenimentele A;si A; sunt independente.
Definitie. Evenimentele Ax € K, k= 1,n sunt independente daca

P(Ak1 M...M Aks) = P(Akl)...P(AkS)

Pentru orice indici 1 <k:<...<k <n.
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Teorema. Daca evenimentele A, B € K, k = 1,n sunt independente atunci sunt
independente si evenimentele Asi B, Asi B, A si B

Demonstratie. Deoarece AN B = A\ (AN B), atunci
P(ANB) = P[A\ (AnB)] = P(A) - P(ANB) = P(A)-P(A)P(B) = P(A)[1 - P(B)] = =
P(A)P(B)

Din faptul ca A si B sunt independente pe baza rationamentelor de mai sus.

Observatie. Daca evenimentele sunt independente k cate k nu rezulta ca ele sunt
independente k+1 cate k+1. In acest caz prezentam exemplul lui Bernstein.

Exemplu. Sa consideram un tetraedru omogen cu fetele colorate in felul urmétor:
una n alb, una n rosu, una n negru si a patra cu toate cele trei culori. Aruncand tetraedrul pe
0 masa, el se aseaza pe una din fete. Ne intereseaza culoarea acestei fete. Sa notam cu A;

< 1
culoarea alb, A, culoarea rosu, As culoarea negru. Rezulta P(A1) = P(A2) = P(A3) = >

deoarece pentru fiecare culoare sunt patru cazuri posibile si doua favorabile ( fata cu culoarea
respectiva si fata cu cele trei culori).
Se constata usor ca:

P(A1n Az) = P(ALn As) = P(Az A :%
Dar

1 1
P(A1n Az As) = 2 # P(A)P(A2)P(As) = 3

de unde rezulta ca evenimentele sunt independente doua cate doua dar nu sunt independente
trei cate trei.

4. Formule pentru calculul unor probabilitati.

a) Probabilitatea unei reuniuni de intervale.

P(U Ai] = iP(Ai) - i P(AINA)+...+ (1) ”'1P((n] Ai]

i,j=1

Demonstratie. Se face prin inductie. Tn cazul n=2 rezulta:
n n

P(U Ai] =D P(A)
i=1 i=1

Observatie. Daca evenimentele {A}1<i<n Sunt independente atunci formula devine:

P(o Ai] = Zi‘, P(Ai) - Zn: P(A)P(A) +...+ (—1)”‘1ﬁ P(A)

i,j=1 i=

b) Formula probabilititii totale.
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Daca A;, Az ... , A, formeaza un sistem complet de evenimente, atunci pentru orice
eveniment A avem:

P(A) = Y P(A)P(A/ A).
i=1
Demonstratie: Un eveniment A nu se poate realiza decat impreund cu unul si
numai unul din evenimentele Ay, Ay, ..., A, deci:

A=(ANnA)UAN A)U..U(AN An).

Daca aplicam probabilitatea peste aceasta egalitate:

P(A) = Z P(AN Al)zn: P(A)P(A/ A)

ceea ce era demonstrat.

Exemplu. Se dau doua urne identice in interior. Una contine trei bile albe si patru
bile negre, iar cealalta, patru bile albe si cinci bile negre. Din una din aceste urne aleasa la
ntdmplare se extrage o bila. Care este probabilitatea ca aceasta bila sa fie alba?

Rezolvare.
Se considera evenimentele:
A : Extragerea se face din prima urna;
A, : Extragerea se face din a doua urna;
A; : Bila extrasa este alba.
Se observa imediat ca A;, A, formeaza un sistem complet de evenimente si

P(R) = P() = —5 PIAIAY = 2 P(AIAY) = =

Aplicand formula avem:

P(A) = P(A)P(A/A;) + P(A2)P(AIA;) = 12_563

c) Formula de inmultire a probabilitatilor.

Fie {A}i<icneK si P(Acn A2n...n An) = 0. atunci:

P(ﬁ Ai] = P(A)P(Az/ At)..P(Anl Ac.. An-1).

i1
Demonstratie. Din definitia probabilitatii conditionate:

P(A1) = P(A1)

P(Ain A2) = P(A2)P(Az2/ A1)

P(Acn A2 As) = P(Au A2)P(As/ Au A2)

PA1n...n A) =P(An..A A - )P(A/ AN . An-1)

De unde prin inmultire avem:
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P(Ain...n A)) = P(A)P(A2/ As)...P(An/ Ac... An 1)

Exemplu. Intr-o urna sunt 5 bile albe si 5 bile negre. Se scot trei bile una cate una
fara intoarcerea bilei extrase Tn urna. Care este probabilitatea obtinerii a trei bile albe? Dar
probabilitatea sa avem doua bile albe si 0 bila neagra?

Rezolvare.

Notam cu:

Aq: prima bila extrasa este alba;

A;: a doua bila este alba;

As: a treia bila este alba.

Cu aceste notatii avem:

1 4
P(A) = 2 PAIA) = = P(AJAL N A2) :g
lar

P(A1NA2NAz) = P(A)P(A2/A1)P(As/AINA,) = %*g* -

12

0| w

Pentru a raspunde la intrebarea a doua consideram evenimentul:
B= (AnAcn As) U (An Asn Az) U (A As N Ad)
De unde

P(B) =P(A1n A2 As) + P(An As Az) + P(A2n As Al =
= P(AD)P(A2/AL)P (As! Aur Az) + P(A)P(A2/ A)P(As! Aur Az) +
5 5 5 5

+P(K1)P(A2/K1)P(A3/K1f\ Az) :%+%+% :E

d) Formula lui Baves.

Daca A1,Az ... , A, formeaza un sistem complet de evenimente, atunci pentru orice
Ae K avem:

P(A)P(A/A
P(A/A) = (A)P(A/A)

"~ P(AYP(A/ A) +...+ P(A)P(A/ An)

Demonstratie. Conform regulii de inmultire a probabilitatilor:
P(ANAj) = P(A)P(AIA)
P(AINA) = P(A))P(A/A)
Din aceste egalitati rezulta:

P(AVA) = P(A)P(A/ A)
P(A)
lar daca scriem P(A) conform formulei probabilitatii totale:
P(AJA) = nP(Ai)P(A/Ai)
D P(A)P(A/A)
i=1
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Exemplu. Se dau doua urne identice in interior. Una contine trei bile albe si patru
bile negre, iar cealalta patru bile albe si cinci bile negre. Din una din aceste urne aleasa la
intdmplare se ia o bila, de asemenea la intdmplare. Daca bila extrasa este alba, care este
probabilitatea ca ea sa provina din prima urna?

Rezolvare: este aceeasi problema ca cea de mai sus cu deosebirea ca aplicam
formula lui Bayes:

P(A)P(A/ Ay

27
P(A)P(A/ A)+ P(A)P(A/A) 3 4
s

9

+ |Nlw

e)Schema lui Poisson.
Daca evenimentele A;, Az A, au probabilitati cunoscute:

.............

P(A1) = p1; P(A2) = p2; ... ; P(An) = P

Atunci probabilitatea ca din cele n evenimente sa se realizeze k (si sa nu se realizeze n
— k evenimente ) este coeficientul lui x* din polinomul:

Q(X) = (Px + G1)(P2X + Q2) ... (PaX + O )
Undegi=1-pi.i=1n.

Demonstratie: Luam n = 4, k = 2. in aceste conditii evenimentul a cirui realizare
inseamna realizarea a doua evenimente si nerealizarea celorlalte doua se scrie:

(Alm AN AsNA)U (AN AN AN As) U (AN AsN A2V A U
U(AN AzN AN AYU (AN AsN AN A)U (AsN Ac N AL A2)

El este reuniunea a sase evenimente incompatibile, fiecare din acestea fiind intersectia
a patru evenimente independente. Probabilitatea acestuia este:

P1P2030s + P1P30204 + P1P40203 + P2P3ids + P2P40ils + P3P4di02

evident, tot atat este si coeficientul lui x?din polinomul
Q(X) = (p2X + q1)(P2X + 2)(PsX + G3)(PaX + Ga).

Exemplu: patru trigitori trag asupra unei tinte, primul cu probabilitatea 2/3, al
doilea cu probabilitatea %, al treilea cu probabilitatea 4/5, iar al patrulea cu probabilitatea 5/6.
care este probabilitatea ca tinta sa fie atinsa de exact trei ori?

Rezolvare:

A @ primul tragator atinge tinta;

A; : al doilea tragator atinge tinta;

A; : al treilea tragator atinge tinta;

A, : al patrulea tragator atinge tinta.
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2 3 4 5
=PA)=Z; p=P(A) = = p3=P(As) = = pa=P(A) =
p1=P(A1) 3 P2 (A2) 2 P (As) P (Ag) 5
=13 =14 qg3=1/5 qs=1/6

probabilitatea ca din aceste patru evenimente, sa se realizeze trei si numai trei si unul
nu, este coeficientul lui x* din polinomul:

2 1.3 1.4 1,,5 1
X)=(=X+2)EX+)=Xx+2)Ex+=
Q) = (G X+ DG X+ DE X+ X+ )
I. Schema lui Bernoulli
Se considera o experienta si un eveniment legat de aceasta experienta, de probabilitate
cunoscuta p. in acest caz probabilitatea ca acest eveniment sa se realizeze de k ori cand se
efectueaza de n ori experienta este:

Pn,k — anpkqn-k
Undeq=1-p.

Demonstratie: 1n general, fiind date n evenimente independente avand aceeasi
probabilitate p. probabilitatea ca din acestea sa se realizeze exact k este, conform schemei lui
Poisson, coeficientul lui k din polinomul (px + q)".

Exemplu: Se arunca perechea de zaruri de sase ori. Care este probabilitatea ca de
exact trei ori sa se obtina sapte puncte?

p =1/6; q=5/6.
1 3 5 3
==l ¢

Ii. Problema coincidentelor.
O urna contine bile numerotate 1, 2, 3, ..., n. se extrag la intdmplare una cate una toate
aceste bile. Spunem ca la extragerea k s-a produs o coincidenta daca in urma acestei extrageri
se obtine bila cu numarul k. care este probabilitatea a cel putin unei coincidente?

Rezolvare: Notam cu A; (i = 1,n ) evenimentul obtinerii unei concordante la
extragerea i. din cele n! moduri Tn care ar putea iesi cele n bile (n-1)! Sunt favorabile
evenimentului A. Intr-adevar, cele n-1 bile: 1, 2, 3, ..., i-1, i+1, ..., n pot iesi intr-o ordine
oarecare. Deci :

1 -

P(A) = %:H C(i=1n)

Daca fixam doi indici oarecare I, j, 1<i<j<n atunci din cele n! cazuri posibile, (n-2)!
cazuri sunt favorabile lui AjA; (deoarece intr-un caz favorabil (n-2) bile pot iesi intr-o
ordine oarecare).

P(Ai:N Ai:N...N Ai) = (n ;Ik)!

Evenimentul A “apartine unei coincidente” se poate scrie:
36




A=AUAU..UA
lar prin formula a) avem:

P(A) = Zn: P(A) - Zn: P(AINA)=...+ (—1)”P(h Ai) :

i#]
i,j=1

~ |
In cazul nostru, prima suma are n termeni fiecare egal cu (n Il)', a doua are C,’
n!
— 2Nl -3
termeni, fiecare egal cu (n 12). , atreia are C,’ termeni, fiecare egal cu u etc.
n! nl
Rezulta:
-2l -3
peay=crioc =2t =9, (Cpyrert
n n! n! n!
Dar
X (n-k' 1
" nl k!
De unde rezulta:
.11 o1
P(A) = 1—5—§+...+(—1) ﬁ
Probabilitatea de a nu avea nici o concordanta este:
— 1 1 a1
P(A) =1- P(A) —5—§++ (—1) ﬁ

Observatie. Se stie ca
2
e =14 24X 4
n2
lar pentru x = - 1 obtinem:

e :£—1+£+...:z
21 3 4 =y

(_1)k+1
k+D)1

5 Variabile aleatoare. Definitie si proprietati.

Fie {Q,K} camp borelian de evenimente, R dreapta reala si B corpul borelian din R.

Definitie. Se numeste variabila aleatoare definita pe un cAmp borelian de evenimente
{O,K} o aplicatie X : Q — R cu proprietatea ca X (A)e K, VA e R.

Observatie. Pentru ca o aplicatie X : Q — R sa fie variabila aleatoare este suficient ca
pentru orice xeR, {w: X(w) < X} e K. Aceasta deoarece multimea intervalelor (-, x ),

genereaza pe B. pe fapt este suficient ca aceasta conditie sa fie verificata pentru orice x €D,
unde D este o0 parte densa a lui R.

Tn cele ce urmeaza vom studia variabila aleatoare simpla. Tn acest sens definim:
Definitie. Se numeste variabila aleatoare simpla o variabila aleatoare care ia un
numar finit de valori finite. Cu alte cuvinte X : Q — R este o variabila simpla aleatoare daca:
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1. iaun numar finit de valori (distincte) finite {x1, ... ,Xn};

2. {o:X(®w)=x}eK,Vi<i<n,

SanotamcuQ); ={w: X(w) = X;} € K,v1<i<n unde evident:
QNQ, =, Viz |

Tn acest caz variabila aleatoare simpla X se poate scrie:

X = Zn: xiNQi
i=1

unde N, este indicatorul evenimentului ;.
Daca notam cu S(Q2, K) multimea variabilelor aleatoare simple, atunci avem evident
urmatoarele proprietati:
1. daca X, Y € S(Q,K) atunci X+Y € S(Q,K);
2. daca X, Y eS(Q,K) atunci XY € S(Q,K);
3. daca Xe S(Q,K) si ceRatunci cXe (Q,K).

Teorema. Fie X o variabila aleatoare; exista atunci un sir {X | . de variabile

neN

aleatoare simple care converg cdtre X, in plus daca X>0, atunci sirul {X,}  este
crescator.
Demonstratie: Sa presupunemca X > 0. Atunci pentru orice ne N, avem:
i-1 ,
X, (@)=4 2" daca #s X(co)<Ln,i =1.2"
0 2 2
daca X >n
Evident, fiecare X, este o variabila aleatoare simpla nenegativa, iar sirul {X} . este

prin constructie crescator. Daca X<oo atunci pentru orice n e N avem:

0<X-X, SRLINN b VS
2" 2" 2"

si deci:

limX, =X

n—o0
daca X =+, atunci X, = n pentru orice n € N si deci si in acest caz avem:

lim X, =X.

n—oo

6. Operatii cu variabile aleatoare simple.

Tn toate cazurile cand se vor face operatii cu variabile aleatoare se va presupune ca
toate variabilele aleatoare sunt atasate aceleiasi experiente, deci toate variabilele aleatoare
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sunt definite pe aceeasi multime de evenimente elementare, fara sa mai precizam acest lucru.
De asemenea in toate calculele ce urmeaza vom presupune ca variabilele aleatoare X si Y au
urmatoarele tablouri de distributie:

- [YaXs ]
. pl"'pn

V. xl...xm]
. ql"'qm

a) Adunarea variabilelor aleatoare.
Variabila aleatoare X+Y are tabloul de distributie urmator:

Xy + Y X Y X Yy
X+Y: | Pyg-e-Pij+Pom

Unde

Py = POXHY = xity) = PI(X = x) N (Y = )]
lar

>3 p =1

Daca variabilele aleatoare sunt independente, atunci
pij = PX+Y =X +Y;) = piq)
iar daca variabilele nu sunt independente, atunci:

P =P(X+Y=xi+y)=P(X=x)N(Y=y)) =
=P(X =x )P(Y =yj | X=x)=P(Y =y )P(| X =xi | Y =y;)

Variabila aleatoare X + Y se numeste suma variabilelor aleatoare X si Y.
In cazul particular cdnd Y = a (a = constant ) se obtine suma dintre o variabila
aleatoare si 0 constanta care devine

(xl +a.x, +a]
X+a:
pl"'pn

b) Tnmul¢irea variabilelor aleatoare.
Variabila aleatoare XY are tabloul de distributie:

- X Yy X Yo X Vi
pll"'pij"'pnm

Cu
Pii =P( XY =xiyj) =P [(X=x) N (Y=y;)]

Daca variabilele aleatoare X si Y sunt independente atunci p;; = piq; , iar daca
nu sunt independente avem:
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pij = POXY =xiy;) =P [(X=x) N (Y =y;)]
daca variabilele aleatoare X si Y sunt independente atunci p;j = pig; , iar daca
nu sunt independente avem:

Pi=piP(Y =y | X=xi)=aP (| X=x | Y=y)

variabila aleatoare XY se numeste produsul variabilelor X si Y. Tn cazul in care X =
Y avem

¥ 2 (xfxﬁ]
. pl"'pn

7. Functia de repartitie a unei variabile aleatoare. Definitie
sl proprietati.

Fie X o variabila aleatoare.
Definitie. Se numeste funcrie de repartitie a variabilei aleatoare X, functia F

: R — R definita prin relatia:
F(x) = P(X <Xx)

Observatie. Deoarece F se defineste cu ajutorul unei probabilitati, pentru
orice X € R, evident
0<FXx)<I

Functia de repartitie F se bucura de urmatoarele proprietati:
1. F(x1) <F(xz)dacax; <X

2. F(x-0)=F(x) pentruorice x € R

3. F(-0)=0

4, F(+o )=1

Observatie. Cu alte cuvinte functia de repartitie a unei variabile aleatoare
este o functie nedescrescatoare, continua la stanga si ale carei valori in - gi +o0

sunt O si 1.
In cazul unei variabile aleatoare discrete care are tabloul

(xl...xn ]
X
pl"'pn
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functia de repartitie F corespunzatoare este:

p
0 daca X< x;
P1 daca Xi<X < X
< FO) = putp2 daca X< X < X3
Pi+p2+....tprs  daca X,1<X < Xg
1 daca x> X,
\

Daca X este o valoare aleatoare continua, atunci exista o functie f(x) numita
densitate de probabilitate care are proprietatile:
1. f(x) >0, Vx e R;

2. Tf (x)dx =1.

Tn acest caz, definim funcria de repartizie in felul urmitor:
+00

F(X) = j f (t)dt

—00

daca integrala converge. Evident

F*(x) = f(x)
Daca exista derivata lui F(x).

8. Caracteristicile numerice ale unei variabile aleatoare.
Media si dispersia.

Fie X o variabila aleatoare simpla avand distributia
“ (xl...xn ]
pl"' pn

Definitie. Se numeste valoare medie sau speranta matematica a variabilei
aleatoare X numarul:

M(X):i Pi X

Prezentam in continuare cateva proprietiti ale variabilelor aleatoare simple. Tn
cele ce urmeaza variabilele aleatoare X si Y au legile de probabilitate date de
tablourile urmatoare:
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« .(xl...xn ]

. pl"'pn
y :(xl...xn]

ql"'qn
Proprietate. M(X+Y)=M(X)+M(Y).
Proprietate. M(Cx)=Cm(x), V¢ € R.
Proprietate. Daca X<Y atunci M(X)<M(Y).
Proprietate. Daca X si Y sunt variabile aleatoare independente, atunci
M(XY)=M(X)M(Y).

Observatie. Daca variabila aleatoare X are 0 multime numarabila de valori

X1, X2, ..., Xn, .... Carora le corespund probabilitatile p: pz, ..., Pn,.... Atunci
numarul:

M(X) = z Pi X

i>1
se numeste valoare medie a variabilei aleatoare X daca seria i p;X; este absolut
i=1

convergenta.

Daca i P, X; = oo spunem ca X nu are valoare medie.

i=1

Daca X este o variabila aleatoare de tip continuu avand densitatea de probabilitate

f(x), atunci numarul:

M(X) = Txf(x)dx

Se numeste valoare medie a variabilei aleatoare X daca integrala din membrul drept exista.
Proprietatile din cazul discret raman valabile si Tn cazul continuu.

Momente.

Definitie. Se numeste moment de ordin p, pe N, al variabilei aleatoare X numarul:
M p(X) = z pixip
i=1

n cazul discret , si:
M, (X) = [ X" f (x)dx
R

n cazul continuu.
Definitie. Se numeste moment centrat de ordin p, pe N, numirul:

Mo = Mp[X = M(X)] = M[(X = M(X))"]

Observatie. Intre momente si momentele centrate au loc relatiile:
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#,(X) =2 (-)'C M, (XIM'(X), p e N —{0}

M, (X) =3 Chaty ;M (X), p N —{0}

Definitie. Se numeste dispersie a variabilei aleatoare X si se noteaza D*(X) sau o>
numarul

o2 = D2(X)=M,[X =M (X)] = M[(X =M (X))’]

Numirul D(X) = /D?*(X) se numeste abatere medie pdtraticd si joaca un rol
important in aplicatii.
Proprietati:
D?(X) > 0 oricare ar fi variabila aleatoare X;
D?(X) =0 daca si numai daca x = m (sau mai exact P(x = m = 1);
D*(X) = M(X?) - [M(X)I’;
D?(c X) = ¢?D4(X);
daca variabilele aleatoare Xj, ...,X, sunt independente doua cate doua, atunci:

DZ(ZX ]:ZDZ(Xi)

Observatie. Gradul de impristiere a valorilor variabilelor aleatoare X in jurul
valorii sale medii se masoara nu prin D(X), ci prin abaterea medie patratica : D(X) =

\D?(X) care este exprimata in aceleasi unititi de masura ca si variabila aleatoare X.

aokrwdE

9. Inegalitatea lui Cebisev

Daca variabila aleatoare X ara valoare medie m si dispersia o7

P(X - m|>ko-)<— keRk=>0.

atunci:

Observatie. Fie X o variabila aleatoare, iar £ un numar pozitiv oarecare, atunci:

P(X -M(X)|>¢) < D (X)

sau trecand la evenimentul contrar:
D*(X)
E 2 .

P(X -M(X) <) >1-

Tn cazul notatiei : & = kD(X), avem :

P(X - M (X)) < |<D(X)21—ki2

Sau :

P[M(X) — k D(X) < X < M(X) + kD(X)] 21—ki2.

Inegalitatea lui Cebisev da o margine inferioara pentru probabilitatea
P(X =M (X)|) <& si se interpreteaza in felul urmator : cu o probabilitate cel putin egala
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D*(X)

cul-

. 1 . . Cn
, respectiv 1 - W variabila aleatoare X ia valori in intervalul [M(X) - &,

£

M(X) + € ], respective (M(X) — kD(X),M(X)+kD(X)) sau ceea ce revine la acelasi
lucru, variabila aleatoare X — M(X), adica abaterea lui X de la valoarea medie ia valori in
intervalul (-¢, € ) corespunzator (-kD(X),kD(X)).

Se vedecal - kiz creste odata cu k si ca deja pentru k = 6,1 - kiz :%, deciia o
valoare apropiata de 1.

Daca variabila aleatoare X are distributie binomiala, atunci M(X) = np,  D?*(X) = npq
npq

2
&

si inegalitatea lui Cebisev are forma: P(|X —np|<e¢)>1-—"=, iar pentru variabila

X . .
aleatoare Y = — (frecventa relativa) obtinem :
n

P(Y - p|>¢) 21—@ deoarece M(Y) = p si D*(Y) = %
€

10. Repartitii clasice : binomiala, Poisson, normala.

Distributia binomiala.
Definitie. Spunem ca variabila aleatoare X are distribufie binomiald cu parametrii
n si p (nintreg pozitiv, 0 < p < 1) daca pentru orice k =0,n :

P(X=k) = C,“p"q™™*

Daca Aq, Az, ..., A, sunt evenimente independente si P(Ai)) = p, i = 1,n, iar X
numarul evenimentelor care se realizeaza, atunci X are distributie binomiala cu parametrii n si
p ( schema lui Bernoulli ). Tn particular, daca A este un eveniment legat de o anumita
experienta aleatoare si probabilitatea ca A sa se produca cand efectuam o singura data
experienta este P(A) = p, atunci numarul X al realizarilor lui A cand efectuam de n ori
experienta are distributie binomiala cu parametrii n si p. _

Tn acest caz: M(X) = np; D?(X) =npq; ox(t) = (pe"+q)".

Distributie binomiala cu exponent negativ.

Definitie. Spunem ca variabila aleatoare X are distributie binomiala cu exponent
negativ de parametrii m si p ( n numar ntreg negativ, 0 < p <1 ) adica poate lua valorile m,
m+1, ... siP(X=k) = C"'p"q*™ , k>munde q=1-p.
experienta se efectueaza pana la cea de a m-a realizare a unui eveniment A legat de ea. Daca
probabilitatea acestui eveniment, cand se face o singura data experienta este p, atunci numarul
X de efectuari ale experientei este o variabila aleatoare care are distributie binomiala cu
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exponent negativ de parametrii m si n. intr-adevar, evenimentul {X = k} se scrie ca intersectie

de doua evenimente: “ in primele k-1 efectuari ale experientei A se produce de m-1 ori si “
in a k-a efectuare a experientei se produce A “. Probabilitatea primului este C"'p™*'q*™
(schema Bernoulli), iar probabilitatea celui de-al doilea este p. in acest caz:

P(X=k)=Clp"g""

Media si dispersia variabila aleatoare distribuite binomial negativ sunt:

M(X):%, o, (t) = ( pe n] .

Distributia hipergeometrica.
Definitie. Variabila aleatoare X are distributie hipergeometrica cu parametrii a, b,

n (a, b, n—Tntregi pozitivi, n<a-+b ) si min(n,a) si:

n—k
P(X = k) = &

a+b

Pentru orice k intreg, max(0, n-b) < k < min(n, a). se arata usor ca:

D> P(X =k)=1

Daca dintr-o urna ce contine a bile albe si b bile negre se extrag n bile una cate una,
fara Intoarcerea bilei extrase in urna (sau toate n simultan) iar cu X notam numarul de bile
albe extrase, atunci X are distributie hipergeometrica cu parametrii a, b, n. valoarea medie si

dispersia lui X sunt:

M(X) =np
unde
oo 2
a+b’
q= b
a+b
a+b-n
D?(X)=n
(X)=npa———

Demonstrarea acestel afirmatii se face cu ajutorul identificarii:

2.CaCy =CL,
k=0
(adica ZP(X =k) =1 ) care se mai poate deduce calculand coeficientul lui x" in

fiecare membru aI relatiei:
(1+x)(L+x)°=(1+x)®

clep - a . an
M(X)=> k= ZCk_jC k_C_Ca+t1)—1:m

k k
k Ca+b Ca+b k a+h

Pentru dispersie calculam:
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M(X)? =

C, Cnk C, Cnk cicl™ a(a-1 2
Sk Kk -p e Tk = AED Seriet (x) -
a+b a+b Ca+b Ca+b
a(a 1)

n-2
C:a+b 2 +np

Cn

a+b

pon ) ) a+b-n
D*(X) = M(X®) = [M(X)]* - npq atb_1

Distributia Poisson.
Definitie. Spunem ca variabila X are distribuzie Poisson cu parametrul & (1 > 0)
daca poate lua orice valoare intreaga negativa si

A
PX=K)= " e’ k=01,

Evident:
Y P(X=k)=e"e* =1
k=0

M(*) =
D*(X) =

oy (t) = "D

Distributia normala (legea normala).

Definitie. Spunem ca variabila aleatoare X are distributie normala sau ca urmeaza
legea normala cu parametrii m si ¢ daca are densitatea de repartitie:

(x=m)?

e 20° ,(xeRjo>0)

f(x) =

o271

Daca notam Cu:

~dx = o+/2d
af d
rezulta
[’e] 1 [’e] ) 2 [’e] )
f(X)dx=—2= eV dy=——=|e"d
jw (x) \/;_jw y ﬂ{ y

undeJ'e‘yz dy =
0

Graficul functiei lui f are forma de clopot. Dreapta X = m este 0 axa de simetrie a

) . ) ) 1
acestui grafic. Pentru x = m se obtine maxima care este . Punctele x=m+ o
o2

sunt puncte de inflexiune.
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Tn cele ce urmeazi vom nota cu f(x;m;c) densitatea de repartitie normala cu parametrii
m si 6. Functia de repartitie F(x;0;1) este:

F(x:0:1) = j f (t:0:)dt = j f (t:0:)dt +f (Ot :%+®(x)

Unde:

d(x) = f (t;0;1)dt.

5]
21
Pentru functia integrala a lui Laplace sunt intocmite tabele.

Aceasta functie este folosita nu numai pentru cazul legii normale cu 0 si 1 ci si pentru orice
pereche de valori ale parametrilor m si o, (o > 0). Aceasta deoarece daca variabila aleatoare

X urmeaza legea normala cu parametrii m si o atunci variabila aleatoare:
Y = l(X -m)
(o}
Urmeaza legea normala cu parametrii O si 1. intr-adevar, daca F este functie de repartitie a lui
Y:
F(x) =P(Y <x)=P(X <m+ox) = F( m + 6x; m,0).

Densitatea de repartitie a variabilei aleatoare Y
1 <
Fx)=F(x)=of((m+o0x);m 0)=—e? = f(x,0,)

Jor

Daca X urmeaza legea naturala cu parametrii msi o sia, b € R, atunci:
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b-m

P(a<X<h)= @(;j—q)(a_m]
o o

Intr-adevar:

P(a<X<b)= P(
(o}

Lt ot

In particular:

P( |[X-m |<ko)=2®(k)

Care rezulta din;

a-m X-m b-m
< <

o) o)

P(|X-m |<ke)=P(m-ko<X<m+ko)=

=d(k)-D(-k)=2D(k)
Deoarece

O(-k ) = -d(k).
Sa calculam media si dispersia lui X :
0 © (x— m)
M(X) = | xf(x;m,o)dx = xe 2
recmom i |
si notand cu
X-m_ y;dx = ody
(o2
rezulta;
-y?
M(X) = m | f(y;0,1)dy + ye 2. dy=m
| =i

n mod similar:

D?(X) = M[(X - m)?]] = T(x—m)z f (x;m, o)dx = j(

o

Facem din nou schimbarea:

X ;m = y;dx = ody
si obtinem:

2 e
D?(X) = \72_;; [y?e 2dy

Integrand prin parti obtinem:

y2

u=y; du=ye 2dy

2

o i
D0 = o* J(y00dy -~ 7—ve 7 [

=0

2

X—
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a—

(X m)

o

dx

;0,1] =



Luand k = 3 n egalitatea:
P(|X-m |<3c)=20(3)=0,9974

Aceasta egalitate exprima faptul ca practic aproape toate valorile variabilei X cad in
intervalul (m - 20; m+ 3c). Aceasta este asa humita “regula a celor sase sigma”. Sa gasim
acum si celelalte momente centrate ale legii normale cu parametrii m si 6. Fie k > 1 si

(x=m)?

I(x—m)"e 20° dx

1

o~ 21
facem aceeasi schimbare

Hy =

X—-m y
o2
de unde rezulta:

(Gﬁ)k R k A—y?
Hy = y'e” dy

S j
Integrand prin parti:
v

u=y“Hdu=vye 2dy
obtinem formula de recurenta:
wo=(k-Do’u,,

[tiind ca py = 0, P = o rezulta ca: pont = 0, pan = 1-3°5°...(2n-1)0™",

Observatie. Daca X si Y urmeaza legea normala si sunt independente, atunci X + Y
urmeaza de asemenea legea normala.

Observatie. Legea normala reprezinta “cazul limita” a multor legi de probabilitti.
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Capitolul 111
Metode de estimatii

1. Estimatii. Proprietati.

Fie x o variabila aleatoare care are functia de repartitie F(x;0). Forma functionala a
functiei de repartitie f(x;0) este specificatd, insa 0 este un parametru real a carui valoare
adevarata 6, este necunoscuta. 6y apartine unei multimi de valori reale ®, numita spatiul
parametrilor. Tn vederea gasirii unei valori care sa aproximeze pe 0 folosim un esantion

X1 =X1, X2=X2, .., Xn =X,

si ne propunem sa determinam o functie f(x1, Xz, ..., Xm), Care sa poata fi luata ca valoare
a parametrului 6.
Aceasta functie o vom numi functie de estimatie sau estimator.

Definitie. Daca
P

lim f(x,,X,,....,X,,)=6 1)

n—oo

f( X1, X2, ..., Xm ) S& nUMeste estimator corect.

In relatia (1) convergenta are loc in probabilitate.

Exista o infinitate de functii care indeplinesc conditia (1).

Dintre acestea prezinta cel mai mare interes cele pentru care convergenta este cat mai
puternica.

Daca relatia (1) are loc, aceasta inseamna ca pentru valorile mari ale lui n, functia de
estimatie f(x1, X2, ... , Xm) ia valori apropiate de 6, cu o probabilitate foarte mare.

Aceste valori aproximeaza valoarea parametrului 6 desi este natural ca functia
considerata sa fie luata drept un estimator al lui 6.

Definitia se pastreaza si in cazul cand exista mai multi parametri a caror valoare este
necunoscuta. Vom da un exemplu din teoria erorilor. Sa presupunem ca am masurat O
lungime de n ori i ca am obtinut valorile:

X1, X2, ..., Xn. 2

Din experiente anterioare si din teoria generala a erorilor avem motive pentru a admite
ca repartitia acestor erori este normala:

_(xem)?

e 20‘2

1
F(x; m, o) =
oN2rx
Prin urmare, functia de repartitie este cunoscuta dar nu cunoastem valorile numerice ale

parametrilor msi o.
Daca vom putea gasi doua functii f(x1, X, ..., Xn), 9(X1, X2, ..., Xn) astfel incat

lim f(x,,X,,...X,)=m,

n—oo
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P
limg(x;,X%,,...X,)=0.
n—oo

Problema este rezolvata intrucat cu o probabilitate atat de mare, cat dorim noi, pentru
valorile lui n > N, unde N este un numar mare pe care il putem determina, diferentele dintre
(X1, X2, ..., Xn) s19(X1, X2, ..., Xn) devin arbitrar de mici.

Stabilirea faptului ca o functie converge in probabilitate catre o constanta poate prezenta
uneori dificultati. De aceea, este preferabil sa se recurga la conditii mai simple. Astfel, daca

M(f(X1, X2, ... , Xn)) =0 +a (n), rI}imooc(n) =0,

(3)
D?(f(X1, X2, » .., Xn)) = O

Rezulta imediat prin aplicarea inegalitatii lui Cebisev, ca f(xi, X2, ..., Xn) este un
estimator corect pentru 6.

Din relatiile ( 3 ), a (n) este o functie de n, care tinde catre 0, cdnd n creste necontenit.
Daca a (n) = 0, vom spune ca f(xi1, Xz, ..., Xn) este un estimator absolut corect pentru 6.
Uneori, Tn acest caz, se spune ca f(Xy, X, ..., X,) este un estimator nedeplasat.

Vom da un exemplu simplu. Consideram un eveniment cu probabilitatea p de a se
realiza intr-o proba. Supunem evenimentul la n probe independente si cunoscand rezultatele
fiecarei probe, ne propunem sa evaluam valoarea probabilitatilor necunoscute p. Este o
problema de estimatie cu un singur parametru p. Notam prin o numarul de realizari a
evenimentului in n probe. Avem:

o) o5

Conditiile ( 3) sunt indeplinite si deci < este un estimator corect al lui p. Se vede ca < este
n n

un estimator nedeplasat.
Sa consideram functia de selectie
a+l

n+1’
Un calcul simplu ne arata ca

M a_+1 :p+1__p
n+1 n+1

(4)
DZ(OHlj— npq
n+1) (n+1)?*

Conditiile ( 3') sunt indeplinite deoarece:

im1=P _o, Lo

e N +1 x>0 (N +1)? B

Prin urmare si functia
a+l

n+1
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este un estimator, insa un estimator deplasat, in prima relatie din ( 4 ) exista termenul
1-—

a(n) = =—Po.
n+1

Referitor la exemplul de mai sus, admitem ca am impartit grupul de n experiente in doua
grupuri: ny si no. Notam prin a; numarul de realizari ale evenimentului in primele n; probe si
prin o, numarul de realizari in ultimele n; probe (n; + n; =n).

Alegem ca estimator pentru p, expresia

k,a, +Kk,a,
k,n, +k,n,

unde kj si ko sunt doua numere reale, pozitive.
Efectuénd calculele obtinem:

M(kkloc1+k2a2]:p;

1n1+k2n2

(5)

D? k,a, +k,a, B k1n12+k2n22
k,n, +k,n,

- (klnl + k2n2)2 .

Din aceasta relatie, rezulta:

Dz(klal +kya, ] _ Dz(g] " (k, —k,)*nyn,

k.n, +k,n, n) n(kn, +kn,)

Prin urmare:
Dz(klal +kpa, ] > Dz(g]
k,n, +k,n, n

i A A A . k.a, +k
Egalitatea neavand loc decat pentru k; = kz cand estimatorul L% ¥ 5%

devine egal
k,n, +k,n,
(04
cu — .
n

Din ( 5) rezulta ca toti estimatorii

k,a, +Kk,a,

, kie N,k eN
k,n, +k,n,

sunt absolut corecti ( nedeplasati ). Printre ei se afla si estimatorul g’ obtinut pentru ki
n

= kj, care se bucura de proprietatea ca are cea mai mica dispersie. Aceasta proprietate de
minim are importanta din punct de vedere statistic. Ea da nastere la cea mai mare concentrare
de masa a probabilitatii Tn jurul lui p si deci estimatorul de dispersie minima este intotdeauna
preferabil celorlalti estimatori.
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2. Metoda verosimilitatii maxime

Vom demonstra o teorema generala privind minimul dispersiei estimatorilor. Tn acest
scop vom introduce urmatoarea

Definitie. Daca

X1, X2, vy Xn

este un esantion asupra unei variabile aleatoare X, avand densitatea de probabilitate
f((x); 0 ), functia

P(x; 0) = P(x1, X2, ... ,Xn;0)= f[ f(x.;0)

ca functie de 6, adica P( - ;0), poarta numele de functie de verosimilitate.
Este evident, conform definitiei ca:

”ﬂ‘[ f(x.;0)dx,,dX,,...,dx, =1

R" i=1

sau
j Pdv =1
.

unde

dv = f[ dv,
i=1

Definitie : Numim ecuatie de verosimilitate maxima, ecuatia :

olnP

00
iar solutiile acestei estimatii se numesc estimayii consistente pentru parametrul 6.
In cazul repartitiei normale avem :

(x—m)? S (—m)?
. 1 - 2 z 2
P= | I—e 20 :o_—n( lzﬂ)—n_e o 20
i1 o~ 27

n D, (X, —m)°
NP=——Ino?>-niny27r =Y 2
2 ° d Z 202

olnP 1

om 2 2;(Xi_m):0

Daca

dx,-n-m=0 si mox=1 X;
nl:l



atunci

olnP n 1 & =
=——+—>» (x. =X)* =0
oo’ o’ 20'”;( 9

este 0 estimatie consistenta.

lar

1 &, -
2= (x, —x)°
n_li;

este o estimatie absolut corecta.

Teorema Rao — Cramer.

Daca
1. multimea valorilor lui & formeaza un interval D al dreptei reale.
2. %<oo, oricarearfi6eD si xe R"

3. iJ‘P(x;e)dv: jwde oricare ar fi 9 e D.
20 ), 00

R"

4. pentru orice estimator t, nedeplasat : 2 j t Pdv = j itnPdv
a0 ;, 00

Rn
. 2
5. MHM] :l<oo, pentrutoti 0 € D,

00
6. teste un estimator nedeplasat al lui t(0), atunci:
2
7 Dz(t)z[r'(e)]le(W],

egalitatea avand loc numai daca exista o constanta A, astfel incat

oInP(x;0)
00
Demonstrayie. Din

Alt—7(0)] =

dev:l
.

deducem

jalnPPdv:O.
00

Rn
Derivand mai departe in raport cu 0:
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2 2
I 0 |n2P+(a|nP] Pdv = 0.
00 00
Aceasta Tnseamna ca;
2 2
v(&PY_ (6InP]
06? 00

t fiind un estimator nedeplasat pentru t(0), avem:

M(t) = [tPdv = 7(6)

si prin derivare:

ft 6'”9F’Pdv —7'(0)
sau
2(0) = Rj (t—z'(0)) 6('3”;’ Pdv .

Aplicand inegalitatea lui Schwartz, se obtine:

o2 [t @] pav [ “0F | pay

Sau

2 (0)< M[t_(e)]ZM(a'” sz.

Tnsa

M[t -t (0)]* = D*(t).
Prin urmare:

7 (0)

o2InP)
M 2
00
Teorema este deci demonstrata. Mai ramane sa se examineze cazul cand inegalitatea
de mai sus se transforma in egalitate.

D*(t) >

olnP

00
Unde A este independenta de valorile observate de selectie, depinzand numai de 6. Prin
ridicare la patrat:

. . . < dln
Pentru aceasta, trebuie ca t — 1 (0) sa fie proportionala cu

P adic Alt-7(0)]=
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D2(t) = 7' (0)/ A(6),

dispersia Tn acest caz capatand aceasta forma simpla.
Definitie. Un estimator pentru care inegalitatea (6) se transforma in egalitate se
numeste eficient.

3. Metoda celor mai mici patrate

Sa consideram doua axe OX si OY si 0 serie de puncte

Mi(X1, Y1), ... » Mn (Xn, Yn) care corespunde unui anumit fenomen. Punctele M;,
(i = 1,n ) se dispun cu o oarecare neregularitate intalnita in aproape toate seriile statistice.
Scopul ajustarii este sa gasim 0 curba care se apropie cel mai mult de punctele date M;
(i :L_n) si care din aceasta cauza, sa putem admite ca nu se poate indica de dezvoltare a

fenomenului respectiv.
Sa consideram seria de puncte M; si dreapta y = a + by.
Vom considera coeficientii necunoscuti a si b, astfel incat expresia

n

> (a+bx —y,)=min (1)

i=1

y A
Mi(xi, Vi)
™
y=a+ bx
M’ (Xi, a-+ b|)
/
@] Xi X

Din figura reiese imediat semnificatia acestei metode. Fie M; ( x;, yi ) un punct al
seriei statistice date. Paralela Oy dusa prin M; (X, yi) taie dreapta y = a + bx in punctul M’; (x;,
a + b + x;). n acest caz, relatia ( 1 ) ne arata ca trebuie sa determinam pe a si b, astfel incat sa
avem:
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Suma patratelor diferentelor dintre ordonatele teoretice si ordonatele empirice trebuie
sa fie minim. Din acest motiv procedeul de mai sus poarta numele de “metoda celor mai mici
patrate “.

Pentru determinarea lui a si b, vom considera functia:

F(a,b):zn:(a+bxi -v,)

i=1
si vom obtine prin derivare sistemul:

F _g
oa
F _g
ob

care poate fi scris sub forma:

na+ bzn: X; = Zn: Yi
i=1 i=1
azn:xi +bZn:xf = Zn:xiyi
i=1 i=1 i=1

care se numeste sistem de ecuatii normale.
Prin rezolvare se obtin estimatii pentru parametrii a si b.

Formula de interpolare Lagrange

Consideram din nou seria statistica in plan M; (x;, vi), i=1nsi ne propunem sa
determinam polinomul in x de grad n-1 care pentru Xi, ..., X, 1Ia valorile yi, ..., Yyn.
coeficientii acestui polinom sunt functii liniare de y;.

Putem scrie P(X) = yifi(X) + ... + yafo(X) unde fi(x) sunt polinoame de grad n-1 pe
care urmeaza sa le determinam.

Observam ca, pentru x = X; trebuie sa avem P(x;) = i , de unde rezulta conditiile: fi(x;) =

1sifu(x))=0, Vizk; i,k=1n.
Tn acest caz polinomul fy(X) se anuleazi pentru Xz, X3, ..., X, si deci admite aceste valori
ca radacini, obtinandu-se:

fi(X) =k (X-X2) ... (X-Xn)
unde k este o constanta. Tnsa pentru x = xy, fi(x) =1 de unde rezulta:

1

(X1 _XZ)"'(Xl _Xn) .
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In mod analog, se determina si celelalte polinoame fi(x).
Rezulta formula de interpolare a lui Lagrange sub forma:

(X~ X)X~ X,) (X=X )(X = Xy)oe (X = X, (X X)X X,)

P =% (X, = X5). (X, — X)) et (X = X)X = X5 ). (X5 = X ) (X5 = Xip0)on (X = X))

Y (X=%). (X=X, ) .
(Xn _Xl)"'(xn _Xn—l)
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Capitolul 1V

Aplicatii
1. Pentru un lot de sportivi din atletism s-au facut verificari pentru genoflexiuni
cu bare si ridicarea halterei la stilul smuls, obtindndu-se rezultatele din tabelul 1, exprimate in
kilograme.
Tabelul 1
Nr. Crt. | Genoflexiuni Stilul smuls
Xi Yi
1 200 130
2 180 110
3 160 105
4 130 87
5 130 90
6 120 82
7 110 80
140
L 2
120
L 2
L 2
100 -
*®
L 2
80 - ¢
60 -
40 -
20 -
0 T T T T
0 50 100 150 200

Sa se reprezinte punctele (X; , yi) si sa se determine dreapta de ajustare prin metoda
celor mai mici patrate.

Rezolvare: Se obtine figura 1 iar
x = 147,14 y = 97,71 n=7, deci
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XiY; ~nXy

_3610,66

7
_ =l
a= 7
1

i=1

, —2 674875
ZX. —nx

i)

lar b=y—ax =19,73, deciy = 0,53x + 19.73.

Rezultatul la acest stil dinamic este puternic influentat de forta picioarelor, aceasta din
urma fiind indicata si prin rezultatele la genoflexiuni, ceea ce justifica asezarea punctelor (x;,

Yi), Tn jurul unei drepte.

2. Pentru un lot de sportivi din atletism s-au facut verificari pentru genoflexiuni cu
bare si ridicarea halterei la stilul aruncat. Rezultatele obtinute exprimate in kilograme sunt

cuprinse in tabelul 2.

tabelul 2
Nr. Crt. | Genoflexiuni Stilul aruncat
Xi Vi

1 200 160
2 180 140
3 160 127
4 130 110
5 120 107
6 110 97
7 110 92
8 105 95
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180 -

160 - *

140 - *

120 +

100 -

80 -

60 -

40 -

20 +

0 50 100 150 200 250

Sa se reprezinte punctele (x;, yi) si sa se determine dreapta de ajustare prin metoda
celor mai mici patrate.
Rezolvare: Se obtine figura 2.

x =139,37; y =116 ; n=8, deci

_ 6089,44

a= =066 b=24,02.
9133,03

Deci y=0,66x + 24,02.
Punctele (x;, yi) au putut fi ajustate printr-o dreapta, deoarece exista 0 legatura foarte

puternica intre acest stil dinamic si genoflexiuni cu bara.

3. Numarul de copii inscrisi si numarul de cadre didactice din 10 unitati
scolare si prescolare este prezentat in tabelul 3.

Tabelul 3
Nt crt. al | RS copii inscrigi Nt cadre didactice k)
Toiakii 429 133) 113
scolare

persoane persoane

1 20 2 3
2 323 21 23
3 156 18 12
4 180 14 14
5 98 11 8
6 73 6 7
7 334 21 24
8 20 1 3
9 52 2 5
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25 ~

20 ~

15 ~

10 ~

L X 4

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Rezolvare:
Se noteaza cu X- numarul de copii inscrisi si cu y - numarul de cadre didactice. Pentru a
analiza legatura dintre cele doua variabile, aplicam un model de regresie liniara simpla de

forma:
yi=a+b*x + g

y=ax+b
Prin aplicarea metodei celor mai mici patrate, rezulta sistemul:

{ain =>y,-nb
ay x> +bY x =D xy,

LM%Y -2 XDy, _10*24256-1450*113 _ 77693

- = = 0,06507
Y xt = %) 10*332267 — (1459)> 1193989

DY T D XD %Y 113*332267 —1459* 24256 _ 2156667

= =1,80627 .
> xt - %)’ 10*332267 —1459° 1193989

1) Deunde: y =1,80627*x; + 0,06507

Valorile ajustate ale numarului de cadre didactice in functie de numarul de copii
inscrisi sunt calculate Tn coloana y din tabelul 3. Intre cele doua variabile stabilite la Tnceput
este 0 legatura directa (b > 0 ).Daca numarul de copii inscrisi creste cu 100 persoane, atunci
numarul de cadre didactice va creste in medie cu ~ 7 persoane.
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4. Ni se dau frecventele corespunzatoare, in procente, pentru urmatoarele grupe de
varsta ; prin x notand varsta :
12 < x<15 ... 7,9%
15<x<20 ... 8,9%
20 < x<30 ... 18,0%.
Se cere procentul pentru grupa 15 < x <16.

Grupele nu corespund intotdeauna la intervale egale. De multe ori ne intereseaza

frecventa corespunzatoare unui interval care nu se gaseste cuprins in tabel, dar care poate fi
dedus din prin interpolare.

Rezolvare : Plecam de la polinomul

f(X) = ag + aX + axx’
pentru care punem conditiile :
f(0) =7,9, (1) = 16,8, f(3) = 34,8.

Pentru determinarea lui f(x) vom folosi formula de interpolare a lui Lagrange, care ne

da expresia unui polinom de gradul n, care pentrux =x; (i=0, 1, 2, ..., n).

avem :

Acest polinom se poate pune sub forma :

Zn: (X_XO)(X_Xl)"'(X_Xk—l)(X_Xk+1)"'(X_Xn) Y, .

k=0 (Xx - Xo)(Xk - Xl)"'(Xk - Xk—l)(xk - Xk+1)"'(Xk - Xn)
Pentru k=2 si tindnd seama de valorile lui f(x) Tn punctele x =0, x =1, x = 3,
f() =790 D=3) _1gX(X=3) | 54 X(X D)
3 2 6
Rezulta :
f(0,2) = 9,675 ;
f(0,2) - f(0) = 1,78.

Aceasta problema nu admite o solutie unica. Folosind alte metode de interpolare, vom

gasi alte valori, diferite intre ele dar in general apropiate.
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