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CAPITOLUL I 
 
 
ELEMENTE INTRODUCTIVE 
 

În dezvoltarea matematicii moderne un rol hotărâtor l-au jucat cercetările 

matematicienilor din secolul al XIX-lea şi descoperirile lor în legătură cu interpretarea 

geometrică a numerelor complexe, cu dezvoltarea geometriilor neeuclidiene şi descoperirea 

teoriei grupurilor şi a teoriei mulţimilor. 
 
1.1 NOŢIUNI FUNDAMENTALE 
 

Noţiunea de procent a fost introdusă încă din clasa a VI-a (algebră) în modul 

următor: 

S-a convenit să se folosească pentru 
100

1 notaţia 1%. Citim „1 la sută” sau „un 

procent”. Analog 3% înseamnă
100

3 şi se citeşte „3 la sută” sau „3 procente”; 0
0p  înseamnă 

)0,(
100

 pQpp . 

Procentele şi calculele cu procente au o foarte mare însemnătate în practică şi 

anume: 

 

1) aflarea a 0
0p dintr-un număr dat 

În general aflarea a 0
0p  dintr-un număr a se calculează apx

100
  

2) creşteri şi scăderi cu atât la sută 

3) aflarea unui număr când se cunoaşte 0
0p din el 

În  general dacă se cunoaşte că 0
0p , 0p dintr-un număr necunoscut este 

egal cu b  atunci 
p

bxbxp 100
100

 . 

4) aflarea raportului procentual 

În  general dacă vrem să aflăm cât la sută dintr-un număr a  este un număr b  

scriem 0,100
100

 a
a

bxbax . 
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Alte rapoarte folosite în practică sunt: promila, titlul unui aliaj, dobânda. 

Noţiunea de procent se reia la anul I pentru şcolile profesionale (autori: Monica 

Drâmbe, Mihai Gălăţanu), parcurgându-se aceleaşi etape şi definindu-se aceleaşi noţiuni ca 

la clasa a VI-a. 

Observaţie:  

Noţiunea de dobândă se introduce cu ajutorul noţiunii de procent utilizându-se 

exemple concrete. 

Calculele cu procente sunt întâlnite apoi în manualul pentru clasa a X-a M2 

(profil  ştiinţe sociale, silvic …) în cadrul capitolului Calcul numeric şi elemente de matematici 

financiare. 

Se porneşte de la exemple de genul: „începând de săptămâna trecută benzina 

s-a ieftinit cu 10 procente”, „nivelul de trai a crescut cu 5,4 la sută faţă de aceeaşi perioadă a 

anului trecut”… 

În aceste exemple este vorba de comparare a două valori. Una din aceste 

valori se numeşte valoare de bază şi va fi pusă în corespondenţă cu numărul 100. Cealaltă 

valoare, numită valoare procentuală, este pusă în corespondenţă cu p , care trebuie 

exprimat. Avem:  

a  ………… 100 

b  ………… p  

rezultă 
100

p
a
b
 sau  

  100
valoarea procentuală procent

valoarea de bază
  

Se definesc aceleaşi noţiuni ca la clasa a VI-a. 

Observaţie:  

În practică se mai folosesc şi alte rapoarte asemănătoare procentelor. Amintim 

pe cele mai des întâlnite: 

1. promila 00
0p  este raportul 

1000
p . 

2. titlul unui aliaj în care intră un metal preţios (aur, argint, platină) este 

raportul dintre masa metalului preţios conţinut în aliaj şi masa aliajului 

M
mT  , MTm  , 

T
mM  , T  – titlul aliajului, m  – masa metalului preţios, 

M  – masa aliajului. 

Capitolul prezintă apoi Dobânzi. TVA. Profit 

În circulaţia valorilor băneşti se obişnuieşte ca, pentru o sumă de bani dată sub 

formă de împrumut, să se plătească o sumă majorată. Majorarea se numeşte dobândă şi ea 
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depinde de mărimea sumei depuse şi de perioada pentru care a fost depusă. Cel care 

depune banii este numit creditor iar cel care primeşte bani (se împrumută) este numit 

debitor. 

Definiţie: 

Dobânda reprezintă suma pe care trebuie să o plătească debitorul creditorului 

său pentru folosirea disponibilităţilor băneşti ale acestuia până la restituirea lor. 

Suma plătită de debitor în mărime absolută, de numeşte masa dobânzii şi va fi 

notată cu D . Preţul plătit de debitor pentru a dispune pe timp de un an de 100 de unităţi 

monetare (lei, dolari, euro…) se numeşte rata dobânzii şi va fi notată cu d   (sau r în funcţie 

de autorul manualului). 

Observaţie: 

Rata dobânzii se exprimă în procente anuale. 

Dacă creditul acordat are mărimea S , atunci rata dobânzii d este dată de 

formula d  100
S
D

  (1). 

Exemplu: O bancă acordă un credit de 20.000.000 lei pe o durată de un an cu 

rata dobânzii 40%, atunci  mărimea dobânzii D = 8000000
100
4020000000  lei. 

Observaţie:  

Prin aplicarea formulei (1) se spune că se determină dobânda simplă. Modul 

de calcul este foarte bun, dacă durata creditului nu depăşeşte un an. 

Formula dobânzii simple este ndSD  unde,  

D  - masa dobânzii (sau dobânda în valoare absolută) 

S - creditul (sau suma împrumutată) 

d  - rata dobânzii 

n - numărul de ani. 

Dacă durata creditului depăşeşte un an şi dobânda se adaugă la capitalul dat 

cu împrumut (se capitalizează), ea va fi luată în calculul dobânzii pe anul următor, la fel ca 

suma iniţială. Acest tip de dobândă se numeşte se numeşte dobândă compusă. 

O sumă 0S depusă ca depozit bancar, devine după un an 1S , 101 DSS   

unde 1D  - dobânda anuală corespunzătoare dSD  01  deci  dSdSSS  10001 . După 

doi ani, depozitul iniţial devine 212 DSS  , dSD  12 ,    2
01112 11 dSdSdSSS   

Generalizând, o sumă 0S  devine  după n ani nS ,  n
n dS  1  atunci masa 

dobânzii este 0SSD n  . 
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Exemplu:  

O persoană depune pe termen de trei ani suma de 9.000.000 lei la o bancă cu 

rata anuală a dobânzii d =40%. Care este suma de care dispune persoana după trei ani. 

0S =9.000.000, d ==40%, n =3 

 303 1 dSS   deci 3S 9.000.000
3

100
401 






  =24.696.000. 

Taxa  pe valoare  adăugată (TVA) 

TVA este un impozit indirect exprimat în procente care se stabileşte asupra 

vânzărilor bunurilor şi a prestărilor de servicii. 

Impozitele indirecte sunt impozite cuprinse în preţurile bunurilor şi serviciilor 

sub forme şi denumiri diferite: TVA, accize, taxe vamale… . 

Impozitele indirecte se caracterizează prin faptul că acei care la plătesc (la 

bugetul statului) sunt unităţile economice care vând bunuri sau prestează servicii iar cei care 

le suportă sunt cumpărătorii (intră în preţ). 

Plata TVA (ca impozit indirect) este fracţionată deoarece ea se calculează pe 

fiecare stadiu care intervine în producerea şi comercializarea bunului economic.. mărimea 

absolută a TVA depinde de baza de calcul şi cota de impozitare.  

Elementele  care compun baza de calcul (de impozitare) sunt diferite, în funcţie 

de situaţia dată cum ar fi: preţurile şi tarifele negociate, preţurile de piaţă, costurile bunurilor 

executate de agenţii economici. 

Practic, TVA se aplică numai asupra diferenţei dintre preţul de vânzare şi preţul 

de cumpărare, respectiv numai asupra a ceea ce se numeşte valoare adăugată de către 

fiecare agent economic participant la procesul de producţie şi circulaţie a mărfii respective. 

În ţara noastră TVA a fost introdusă în 1992 şi modificată ulterior astfel: 

anul Actul normativ Valoare TVA 
(procente) 

1992         Ordonanţa Guvernului nr 3 18% 

1998 Hotărârea Guvernului nr 512 22% 

1999 Ordonanţa Guvernului nr 215 19% 

 

Profit  

Diferenţa care există între veniturile şi cheltuielile unei societăţi (regie, 

contribuabil) se numeşte profit, dacă valoarea diferenţei este un număr pozitiv şi pierdere 

dacă valoarea diferenţei este un număr negativ. 

Exemplu:  
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Un atelier produce într-o lună mobilier care are preţul total de vânzare de 

205.000.000 lei. Se ştie că pentru realizarea mobilierului sau făcut următoarele cheltuieli: 
 

- cheltuieli  cu materia primă          125.000.000 lei 

- cheltuieli cu salariile angajaţilor     15.000.000 lei 

- cheltuieli cu întreţinerea utilajelor    2.300.000 lei 

- cheltuieli cu energia                         1.500.000 lei 

- cheltuieli cu amortizarea                  2.000.000 lei 
 

Total 145.800.000 lei 
 

Diferenţa 205.000.000 – 145.800.000=59.200.000 arată că atelierul a realizat 

un profit impozabil de 59.200.000 lei. Ştiind că impozitul pe profit este 25% va rezulta un 

profit net 000.400.44
100
251000.200.59 






  lei. 

Profitul este cunoscut şi sub numele de beneficiu şi reprezintă câştigul, 

avantajul realizat sub formă bănească dintr-o acţiune, operaţie sau executarea unei activităţi. 

Referitor la profit există doi indicatori importanţi: masa profitului şi rata profitului. 

Masa profitului (respectiv suma pe care o reprezintă profitul unei unităţi 

economice, al unui agent sau al economiei naţionale) se determină ca diferenţă între venituri 

şi cheltuieli.  

Exemplu: 

O firmă privată a realizat în anul financiar trecut un venit total de 12,5 miliarde 

lei în condiţiile unor cheltuieli în valoare totală de 11,3 miliarde lei. 

Masa profitului (notată cu p ) va fi 2,13,115,12 p miliarde lei. 

Rata profitului se calculează fie ca raportul procentual între masa profitului şi 

volumul capitalului folosit, fie ca raport între masa profitului şi cifra de afaceri. Rata 

profitului 100
C
p

  sau rata profitului 100
CA
p

 , 

 p - masa profitului, 

 C - capitalul folosit 

  CA - cifra de afaceri (volumul încasărilor din activitatea proprie). 

Astfel, ţinând cont de exemplul anterior, rata profitului este  

6,9100
5,12

2,1
pR . 

Observaţie:  
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Remarcăm că profitul este o parte a preţului unui bun sau serviciu obţinut dintr-

o activitate economică profittpreţ  cos . 

Exemplu:   

Un atelier, folosind 34.00.000 lei, realizează 10.000 caiete şi îşi propune să 

livreze caietele la preşul de 4500 lei bucata. Care va fi profitul realizat de atelier în urma 

acestei activităţi? Dar rata profitului? 

Rezolvare: conform formulei da mai sus avem  

p 000.000.34000.10500.4 rezultă 000.000.11p , iar 25,32100
34
11

pR . 

Observaţie: 

Ca aplicaţii  a noţiunii de procent apar tipuri de probleme. 

 

1. Calcularea costului/preţului unui produs/serviciu 

Pentru a obţine bunuri economice şi servicii, agenţii economici fac o serie de 

cheltuieli. 

Costul de producţie – care reprezintă cât îl costă pe întreprinzător producerea 

unui bun sau serviciu, este expresia în bani a consumului de factori de producţie necesar 

producerii şi vânzării de bunuri materiale şi servicii, concretizat în cheltuieli pentru materii 

prime, materiale, combustibil, energie, maşini unelte, instalaţii, salarii … şi pe care le suportă 

agenţii economici (atât cel producător cât şi cel consumator, deoarece el cumpără un produs 

care are preţ constituit din cost plus profit). Costul de producţie este o parte a preţului de 

vânzare al bunului/serviciului respectiv. 

Costul fix ( FC ) – este determinat de consumurile fixe şi desemnează acele 

cheltuieli (consumuri) care pe termen scurt rămân neschimbate, independente de 

modificarea volumului producţiei(chirii, asigurări, amortizarea capitalului fix, cheltuieli cu 

întreţinerea, iluminatul şi încălzitul sediului firmei, salariile personalului administrativ). 

Costul variabil ( VC ) – este determinat de consumurile variabile precum: materii 

prime, combustibilul şi energia pentru producţie, salariile personalului ocupat în producţie 

etc. . 

Costul total de producţie ( PC ) – este generat de consumurile aferente întregii 

producţii. El este suma costurilor fixe şi variabile. VFP CCC   

Costurile totale ( TC ) – desemnează suma dintre costurile de producţie 

(fabricaţie) şi costurile de distribuţie (desfacere). 
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Întru-cât fiecare unitate economică produce mai multe produse, servicii de 

acelaşi fel este firesc să se calculeze şi costul mediu (unitar). 

Costul mediu (unitar) reprezintă costul (consumul) pe unitatea de 

produs/serviciu realizat.. el poate fi fix ( fmC ), variabil ( vmC ) şi total ( tmC ) fiecare reprezentând 

raportul dintre costurile globale respective (fixe, variabile, totale) şi cantitatea de 

bunuri/servicii produse (producţia Q ). 

Q
CC F

fm  , 
Q

C
C V

vm  , 
Q
CC P

pm  , 
Q
CC T

tm  . 

 

2. Amortizări de investiţii  

O maşină, o instalaţie, un imobil are o anumită durată de viaţă. După un număr 

de ani ele vor deveni depăşite din punct de vedere tehnic. 

Mijloacele fixe ale unei societăţi sunt constituite din: maşini,  utilaje, instalaţii, 

mijloacele de transport, clădiri. În procesul de producere a bunurilor materiale şi serviciilor 

aceste mijloace fixe se uzează (depreciază) fizic şi moral şi în acest sens se constituie 

fondul de amortizare. Acest fond este destinat înlocuirii mijloacelor fixe scoase din uz, iar 

uneori şi pentru finanţarea reparaţiilor capitale destinate menţinerii în stare de funcţionare a 

mijloacelor fixe existente. 

Atunci când reparaţiile capitale sunt finanţate din amortismente se poate 

calcula o normă globală de amortizare gaN  cu formula: 100
i

n

ki

ga V
D

RV

N



  unde 

 iV  - valoarea de inventar 

kR - suma reparaţiilor capitale ce se vor efectua pe parcursul perioadei de 

serviciu. 

nD - durata normală  de serviciu a activelor fixe. 

Atunci când nu se efectuează kR  formula normei globale de amortizare devine 

 
nin

i
ga DVD

VN 100100 


 . 

Exemplu:  

Dacă  iV =3,2 miliarde lei, kR =480.000.000 lei şi nD =3 ani atunci  

33,38100
32003

4803200





gaN . 

Se utilizează şi un alt indicator, numit norma specială de amortizare 
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100
in

k
sa VD

RN


 . 

Norma de amortizare poate ţine seama şi de valoarea reziduală rV ce se obţine 

cu ocazia lichidării mijloacelor fixe şi atunci se calculează cu formula  

100
i

n

rki

sa V
D

VRV

N



 . 

În practica financiară se utilizează mai multe categorii de norme de amortizare: 

- proporţionale 

- regresive sau accelerate 

- progresive şi fiecare se exprimă cu formule specifice. 
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CAPITOLUL II 
 
 
DOBÂNDA SIMPLĂ ŞI DOBÂNDA COMPUSĂ 
 
2.1.   INTRODUCEREA DOBÂNZII SIMPLE 

 
În operaţiile financiare, sunt folosite, în funcţie de caracterul operaţiei, 

formulele dobânzii simple sau ale dobânzii compuse. 

Dacă dobânda se calculează asupra aceleiaşi sume, pe toată durata 

împrumutului, ea este numită dobândă simplă. Aşadar, dobânda simplă, se calculează, fără 

să fie adăugată vreodată la suma împrumutată pe toată durata împrumutului. 

Dobânda calculată la o unitate monetară, adică 1 leu pe timp de un an, se 

numeşte dobândă unitară  şi este fireşte egală cu a suta parte din procent. 

Notând cu: 

S - suma depusă sau împrumutată 

t - timpul în ani; 

P - procentul; 

i - dobânda unitară; 

D - dobânda simplă; 

avem relaţiile: 
100

Pi   sau iP 100 . 

Ţinând seama deci că, pentru 1 leu, se calculează timp de un an o dobândă 

egală cu i , atunci pentru 1 leu, pe o durată de t  ani, se va calcula o dobândă de t  ori mai 

mare: 
100
Ptit  , iar dacă vom considera în loc de un leu o sumă S , vom avea valoarea 

dobânzii 
100
SPtSitD   (II,1,1).- formula dobânzii simple. Deoarece în această formulă intră 4 

elemente fundamentale, cunoscând oricare trei îl putem determina pe cel de-al patrulea. 

Deci avem: 

tP
D

it
DS





100  (II,1,2) 

PS
D

iS
Dt





100   (II,1,3) 
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tS
DP





100         (II,1,4).  

Ştiind că iP 100  deducem 
St
Di   (II,1,5). 

În expresia care ne dă formula dobânzii simple, considerăm 
k
tt k  unde 

k reprezintă numărul de părţi egale în care este împărţit anul, iar kt  un număr oarecare de 

asemenea părţi din an pentru care se calculează dobânda avem:  

k
SPt

k
SitD kk           (II,1,6). 

Observaţie: 

Pentru k =4, formula (II,1,6) ne dă valoarea dobânzii simple pentru 4t  trimestre, 

iar pentru k =12, obţinem valoarea corespunzătoare pentru numărul de luni pe care-l 

reprezintă 12t  deci avem:  

4004
44 SPtSitD   sau 

120012
1212 SPtSitD  . 

Dacă luăm k =360, formula (II,1,6) devine: 
36000360

SPtSitD   (II,1,7) unde 

t reprezintă zile. 

Dobânda calculată în raport cu numărul real de zile este dată de formula 
365
Sit  

şi poartă numele de dobândă reală sau raţională. 

Observaţie: 

Dobânda practică este evident mai mare decât dobânda raţională. 

Diferenţa dintre aceste două dobânzi este:  

26280365360
SitSitSit

 (II,1,8) 

Exemplu: 

Ce sumă trebuie depusă cu dobândă pe timp de 200 zile cu 3%, pentru a 

produce aceeaşi dobândă ca suma de 10000 lei, pe timp de 150 zile, cu 6% pe an? 

Scriind egalitatea ce trebuie să existe între dobânzi avem: 

360
15006,010000

360
20003,0 


S  de unde  

15000
20003,0

15006,010000





S  
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2.2. SUMA ACTUALĂ ŞI SUMA FINALĂ 
 

Fie 0S  o sumă depusă la CEC în momentul 0t . La această sumă  se va 

calcula în intervalul de timp  t,0  adică pe o durată  de timp egală cu  ani, o dobândă tD , 

adică tiSDt  0 . 

Suma 0S + tD , care reprezintă valoarea iniţială plus dobânda pe o durată de 

timp egală cu ani, o numim sumă finală, valoare finală sau valoare disponibilă peste ani. 

Avem astfel, notând această sumă finală cu tS , formula tt DSS  0  (II, 2, 1)  care se mai 

poate scrie itSSS t 00    

sau  itSS t  10  (II,2,2).  

Cu ajutorul ei se poate calcula suma finală, când se cunoaşte cea iniţială, 

procentul P  şi timpul t , adică serveşte  la rezolvarea problemelor de aflare a valorilor finale. 

O problemă inversă acesteia este aceea a aflării valorii actuale a unei sume 

disponibile peste t  ani. 

Valoarea actuală fiind în acest caz 0 t tS S D  (II,2,3). 

Din relaţia (II,2,2) deducem: 0 1
tSS
it




 (II,2,4) adică formula care ne permite să 

stabilim valoarea iniţială sau actuală a unei sume la momentul 0t , cunoscându-se 

valoarea disponibilă peste ani, procentul de calcul şi durata ani a împrumutului. 

Observaţie:  

În cazul când reprezintă fracţiuni din an, în formulele (II,2,2), (II,2,4) se face 

k
tt k , unde k reprezintă numărul de părţi egale în care este împărţit anul, iar kt  durata de 

timp exprimată în asemenea unităţi ce reprezintă fracţiuni din an. 

Astfel avem: 0 1 k
t

i tS S
k
   

 
 (II,2,2/), 0

1

t

k

SS ti
k




 (II,2,4/). 

În cazul când k =360, avem 0 1
360t
itS S    

 
 şi  

0

1
360

tSS it


 (II,2,5) unde reprezintă zile. 
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2.3.    METODE PRACTICE PENTRU CALCULUL DOBÂNZII SIMPLE 
 

Metoda numerelor  

Considerăm  formula dobânzii simple 
36000

SPtD  , în care împărţind în membrul 

al doilea şi numărătorul şi numitorul cu P , avem expresia 36000
StD

P

 . 

Produsul St se notează cu N şi poartă numele de „număr”, iar câtul 36000
P

 se 

notează cu df şi poartă numele de „divizor fix”. Cu aceste notaţii ultima formulă devine: 

ND
df

  (II, 3,1). 

Principalul motiv pentru care în practică se consideră în calculul dobânzilor 

anul de 360 zile, este că acest număr se poate utiliza mai uşor în calcule şi este divizibil cu 

toate numerele de la 1 la 10 în afară de 7. acest fapt se poate constata şi din tabloul 
divizorilor ficşi:  

 

P  
36000df

P
  P  

36000df
P

  

1% 36000 6% 6000 

2% 18000 7% 5142,857 

3% 12000 8% 4500 

4% 9000 9% 4000 

5% 7200 10% 3600 

 

Exemplu:  

Să calculăm prin metoda numerelor, dobânda obţinută de un depunător la o 

sumă de 100000 lei, cu 6% pe timp de 120 zile. Aplicăm formula ND
df

 , unde 

N =100000120=12000000 iar 12000000 2000
6000

df   lei. 

Această metodă aduce simplificări mari de calcul, atunci când avem de calculat 

dobânda pentru o serie întreagă de sume depuse pe durate diferite, dar toate cu un acelaşi 

procent. 
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Metoda părţilor alicote ale sumei 

Considerăm  formula dobânzii simple StD
df

  şi să presupunem că S df . În 

acest caz vom avea dftD t
df

  .(II,3,2) Adică, dacă suma este egală cu divizorul fix, dobânda 

este egală cu numărul de zile. 

Dobânda fiind proporţională cu suma, se va descompune suma dată în multipli 

şi submultipli divizorului fix. Aceşti multipli şi submultipli poartă numele de părţi alicote. 

Dobânda stabilindu-se uşor pentru fiecare din aceste părţi, dobânda sumei date va fi egală 

cu suma tuturor dobânzilor părţilor în care ea s-a descompus. 

Metoda părţilor alicote ale timpului 

În formula StD
df

 dacă considerăm 
100
dft  , adică timpul este egal cu a 100- a 

parte din divizorul fix, avem StD
df

 = 100
100

dfS S
df


 (II,3,3). 

Adică, dacă timpul este egal cu a 100-a parte din divizorul fix, atunci dobânda 

este egală cu a 100-a parte din sumă. Vom descompune deci în multipli şi submultiplii 

divizorului fix împărţit la 100, pentru care se aplică această regulă de stabilire a dobânzii, 

apoi se face suma dobânzilor parţiale. 

Metoda părţilor alicote ale procentului 

Această metodă se foloseşte de obicei, atunci când procentul este un număr 

zecimal, adică în cazul când divizorul fix este un număr cu care se lucrează greu. 

 

2.4. METODE DE CALCUL AL DOBÂNZILOR ÎN CONTURILE    
         PURTĂTOARE DE DOBÂNZI 

 

În scopul explicării metodelor, adoptăm în mod arbitrar conturi cu o linia tură de 

şase coloane pentru debit şi tot atâtea pentru credit. 

În prima coloană , se trece data la care se efectuează operaţia: 

În a doua coloană, se trece operaţia pe scurt cu detalii, indicaţii etc.; 

În coloana a treia, se înscrie data la care începe calcularea dobânzii: 

Coloana a patra serveşte pentru înscrierea sumei: 

Coloana a cincia serveşte pentru înscrierea zilelor pentru care se percepe 

dobânda: 
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Coloana a şasea serveşte fie pentru a înscrie dobânda, direct, fie pentru a 

înscrie numerele care vor fi folosite pentru calculul dobânzilor prin metoda numerelor şi a 

divizorilor ficşi. 

1. Metoda directă sau progresivă 

Dobânzile  sunt calculate, în metoda directă, pentru fiecare sumă din debit sau 

din credit, de la data începerii calculului dobânzii până la închiderea contului, sau data 

scadenţei, dacă aceasta este anterioară celei închiderii contului. 

În coloana a cincia se trece numărul de zile pentru care se calculează dobânda 

sumei respective, iar în coloana a şasea se trec dobânzile respective, calculate cu unul din 

mijloacele rapide de calcul. 

După ce toate cele şase coloane au fost completate se procedează la 

închiderea sau regularizarea contului. 

Se face mai întâi soldul dobânzilor, care se găseşte în coloana a şasea şi se 

trece apoi acest sold în coloana a şasea a debitului sau creditului, adică acolo unde totalul 

dobânzilor este mai mic cu explicaţia „Balanţa dobânzilor cu 6%”. 

După această înscriere, totalurile celor două coloane a şasea de la debit şi 

credit trebuie să fie egale. De la acest sold al dobânzilor cu 6% se trece apoi prin metoda 

părţilor alicote la dobânda corespunzătoare procentului nominal al contului. Această 

dobândă se va trece în partea opusă a contului faţă de înscrierea soldului cu 6% şi anume în 

coloana a patra, după cum soldul este debitor sau creditor. După această înscriere, se face 

apoi soldul sumelor din coloana a patra, care este soldul efectiv al contului. Acest sold se 

trece în partea opusă a contului cu specificaţia „Balanţa sumelor”. După această înscriere, 

totalurile sumelor din coloana a patra trebuie să fie egale. 

Se subliniază contul cu două linii paralele şi cu această operaţie se consideră 

contul închis. 

Se înscrie după aceasta din nou soldul în coloana a patra, a debitului sau 

creditului, după cum soldul este debitor sau creditor, cu data zilei în care s-a început calculul 

dobânzii şi s-a încheiat contul. Contul astfel operat se poate continua apoi mai departe 

înscrierea operaţiilor viitoare. Se poate, ca în locul acestui cont, să se deschidă un nou cont 

în care prima operaţie este înscrierea acestui sold. 

Exemplu: 

Considerăm un cont curent de dobânzi încheiat prin metoda directă, debitorul 

acestui cont fiind Banca Naţională, iar titularul contului o societate oarecare, clientul A. 

Procentele sunt reciproce. Procentul nominal al contului este de 4%. 

Operaţiile înscrise în acest cont curent de dobânzi sunt următoarele: 
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1. la 11 ianuarie clientul A depune în contul său suma de 50000 lei. 

Operaţia se înscrie în creditul contului. 

2. la 20 ianuarie se depune cererea de plată nr.10 pentru achitarea unei 

facturi de plată la 31 ianuarie. Înscrierea se face în debitul contului, 

pentru că operaţia se face pentru clientul A. 

3. la 20 februarie se plăteşte, pentru clientul A, cererea de plată nr.102 în 

valoare de 10000 lei, care conform principiului cunoscut  se trece în 

debitul contului. 

4. la 26 februarie se primeşte pentru contul clientului nostru suma de 

20000 lei. Operaţia se trece în credit. 

5. la 10 martie clientul A depune suma de 10000 lei, deci operaţia se trece 

în creditul contului. 

6. la 10 martie se achită cererea de plată nr.250, de plata făcându-se 

pentru clientul A, operaţia se înscrie în debitul contului. 

După înregistrarea acestor operaţii se efectuează înscrierea contului la data de 

31 martie a.c. . Se completează în acest scop coloanele 5 şi 6. coloana a cincia se 

completează cu numărul de zile, ziua achitării facturii neintrând în calculul zilelor. Astfel 

pentru operaţia de la 31 ianuarie, ziua de 31 ianuarie nu intră în calcul, numărul de zile fiind 

28+31=59 . 

După calculul zilelor se efectuează calculul dobânzilor cu 6%, care se trec în 

coloana a şasea a contului. Se calculează apoi soldul dobânzilor, totalizând coloana a şasea 

din debit şi credit şi se găseşte: 803-367=436. Acest sold fiind creditor pentru balansare se 

trece în debitul contului în coloana a şasea. Se totalizează cele două coloane a şasea  şi se 

obţine acelaşi total 803. 

Se trece apoi de la dobânda cu 6% la dobânda corespunzătoare procentului 

nominal al contului, adică la 4%. Calculul se face prin metoda părţilor alicote ale procentului 

şi se găseşte 291 lei. Această sumă se trece în coloana a patra a sumelor. Se calculează 

după acesta, soldul sumelor totalizând coloana a patra din debit şi credit şi se găseşte: 

80291-60000=20291 lei. Acest sold fiind creditor, se trece pentru balansare în debitul 

contului în aceeaşi coloană a patra a sumelor. Se totalizează acum coloanele a patra a 

sumelor din debit şi din credit şi se găseşte acelaşi total 80291. 

Se subliniază cu două linii aceste totaluri ale sumelor şi ale dobânzilor, contul 

fiind astfel încheiat. 
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Pentru continuarea operaţiilor şi pentru că soldul contului a fost creditor, se 

înscrie din nou, în creditul contului, cu data de 1 aprilie, acest sold cu data începerii 

calculului dobânzii la 31 martie şi valoarea sa de 20291 lei, cum se poate urmări : 

Model 
Metoda directă 
Debit                                                                                Credit 

data explicaţii 

Data de 
când începe 

calculul 
dobânzii 

sume 
Nr. 
de 
zile 

dobânzi  data explicaţii 

Data de 
când începe 

calculul 
dobânzii 

sume 
Nr. 
de 
zile 

dobânzi 

Ian. 20 Cererea de 
plată nr 10 Ian. 31 20.000 59 197  Ian. 11 Vărsământ  Ian. 11 50.000 79 658 

Feb.20 Cererea de 
plată nr 102 Feb. 20 10.000 39 65  Feb.26 Vărsământ Feb. 26 20.000 33 110 

Martie 
10 

Cererea de 
plată nr 250 Martie 10 30.000 21 105  Martie 

10 Vărsământ Martie 10 10.000 21 35 

 Balanţa 
dob cu 6%    436   Dobânzi cu 

4%  291   

 Soldul 
sumelor  20.291          

 
Total … 

 
80.291 

 
803 

 
Apr. 1 Sold din 

nou … 

 
Martie 31 

80.291 
 
20.291 

 
803 

 

2.Metoda indirectă  

Această metodă se mai numeşte şi metodă retrogradă şi se bazează  pe 

următorul principiu: 

Dacă D  este dobânda pentru t  zile, iar D  este dobânda pentru t  zile, 

atunci D D   reprezintă dobânda pentru durata de timp t t  , t şi t , reprezintă măsura 

a două intervale de timp oarecare. 

Metoda indirectă, ţinând seama de principiul prezentat se bazează pe 

următoarea observare: 

Fie Ot o axă pe care marcăm timpul 1t  şi 2t , două limite de exemplu data 

deschiderii şi închiderii contului, iar it  data când începem calculul dobânzii pentru suma iS  . 
 
2.5. INTRODUCEREA DOBÂNZII COMPUSE 
 

Dobânda compusă este legată de operaţiile financiare pe termene mai lungi. 

Termenele lungi sunt împărţite în perioade egale, de obicei de un an, dobânda calculându-

se la sfârşitul fiecărei perioade şi adăugându-se la suma depusă. Aşadar, la sfârşitul unei 

perioade se produce o convertire a dobânzii în suma considerată. În perioada următoare, pe 

lângă suma depusă, dobânda va fi calculată şi la dobânda din perioada precedentă. Această 

modalitate de calcul al dobânzii aduse de dobânzile anterioare, cunoscută încă din vechime 
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sub denumirea de anatocism, face să obţinem pe lângă suma plus dobânda sa simplă, încă 

o sumă care reprezintă dobândă la dobândă. Dobânda compusă apare, deci, ca diferenţă 

dintre suma finală, mărită prin convertirea dobânzii şi suma de care s-a dispus iniţial. 

Acordăm denumirea de sumă finală sau valoare finală sumei totale care 

include, pe lângă suma iniţială, toate dobânzile obţinute după metoda de mai sus, până la 

expirarea duratei de timp considerate. 

Să stabilim valoarea finală tS  a unei sume iniţiale 0S  cu dobânda unitară i , 

peste t  ani, dacă la sfârşitul fiecărui an, suma de la începutul anului respectiv se măreşte cu 

dobânda produsă de ea in cursul aceluiaşi an. În această situaţie dobânzile produse in 

cursul anului se convertesc în sumă la sfârşitul fiecărui an. 

Pentru a stabili In aceste condiţii valoarea finală tS , facem următorul 

raţionament, folosind notaţiile întrebuinţate şi până acum. 

Suma iniţială 0S  lei, depusă la începutul primului an, va produce în cursul 

acestui an dobânda 0S i  lei. La sfârşitul anului, această sumă împreună cu dobânda 

calculată, reprezintă suma 0 0S S i . Notând această suină cu 1S , avem: 

 1 0 1S S i  . 

Aşadar, 1S  este noua sumă realizată la sfârşitul anului, provenită din suma 

iniţială 0S  mărită cu dobânda lui 0S  în cursul anului. 

La începutul anului al doilea, dispunem de suma 1S  care în mod analog va 

produce dobânda 1S i , aşa că la sfârşitul anului al doilea, suma 1S  împreună cu dobânda 

produsă de ea în cursul anului, devine: 

 2 1 1S S i  . 

Ţinând seamă însă de valoarea lui S  dată de relaţia precedentă, avem: 

2S =   0 1 1S i i  =  2
0 1S i  

Pentru a ajunge cu acest raţionament până la formula căutată pentru tS , 

folosim următoarea schemă: 

0S  lei devin după 1 an 1S = 0 0S S i =  0 1S i ; 

0S  lei devin după 2 ani 2S = 1 1S S i =  1 1S i =  2
0 1S i  

0S  lei devin după 3 ani 3S = 2 2S S i =  2 1S i =  3
0 1S i  

……………………………………………………………………………………….. 
……………………………………………………………………………………….. 
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0S  lei devin după t ani tS = 1 1t tS S i  =  1 1tS i  =  0 1 tS i . 
 
Aşadar, valoarea finală tS  a sumei 0S  după t  ani, în cazul când dobânda 

produsă în cursul unui an se adaugă la sumă la sfârşitul anului, este dată de formula: 

tS =  0 1 tS i  (II,5,1) 

care poartă numele de formula dobânzii compuse. 

Prin metoda inducţiei matematice se poate demonstra uşor că formula (5.1) 

este valabilă pentru orice t  întreg şi pozitiv. 

În adevăr, pentru  = 0,1, 2,...,t t  formula se verifică direct. 

Admitem că (II,5,1) este valabilă şi să arătăm că subzistă relaţia:   

  1
1 0 1 t

tS S i 
            (II,5,2) 

 Cum: 
1t t tS S S i   , 

iar conform relaţiei (II,5,1) 

tS =  0 1 tS i , 
avem 

       1 0 0 01 1 1 1t t
tS S i S i i S i i         

sau 

  1
1 0 1 t

tS S i 
              (II,5,3) 

În cazul când t  nu mai este un număr întreg, formula totuşi subzistă. 

Să presupunem că t t x   unde t  este un număr întreg, iar 1x  .                                   

La sfârşitul a t  ani, valoarea finală a lui 0S  va fi: 

0 (1 )t
tS S i 
                      (II,5,4) 

iar la expirarea timpului t t x  vom avea pentru valoarea finală a lui 0S : 

t t tS S S ix                      (II,5,5) 

sau: 

0 0(1 ) (1 )t t
tS S i S i ix                      (II,5,6) 

adică: 

(1 ) (1 )t
t tS S i ix

                        (II,5,7) 

Ţinând seama de dezvoltarea în serie a lui Mac-Laurin, 

21(1 ) 1 ( 1) ...
2

xi xi x x i       



 23

şi cum i  este foarte mic (de obicei câteva sutimi) putem neglija termenii care 

conţin pe 2i , 3i , ... , aşa că vom putea lua 

(1 ) (1 )xi ix � .                           (II,5,8) 

Aşadar formula (II,5,7), devine: 

     0 01 1 1t x t x
tS S i i S i       

sau 

 0 1 t x
tS S i    

Dobânda compusă fiind conform definiţiei date, diferenţa dintre suma finală şi 

cea iniţială, notând-o cu tD , va fi deci: 

0t tD S S    

sau 

 0 01 t
tD S i S     

adică: 

 0 1 1t
tD S i                        (II,5,9) 

Formula (II,5,9) ne dă valoarea efectivă a dobânzii compuse adusă de o sumă 

0S  în timp de t  ani, cu dobânda unitară 
100

Pi . 

a) Calculul elementelor fundamentale ale formulei dobânzii compuse 

Revenim la formula (II,5,1), 

tS =  0 1 tS i . 

care cuprinde 4 elemente tS , 0S , i  şi t . Valoarea lui tS  este condiţionată de 

cunoaşterea celorlalte 3 elemente 0S , i  şi t . La fel, tot din relaţia (II,5,1) putem deduce 

valorile acestor elemente.  

Astfel: 

 
 0 1

1
tt

tt
SS S i

i
   


.               (II,5,10) 

formulă care ne dă valoarea sumei iniţiale 0S  în funcţie de suma finală tS , 

dobânda unitară i  şi timpul t . 

Valoarea 1 i , pentru simplificare, se notează cu u , adică: 

1u i                                  (II,5,11) 

şi poartă numele de factor de fructificare. 



 24

Valoarea 

  1 11 1
1

i u
i

   


 

se notează cu v , adică: 

1 1
1

v
u i

 


                       (II,5,12) 

şi poartă numele de factor de actualizare. 

Cu aceste notaţii formulele (II,5,1), (II,5,9)şi (II,5,10)se scriu: 

0
t

tS S u                                  (II,5,1) 

 0 1t
tD S u                                   (II,5,9) 

0
t

tS S v                                   (II,5,10) 

Să considerăm o axă pe care să notăm timpul t . 

 

0S                        sS                                                       tS  
     0                      s                                                        t  
 0S                        sS                                                       tS  

 
Dacă pornim de la 0  cu o sumă iniţială 0S t , pentru a afla ce va deveni aceasta 

la timpul t , adică pentru a afla pe tS , vom înmulţi pe 0S  cu tu  şi obţinem 0
t

tS S u . 

În cazul când mergem de la 0  numai până la s t , atunci 0S  va deveni sS , şi 

avem: 

 0 01 s s
sS S i S u    

şi în sfârşit, dacă mergem cu o sumă sS de la s  la t , vom avea: 

t s
t sS S u   

Valoarea pe care o obţinem înmulţind o sumă oarecare cu factorul „u ”, ridicat 

la o putere egală cu intervalul de timp pentru care se calculează dobânda, este valoarea 

finală a acestei sume sau valoarea disponibilă după acel interval de timp. 

Pe schema reprezentată, cu factorul „u ” se merge de la stânga spre dreapta. 

Când vrem să actualizăm o sumă, mergem pe axă în sens invers, adică de la 

dreapta la stânga, deci de la t  spre 0  şi folosim factorul de actualizare v  astfel: 
t

tS v . 

Aceasta reprezintă în prezent valoarea unei sume, care peste t  ani este 0S , 

adică este valoarea actuală a lui S  în momentul 0t  , sau 
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0
t

tS S v . 

Dacă vrem să calculăm la momentul s  care este valoarea actuală a unei 

sume, care după intervalul de timp cuprins între s  şi t  devine tS , deoarece acest interval 

este egal cu t s  scriem 
t s

s tS S v    

sau 

0
s t s

tS u S v                   (II,5,13) 

Pentru a putea stabili formula care ne dă valoarea lui t , aplicăm logaritmii in 

formula (II,5,1) şi avem: 

 0lg lg lg 1tS S t i    

De unde deducem: 

 
0lg lg

lg 1
tS St

i





.                          (II,5,14) 

formulă care ne dă valoarea timpului t , când se cunosc celelalte trei elemente 

0S , tS  şi i . 

În sfârşit din (5, 14) deducem: 

  0lg lglg 1 tS Si
t


                  (II,5,15) 

formulă care ne permite să determinăm pe „ i ”, dobânda unitară,  când 

cunoaştem pe 0S , tS  şi i . 

Calculul numeric al elementelor date de formulele menţionate este în practică 

mult mai uşurat prin folosirea tabelelor financiare, întocmite special în acest scop. 

Astfel, tabelele I şi II, anexate la sfârşit, ne dau valorile lui u  şi v , pentru 

diferite procente 100P i , corespunzătoare valorilor lui t  de la 1 până la 100  ani. 

Aplicaţii: 

Să se calculeze ce devine suma de 10.000  lei cu dobânda compusă de 3%  pe 

timp de 8  ani. 

Aplicând formula 0
t

tS S u în care: 

0 10000S  , 8t  , 3 0,03
100

i   , 

1 1,03u i   , 

iar 
8 81,03 1, 26677008tu u   , 
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valoare determinată cu ajutorul tabelelor financiare, avem:  

8 10000 1, 266770 12667,70S     lei. 

Dobânda compusă produsă de suma de 10.000  lei în cazul problemei este: 

12667,70 10000 2667,70D    lei. 

 

b) Comparaţia dobânzilor simple şi compuse 

  Fie 

  0D t S it      şi        0 1 1tD t S i        

funcţiile care definesc respectiv dobânda simplă şi compusă.  

Să construim graficul acestor funcţii. Să presupunem că 0 1S   

Să considerăm un sistem de axe rectangulare tOy . Pe axa Ot  vom înscrie 

timpurile, iar pe axa Oy  dobânzile corespunzătoare acestor timpuri. 

Funcţia  D t it  este reprezentată printr-o dreaptă care trece prin origine şi 

punctul  1,A i . 

Funcţia    1 1ty D t i     trece de asemenea prin origine şi prin punctul 

 1,A i dar nu mai este o dreaptă. Pentru a-i determina graficul, calculăm primele două 

derivate în raport cu t  şi avem: 

   1 ln 1ty i i     

    2
1 ln 1ty i i       

Să observăm că 0y   pentru orice valoare a lui t  din intervalul  0, , aşa că 

vom avea concavitatea curbei către valorile 

pozitive ale lui y . 

Deoarece punctele O  şi A  sunt 

comune graficelor dobânzilor simple şi compuse 

şi cum  D t  are concavitatea în sus, rezultă că 

pentru 0 1t   curba,  D t este situată sub 

dreapta  D t , iar pentru 1t  , este situată 

deasupra acestei drepte (după cum se poate 

observa şi în figură). 

 

O

y

t

 D t D t

 1,A i
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Aşadar, comparând cele două dobânzi simple şi compuse atunci când t  

variază în intervalul  0, avem: 

Dacă 0 1t  atunci    D t D t ; 

Dacă  1t  atunci    D t D t ; 

Dacă  1t  atunci    D t D t . 

Prin urmare pentru duratele mai mici decât un an, dobânda simplă este mai 

mare decât cea compusă, dobânzile sunt egale când durata este exact 1 an, iar când durata 

depăşeşte 1 an, dobânda simplă rămâne mereu şi din ce în ce mai mică decât cea 

compusă. 

 
2.6. DOBÂNDA PE FRACŢIUNI DE AN. GENERALITĂŢI 
 
 

Atunci când calcularea dobânzii se face pe fracţiuni de an, dobânda adusă 

până la sfârşitul anului diferă de aceea calculată cu procentul anual care s-a stabilit pentru 

fiecare fracţiune din an. Pentru mai multă claritate să considerăm exemplul următor: 

Presupunem că avem suma de 100  lei, cu procentul de 10%  şi să efectuăm 

calculul dobânzii de două ori pe an. 

În primele 6  luni, suma 100  de  lei va aduce 5  Iei. Deci, la sfârşitul acestei 

prime perioade, vom avea 100 5  lei, adică 105  lei. 

În cea de a doua perioadă vom avea: 

100  lei vor aduce dobânda      5  lei 

   5  lei vor aduce dobânda  0, 25 lei 

Deci                        105  lei vor aduce dobânda  5, 25 lei 

Aşadar, pe timp pe un an, suma de 100  lei va aduce o dobânda de 10, 25  lei. 

Primul procent de 10%  poartă numele de procent nominal, iar cel de-al doilea 

de 10, 25%  poartă numele de procent real sau efectiv. 

 

a) Relaţia între dobânda unitară nominală şi cea efectivă 

 

Să notăm prin 100i  procentul efectiv, iar prin 100 j  procentul nominal; deci i  

este dobânda unitară anuală efectivă, iar j  dobânda unitară anuală nominală. 
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Să presupunem că perioada este 1/ k  din an, iar ki  dobânda unitară 

corespunzătoare acestei perioade. 

Aşadar, 

kj ki                                 (II,6,1) 

sau 

k
ji
k

                                 (II,6,2) 

În consecinţă, în cazul unei calculări a dobânzii de k  ori pe an, dobânda unui 

leu, care se va cuveni pentru fiecare din aceste perioade egale cu 1
k

 din an, este 1
ki k
 , iar 

dobânda unitară reală, efectivă, pentru întreg anul este i . 

Să stabilim care este relaţia care leagă dobânda unitară efectivă, de dobânda 

unitară nominală j . 

Să considerăm suma de 1 leu şi să o supunem unui calcul al dobânzii de k  ori 

pe an. 

Vom avea succesiv: 

1 leu devine la sfârşitul perioadei 1-a, 1 ki ; 

1 leu devine la sfârşitul perioadei a 2-a,  21 ki ; 

1 leu devine la sfârşitul perioadei k ,  1 k
ki . 

 Deoarece 1 leu aduce efectiv într-un an i  lei vom avea egalitatea: 

 1 1 k
ki i                          (II,6,3) 

sau: 

1 1
kji

k
    
 

                       (II,6,4) 

Din această relaţie deducem:  

1 1
kji

k
    
 

,                      (II,6,5) 

şi 

 
1

1 1kj k i     
,                     (II,6,6) 

formule cu ajutorul cărora putem trece de la dobânda unitari efectivă la cea 

nominală şi invers. 
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Este uşor de remarcat că între aceste două dobânzi avem totdeauna 

inegalitatea: 
j i  

Formula dobânzii compuse pe t  ani, în cazul când anul este împărţit în k  părţi 

egale, iar dobânda este convertibilă de k  ori pe an (deoarece avem k  perioade pe an), 

devine: 

0 1
tk

t
jS S
k

   
 

.                          (II,6,7) 

Pentru determinarea dobânzii unitare nominale j , care se mai notează şi kj  

(spre a atrage atenţia asupra numărului de perioade din an), atunci când se cunoaşte 

dobânda unitară efectivă, s-au Întocmit tabele în acest scop. 

Dăm ca model o parte dintr-o asemenea tabelă. 

100i  2j  3j  4j  6j  12j  j  

1 

2 

3 

4 

5 

0,0099 7512 

0,0199 0998 

0,0297 7832 

0,0396 0780 

0,0493 9016 

0,0099 6684 

0,0198 6813 

0,0297 0489 

0,0394 7820 

0,0491 8908 

0,0099 6272 

0,0198 5172 

0,0296 6828 

0,9394 1364 

0,0490 8892 

0,0099 5856 

0,0198 3534 

0,0296 3172 

0,0393 4920 

0,0489 8910 

0,0099 5448 

0,0198 1896 

0,0295 9524 

0,0392 8488 

0,0488 8944 

0,0099 5033 

0,0198 0263 

0,0295 5880 

0,0392 2071 

0,0487 9016 

 

b) Dobândă unitar instantanee 

 

Să presupunem că ne fixăm dobânda unitară efectivă i  şi facem pe k , 

numărul de părţi în care am împărţi anul, să crească necontenit. Vom determina în acest caz 

pentru dobânda unitară nominală o limită, limită ce constituie unul din elementele 

fundamentale ale teoriei matematice a convertibilităţii dobânzii şi este denumită dobândă 

unitară instantanee. 

Astfel, considerând expresia lui j  şi făcând pe k  să tindă către infinit, avem: 

   1/1 1 1
lim lim 1 1 lim

1/

k

k
kk k k

i
j k i

k  

       
 

Dacă punem 1
k

 , atunci când k  ,   va tinde către zero. Deci, vom 

avea: 

 
0

1 1
lim limkk

i
j



  

 
 .                          (II,6,8) 
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Cum în membrul al II-lea al acestei relaţii avem o nedeterminare 0
0

, aplicând 

regula lui l'Hôpital, obţinem: 

  lim ln 1kk
j i


                 (II,6,9) 

Notând: 

lim kk
j 


  

rezultă că: 

      ln 1 i                      (II,6,10) 

Această relaţie ne arată legătura care există între dobânda unitară instantanee 

şi dobânda unitară efectivă. 

Avem inegalitatea i  .  

Pentru a demonstra aceasta să considerăm: 

     i i                        (II,6,11) 

sau: 

   ln 1i i i    .                           (II,6,12) 

Derivând în raport cu i , rezultă: 

 
11

1 1i
i

i i
   

 
.                           (II,6,13) 

Dar cum i  este totdeauna o cantitate pozitivă rezultă că 

  0i                               (II,6,14) 

Deci,  i  este o funcţie crescătoare în raport cu i  în intervalul  0, . 

Dar cum 

 0
lim 0ii




                              (II,6,15) 

rezultă că 

  0i  .                            (II,6,16) 

Aşadar, 

 ln 1 0i i    

sau 

i  .                            (II,6,17) 

La acelaşi rezultat se ajunge considerând dezvoltarea în serie a lui  ln 1 i , 

adică: 
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2 3

...
2 3
i ii                        (II,6,18) 

Aplicaţii:  

 
1. Să se determine procentul real corespunzător procentului nominal trimestrial 

de 5% .  

Aplicând formula (II,6,5) avem: 
40,051 1 1,05094533 1 0,0509

4
i       

 
� . 

Deci, procentul efectiv corespunzător procentului nominal trimestrial de 5%  

este 5,09% . 

2. Să se calculeze procentul nominal trimestrial corespunzător procentului real 

de 5% . 

Aplicând formula (II,6,6) avem: 

   
1
4

4 4 1,05 1 4 1,0122722 1 0,049088j        
. 

Acest rezultat se poate citi direct şi din tabela de la final în coloana lui 4j  şi în 

dreptul lui 100 5i  . 

3. Să se calculeze ce devine suma de 20000  lei, depusă pe timp de 12  ani, cu 

dobândă nominală de5% , convertibilă semestrial. 

Aplicăm formula (II,6,7) şi avem: 
2 12

24
12

0,0520000 1 20000 1,025
2

S


     
 

. 

Valoarea 241,025 1,80872595  se citeşte din tabelă, astfel că: 

12 20000 1,808726 36174,52S     lei. 
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CAPITOLUL III 
 
 
DEZVOLTĂRILE ÎN SERIE ALE ELEMENTELOR 
FUNDAMENTALE 
 

Am introdus până acum următoarele elemente fundamentale:  

i  - dobânda unitară efectivă; 

j  - dobânda unitară nominală; 

  - dobânda unitară instantanee; 

v  - valoarea actuală a unei unităţi monetare disponibile peste un an sau factorul 

de actualizare; 

1d v   şi  11 kf k v   . 

Să exprimăm acum valoarea fiecăruia din aceste şase elemente fundamentale 

pe rând, în funcţie de celelalte cinci. 

Vom observa în general că toate dezvoltările în serie, care urmează, sunt 

valabile în intervalul de convergenţă  1,1 . Numerele i , j , v ,  , d , f , cu care lucrăm, 

sunt în practică întotdeauna mai mici decât 1, astfel încât convergenţa seriilor pe care le vom 

considera este asigurată. De aceea, nu vom insista asupra acestei probleme în fiecare caz în 

parte. 

3.1.   DOBÂNDA UNITARĂ EFECTIVĂ i  

1) Să exprimăm pe i  în funcţie de j : 

Avem 1 1
kji

k
    
 

, de unde 1 1
kji

k
    
 

, dar 

         2 3 2 3

2 3 2

1 1 2 1 211 1 ... 1 ...
2! 3! 2! 3!

k k k k k k k kj j j j k j jk j
k k k k k k

                
 

 

Deci:       2 3 4

2 3

1 2 1 2 31 ...
2! 3! 4!

k k k k kk j j ji j
k k k

    
      
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2) Să exprimăm pe i  în funcţie de  : 

 ln 1 i   . 

1e i   . 

1i e  . 

2 3

1 ...
2! 3!

e  
      

Deci: 
2 3

...
1! 2! 3!

i   
     

3) Să exprimăm pe i  în funcţie de v : 

1
1

v
i




, 

1 1i
v

  . 

4) Să exprimăm pe i  în funcţie de d : 

1d v  , 

11
1

d
i

 


 

1
di

d



, 

2 3 ...i d d d     

5) Să exprimăm pe i  în funcţie de f : 

1 1
kfd

k
    
 

, 

11
1

d vi
i

  


, 

sau 
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1 1

1

k

k

f
ki

f
k

   
 

  
 

 

1 1
kfi

k


    
 

. 

Însă: 

  2 3

2

1 211 1 ...
2! 3!

k k kf k f ff
k k k

         
 

 

Deci: 

  2 3

2

1 21 ...
2! 3!

k kk f fi f
k k

 
     

3.2.  DOBÂNDA UNITARĂ NOMINALĂ j  

1) Să exprimăm pe j  în funcţie de  : 

Avem: 

1 1
kj i

k
    
 

, 

Dar 

 ln 1 i   , iar 1e i   . 

Deci 1
kje

k
    

 
şi  / 1kj k e   

Dezvoltând în serie pe / ke , avem: 

2 3
/

2 31 ...
2! 3!

ke
k k k

   
      

Prin urmare:
2 3

2 31 ... 1
2! 3!

j k
k k k
   

      
 

sau
2 3

2

1 1 ...
2! 3!

j
k k
 

     



 35

2) Să exprimăm pe j  în funcţie de v : 

1 1
kji

k
    
 

, 

 1/1 1k ji
k

   , 

 1/1 1kj k i     . 

Dar: 1
1

v
i




, 

Deci: 
1/1 1

k

j k
v

     
   

. 

3) Să exprimăm pe j  în funcţie de d : 

11 1
1 1

id v
i i

    
 

, 

1
di

d



, 

    11 1 1
kji d

k
      

 
, 

  1/1 1 kj d
k

   . 

De unde   1/1 1kj k d      . 

Însă:      2 3
1/

2 2

1 21 11 1 ...
2! 3!

k k kk d dd d
k k k

  
       

Deci:    2 3

2 2

1 21 11 ... 1
2! 3!

k kk d dj k d
k k k

  
      

 
 

sau încă:    2 3

2 2

1 21 ...
2! 3!

k kk d dj d
k k

 
     
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4) Să exprimăm pe j  în funcţie de f : 

1 1
kfd

k
    
 

. 

Dar 
11 1 1

1 1
id vi

i i
     

 
. 

Deci 

1 1
1

kf
i k

     
. 

Însă 

1 1
kji

k
    
 

. 

Prin urmare 

1 1
k kj f

k k


        
   

 şi 
1

1 1j f
k k


    
 

, 

de unde scoatem  

1

1 1fj k
k

      
   

. 

Dezvoltând în serie pe 
1

1 f
k


  
 

 , avem: 
1 2 3

2 31 1 ...f f f f
k k k k


       
 

 

2 3
2

1 1 ...j f f f
k k

     

5) Să exprimăm pe j  în funcţie de i : 

1 1
kj i

k
    
 

. 

 1/1 1kj k i     . 
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Dezvoltând în serie pe  1/1 ki , avem: 

     1/ 2 3
2 3

1 2 11 11 1 ...
2! 3!

k k kki i i i
k k k

 
       

Aşadar: 

   2 3

2

1 2 11 ...
2! 3!

k kk i ij i
k k

 
     

3.3.   DOBÂNDA UNITARĂ INSTANTANEE   

1) Să exprimăm pe   în funcţie de v : 

 ln 1 i   , 

1
1

v
i



, ln v    

sau: 

ln v   . 

2) Să exprimăm pe   în funcţie de d : 

Avem: 

1 v d   

1
1

v
i




 

Deci: 

  1ln 1 ln
1

d
i

 


. 

Însă 

 ln 1 i   . 

Deci 

 ln 1 d     
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Dezvoltând în serie pe  1L d , avem 

 
2 3

ln 1 ...
1 2 3
d d dd
 

      
 

. 

Aşadar: 

2 3

...
2 3

d dd      

3) Să exprimăm pe   în funcţie de f : 

Avem: 

1 1
kfd

k
    
 

, 

 ln 1 ln 1 fd k
k

    
 

, 

1ln ln 1
1

fk
i k

          
, 

 ln 1 ln 1 fi k
k

     
 

, 

ln 1 fk
k

     
 

. 

Însă: 

2 3

2 3ln 1 ...
2 3

f f f f
k k k k

         
   

. 

Deci: 

2 3
2

1 1 ...
2 3

f f f
k k

      

4) Să exprimăm pe   în funcţie de i : 

Avem: 

 ln 1 i   şi  
2 3 4

ln 1 ...
2 3 4
i i ii i       
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Deci: 

2 3 4

...
2 3 4
i i ii       

5) Să exprimăm pe   în funcţie de j : 

Avem: 

 1 1
kji

k
    
 

, 

 ln 1 ln 1
kji

k
      

 
, 

ln 1 jk
k

    
 

. 

Însă: 

2 3

2 3ln 1 ...
2 3

j j j j
k k k k

      
 

. 

Deci: 

2 3 4

2 3 4 ...
2 3 4
j j jj
k k k

       

În mod analog se obţin dezvoltările în serie şi pentru celelalte elemente d , 

f , v  . 

Pentru valorile lui d  avem: 

2 3

1 ...
2! 3!

d e   
      , 

11 1
1

d v vi
i

    


, 

2 3 ...
1

id i i i
i

    


, 

  2 3

2

1 211 1 ...
2! 3!

k k kf k j jd f
k k k

         
 

, 
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  2 3

2

1 211 1 ...
2! 3!

k k kj k j jd j
k k k

          
 

. 

Pentru valorile lui f  avem: 

 
2 3

/
2

1 11 ...
2! 3!

kf k e
k k

  
      , 

    2 3
1/

2

1 2 111 1 ...
2! 3!

k k kk i if k i i
k k

           , 

 1/1 kf k v  , 

1
2 3

2

1 11 1 ...jf k j j j
k k k

          
   

, 

    2 3
1/

2

1 2 111 1 ...
2! 3!

k k kk d df k d d
k k

           

Pentru valorile lui v  avem: 

2 3

1 ...
2! 3!

v e   
      , 

  1 2 31 1 ...v i i i i       , 

1v d  , 

  2 3

2

1 211 1 ...
2! 3!

k k kj k j jv j
k k k

          
 

, 

  2 3

2

1 211 1 ...
2! 3!

k k kf k j jv f
k k k

         
 

. 
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CAPITOLUL IV 
 
 
PROBLEMA AJUSTĂRILOR ŞI INTERPOLĂRILOR 

 

4.1. CONSIDERAŢII GENERALE 
 

Datele statistice referitoare la diferitele mase de persoane sau la alte 

fenomene colective, care prezintă interes în economie, se succed în mod neregulat, atât din 

cauza erorilor sistematice care intervin, cât şi a erorilor accidentale. 

Erorile sistematice, datorate unor operaţii tehnice inexacte, unor culegeri 

defectuoase a datelor, unor ipoteze iniţial greşite etc., pot fi în bună parte atenuate atunci 

când se procedează cu grijă la culegerea şi prelucrarea materialului statistic. 

Aceste erori au prin urmare o cauză fixă, care, în mod constant, acţionează în 

acelaşi sens. 

Erorile accidentale sunt însă de altă natură, fiind inerente oricărui fenomen de 

masă. Ele provin din acţiunea numeroaselor cauze exercitată asupra unui astfel de fenomen. 

Această acţiune pentru fiecare cauză în parte nu poate fi analizată şi nici nu prezintă interes, 

deoarece numai acţiunea globală a acestor cauze prezintă o importanţă. Să luăm astfel ca 

exemplu fenomenul mortalităţii. Într-o regiune anumită să presupunem că mortalitatea este 

1,5% şi că În această regiune există anumite subregiuni. În fiecare din aceste subregiuni 

mortalitatea va oscila in jurul procentului de 1,5% din anumite cauze bine determinate. Nu 

interesează însă decât acţiunea globală a fenomenului mortalităţii. 

Erorile accidentale nu pot fi înlăturate prin măsuri de aceeaşi natură ca pentru 

erorile sistematice. Oricâtă grijă şi atenţie va pune statisticianul în cercetările pe care le face 

asupra maselor de indivizi, rezultatele statistice oferite de experienţă vor fi întotdeauna 

dispuse neregulat. 

Înlăturarea acestor neregularităţi, datorite erorilor accidentale, se impune şi din 

punct de vedere teoretic şi practic. Din punct de vedere teoretic, cercetătorul din domeniul 

calculului probabilităţilor ştie că frecvenţele unui fenomen statistic se dispun, atunci când 

există o lege de probabilitate, în jurul unor anumite medii. Legea de probabilitate ne poate da 

indicii asupra evoluţiei fenomenului şi, deşi poate fi dedusă aproximativ din examinarea unui 

număr limitat de frecvenţe, niciodată caracteristicile ei, de natură pur teoretică, nu pot fi 

confundate cu rezultatele experienţei, date de frecvenţe. Din punct de vedere practic, studiul 
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mortalităţii serveşte în actuariat, la evaluarea valorilor actuale ale asigurărilor asupra vieţii. 

Este de mare interes ca rezultatele acestor evaluări să se succeadă în mod regulat, după 

anumite criterii simple, pentru a avea un control imediat asupra exactităţii calculelor 

actuariale efectuate. 

Sub o formă generală, problema ajustărilor se poate pune astfel: fiind date de 

punctele 1x , 2x , …, mx  valorile numerice 1y , 2y , …, my  corespunzătoare unui fenomen, care 

variază sub influenţa întâmplării, să se înlocuiască valorile de mai sus prin altele 1y , 2y , 

…, my  care, dispunându-se în mod continuu şi regulat, să ne dea o imagine mai apropiată de 

realitate a fenomenului considerat. 

Ce înseamnă acest lucru putem să deducem dintr-un exemplu. 

Pentru precizarea ideilor, să presupunem că iY  reprezintă frecvenţa unui 

fenomen pentru care avem motive să admitem existenţa unei probabilităţi constante. De 

exemplu, în cazul mortalităţii unui grup omogen de persoane, iY  ar prezenta raportul dintre 

numărul morţilor şi numărul persoanelor expuse la riscul morţii. 

Cunoscând probabilitatea, ştim legile după care variază fenomenul şi 

intervalele în care, cu certitudine practică, variază frecvenţele lui. însemnăm pentru fiecare 

abscisă x  punctul superior şi inferior al intervalului corespunzător şi făcând să varieze pe x  

obţinem o bandă în care, cu o probabilitate foarte mare, se găseşte oricare reprezentare 

grafică a fenomenului. Fenomenul devine statisticeşte cunoscut. El nu poate ieşi din banda 

astfel precizată şi pentru aplicaţiile noastre practice poate fi privit drept cunoscut. 

Noi însă nu cunoaştem probabilitatea, ci numai frecvenţa. Din cunoaşterea 

frecvenţei trebuie să deducem probabilitatea. Aceasta este problema calculului 

probabilităţilor la care se reduce ajustarea în cazul de faţă. 

Cea mai bună reprezentare a fenomenului este acea în care 1Y , 2Y , …, mY  

reprezintă probabilităţile lui, adică atunci când valorile actuale 1Y , 2Y , …, mY  sunt înlocuite 

prin valorile potenţiale 1Y  , 2Y  , …, mY  . 

Este însă imposibil ca din frecvenţă să deducem valoarea exactă a 

probabilităţii, chiar dacă există. Prin urmare, din punct de vedere practic nu vom putea obţine 

decât nişte valori aproximative ale adevăratelor probabilităţi 1Y  , 2Y  , …, mY  . Din această 

cauză, nu are nici un sens să căutăm adevărata reprezentare a fenomenului. Diferitele 

metode de ajustare dau rezultate care se apropie de realitate, însă nu se poate afirma că 

reprezintă fenomenul în realitate. 
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Dacă am avea la îndemână şiruri numeroase de valori 1Y , 2Y , …, mY   problema 

găsirii valorilor potenţiale 1Y  , 2Y  , …, mY   ar fi cu mult mai uşoară şi, fără îndoială, rezultatele 

mai precise. 

În general însă, nu ni se dă decât un număr relativ mic de serii de valori.                                      

Ajustările sunt de trei feluri: grafice, mecanice şi analitice. 

 

4.2. AJUSTAREA GRAFICĂ 
 

Ajustarea grafică este o operaţie care depinde în primul rând de îndemânarea 

desenatorului care poate dispune, cu privire la ea, de un mare grad de libertate. 

Două persoane efectuând câte o ajustare grafică asupra aceluiaşi material, nu 

vor ajunge niciodată la acelaşi rezultat; aplicând însă toate regulile după care se face 

această ajustare, cu siguranţă că nu vor ajunge la rezultate mult diferite între ele. 

Şirul de valori numerice 1Y , 2Y , …, mY  corespunzătoare absciselor 1x , 2x , 

…, mx , fiind dat, în ajustarea grafică desenatorul ţine seamă de modul cum sunt distribuite şi 

le înlocuieşte printr-altele 1Y  , 2Y  , …, mY   astfel încât acestea din urmă să fie libere de orice 

influenţă a întâmplării. 

Pentru aceasta, el trebuie să ţină seamă de unele reguli. 

Mai întâi şirul 1Y , 2Y , …, nY  fiind dat, valorile desemnate 1Y  , 2Y  , …, nY   trebuie 

să se supună neapărat   inegalităţilor: 

   1 1
3 3

f f f f
f p f

n n
 

     

unde f  este frecvenţa şi p  probabilitatea. 

Modul   cum se aplică în practica ajustării această formulă, va fi însă mai uşor 

de înţeles dintr-un exemplu. 

Să presupunem astfel că din 100.000  de persoane de vârstă dată au murit 

1.615  în timpul unui an. Însemnând această vârstă pe axa Ox , luăm drept ordonată numărul 

1.615
100.000iY   

În formula de mai sus, avem deci 

1.615
100.000

f   
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Prin urmare, iY   va trebui să fie cuprins între limitele cu o probabilitate foarte 

mare în intervalul: 

 

1.615 1.615 1.615 1 1.615 1.615 1.615 13 1 3 1
100.000 100.000 100.000 100.000 100.000 100.000 100.000 100.000iY           

   
 

adică: 

1.496 1.734
100.000 100.000iY    

Desenatorul are prin urmare posibilitatea să aleagă ca valoare iY  , 

reprezentând frecvenţa persoanelor moarte din grupa de 100.000  orice valoare cuprinsă 

între 1.496
100.000

 şi 1.734
100.000

. O  valoare ce iese din acest interval nu poate fi admisă întrucât 

contrazice existenţa unei probabilităţi de moarte pentru vârsta considerată. 

Mai există însă şi alte mijloace care pot să dovedească dacă o ajustare grafică 

efectuată poate sau nu să fie admisă iY  jucând rolul unei abateri, iar iY   al probabilităţii, 

diferenţa i iY Y   este abaterea redusă.  

Se ştie însă că probabilitatea de a obţine o abatere redusă pozitivă este egală 

cu probabilitatea de a obţine o abatere redusă negativă, amândouă aceste probabilităţi fiind 

egale cu 1
2 . 

Efectuând prin urmare n experienţe, valoarea   medie a numărului de abateri 

negative trebuie să fie egală cu valoarea medie a numărului de abateri pozitive şi anume cu 

2
n .  

Se ştie că avem 

 M X np  

când p  reprezintă probabilitatea constantă. 

Rezultă că, în practică, numărul diferenţelor negative  i iY Y  trebuie să fie cât 

mai apropiat de numărul diferenţelor pozitive. 

Mai mult decât aceasta, calculul probabilităţilor ne arată şi modul cum abaterile 

trebuie să fie grupate. 

Să numim permanenţă succesiunea a două abateri de acelaşi semn şi variaţie, 

succesiunea a două abateri de semne contrarii. Probabilitatea ca să obţinem o abatere 
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pozitivă fiind 1
2 , probabilitatea ca să obţinem de două ori la rând câte o abatere pozitivă 

este 1
4 . La fel, probabilitatea ca să avem două abateri negative la rând este 1

4 . 

Probabilităţile ca să avem întâi o abatere pozitivă şi apoi una negativă şi invers, sunt de 

asemenea egale cu 1
4 . Rezultă că probabilitatea unei permanenţe este 1

4 , iar a unei   

variaţii tot 1
4 . Aplicând formula  M X np , rezultă că valoarea medie a permanenţelor 

este 
2
n , iar a variaţiilor tot 

2
n . Prin urmare numărul permanenţelor trebuie să fie egal cu 

numărul variaţiilor. 

Ajustarea grafică fiind efectuată, va trebui deci să observăm numărul 

diferenţelor  i iY Y   pozitive şi numărul acelora negative. Ambele numere trebuie să fie 

egale între ele sau să nu difere prea mult. În cazul contrar, ajustarea nu este corectă. 

Acelaşi raţionament ca acela făcut mai sus ne arată că valoarea medie a 

permanenţelor pozitive este egală cu valoarea medie a permanenţelor negative. Consecinţa 

este că in practică va trebui să avem aproximativ tot atâtea permanenţe negative cât şi 

pozitive. Acelaşi lucru îl putem afirma şi despre variaţii. Va trebui să avem tot atâtea variaţii 

de un sens cât şi altele de sensul contrar. 

Modul cum se succed semnele diferenţelor i iY Y   prezintă de asemenea mare 

importanţă în practica ajustării grafice. Este clar că nu putem admite un lung şir de 

permanenţe pozitive, căci probabilitatea unui asemenea eveniment, este foarte mică. Prin 

urmare, semnele diferenţelor i iY Y   vor trebui să fie astfel grupate încât să dea impresia că 

au variat după schema urnei lui Bernoulli şi pentru aceasta există criteriile cunoscute de 

recunoaştere date de calculul probabilităţilor. 

Am arătat până acum câteva metode generale de care trebuie să se ţină 

seama în construirea unei ajustări grafice. Fiecare fenomen reprezentat are însă 

particularităţile lui, care ii dau nota caracteristică. Ele trebuie să fie respectate in ajustare. 

Din cele menţionate până acum, rezultă lesne care sunt punctele de orientare 

în ajustarea grafică. În primul rând, acel care face ajustarea trebuie să studieze fenomenul 

care urmează să fie reprezentat, cu scopul de a putea deosebi influenţele datorite unor 

cauze sistematice, particulare fenomenului, de acelea datorite întâmplării. După aceea, el va 

elimina ultimele influenţe, ţinând seama de regulile pe care le-am dat şi având întotdeauna 
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grijă să nu se atingă de datele care dau fenomenului o formă particulară, caracteristică, 

întrucât tocmai acestea sunt cele care prezintă interes In orice domeniu. 

 

4.3. AJUSTAREA MECANICĂ 
 

Am văzut că ajustarea grafică dă libertate celui care o efectuează să ajungă la 

orice rezultat, cuprins bineînţeles între anumite limite, această libertate constituind un 

avantaj pentru reprezentarea cât mai corectă, mai apropiată de realitate, a fenomenului.  

De multe ori însă, este necesar ca datele ajustării să fie lucrate după o metodă 

uniformă, care să ducă la rezultate precise, independente de voinţa acelui care le lucrează. 

În cazul acesta, se poate recurge la ajustarea mecanică. 

Procedeul general al acestui fel de ajustare constă în aplicarea succesivă a 

unei formule, stabilite de mai înainte, la întregul şir de date, fără nici o excepţie. 

Vom arăta mai multe feluri de ajustări mecanice. 

 

a) Ajustarea lui Wittstein 

 

Wittstein se bazează pe o formulă de medie elementară. 1y , 2y , …, ny  fiind 

şirul de date ce urmează să fie ajustat şi 2my  , 1my  , my , 1my  , 2my   un grup de 5  valori 

succesive luate din şirul întreg, valoarea lui my  el o înlocuieşte cu my  prin relaţia: 

2 1 1 2

5
m m m m m

m
y y y y yy          

Aplicând această formulă pentru toate valorile my , şirul iniţial se înlocuieşte 

printr-altul, în care toate valorile sunt schimbate afară de primele două şi ultimele două. 

Prin ajustarea lui Wittstein ajungem prin urmare la şirul de valori: 

1y , 2y , 3y , 4y ,…, 2ny  , 1ny  , ny  

unde my  are valoarea dată de formula de mai sus. 

 

b) Ajustarea lui Finlaison 

 

Finlaison a adus o uşoară modificare metodei de ajustare a lui Wittstein. 

Pornind de la şirul de date iniţiale: 

1y , 2y , 3y ,…, 2ny  , 1ny  , ny                 (IV,3,1) 
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prin ajustarea lui Wittstein pentru întâia oară, se ajunge la 

1y , 2y , 3y ,…, 2ny  , 1ny  , ny                (IV,3,2) 

şi prin aplicarea din nou a aceleiaşi metode, la 

1y , 2y , 3y ,…, 2ny  , 1ny  , ny                (IV,3,3) 

Avem relaţiile de legătură: 

2 1 1 2

5
m m m m m

m
y y y y yy          

2 1 1 2

5
m m m m m

m
y y y y yy              

Însă: 

 2 4 3 2 1
1
5m m m m m my y y y y y          , 

 1 3 2 1 1
1
5m m m m m my y y y y y          , 

 2 1 1 2
1
5m m m m m my y y y y y         , 

 1 1 1 2 3
1
5m m m m m my y y y y y          , 

 2 1 2 3 4
1
5m m m m m my y y y y y          , 

 2 1 1 2 4 3 2 1 1 2 3 4
1 2 3 4 5 4 3 2
5m m m m m m m m m m m m m my y y y y y y y y y y y y y                             

Rezultă: 

     4 4 3 3 2 2 1 12 3 4
25

m m m m m m m m my y y y y y y y y
y               
                 (IV,3,4) 

Aceasta este formula finală a lui Finlaison. 

În ea intră 9 date consecutive şi se observă o simetrie a coeficienţilor 

termenilor egal depărtaţi de centru. 

Prin aplicarea metodei lui Finlaison, primii 4 termeni şi ultimii 4 din şirul iniţial 

rămân neschimbaţi ceea ce constituie un dezavantaj, mai ales pentru seriile scurte. 

 

c) Ajustarea lui Higham 
 

Metodele de ajustare ale lui Wittstein şi Finlaison pot să fie generalizate, 

folosind p  termeni consecutivi sau alte procedee asemănătoare, bazate pe media 

aritmetică. 
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Se ajunge astfel la un rezultat simetric de forma: 

     1 1 1 1 1 0...m p m p m p p m p m p i m m my y y y y y y y                                  (IV,3,5) 

unde 0 , 1 , 2 , …, p  sunt coeficienţi numerici, determinaţi în diferite 

moduri. 

Şirului iniţial, Higham îi substituie valorile obţinute prin aplicarea mediei 

aritmetice la 1p  termeni consecutivi. Noului şir, astfel obţinut, i se aplică acelaşi procedeu, 

considerând însă 2p  termeni, în loc de 1p . Operaţia se repetă de un număr finit de ori, 

schimbând sau lăsând neschimbat numărul de termeni care intră în compoziţia mediei 

aritmetice. 

Determinarea directă a şirului final, în funcţie de primul, nu comportă nici o 

dificultate. Este preferabil însă să întrebuinţăm metoda diferenţelor. 

Se ştie că dacă avem un şir de numere 

1y , 2y , 3y ,…, ny ,…, 

primele diferenţe ale acestui şir 

1y , 2y ,…, ny ,… 

sunt date de relaţiile: 

1k k ky y y    

Diferenţele de ordinul al doilea 
2

1y , 2
2y ,…, 2

ny ,… 

ale şirului iy  sunt diferenţele de primul ordin ale şirului iy . 

Avem, cu alte cuvinte: 
2

1 2 12k k k k k ky y y y y y         . 

Procedeul de mai sus se poate aplica indefinit şi avem: 

   81 8
1 8... 1 ... 1 nn

k k n n k n n k n ky y C y C y y             , 

formulă care se poate scrie simbolic 

 1 nn
ky y   , 

cu grija ca în membrul al doilea, după dezvoltare, să înlocuim pe py  prin py . 

Pe de altă parte, avem insă 

1k k ky y y    . 

Din această formulă deducem: 

2 1 1k k ky y y      
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2
1k k ky y y     

Avem deci 
2

2 2k k k ky y y y     , 

formulă care, pentru n  oarecare, devine: 
1 8 8... ... n

k n k n k n k ky y C y C y y           

Putem scrie această egalitate simbolic: 

 1 n
k n ky y   , 

având grijă ca, după dezvoltare, în membrul al doilea să considerăm expresia 
u

ky  ca  diferenţa de ordinul u  a şirului ky . 

Ultima formulă ne permite să dăm imediat rezultatul ajustării lui Higham, 

Într-adevăr, folosind mereu notaţia simbolică, avem: 

        1

1

2 1
1 1 2 1

1

1 1... 1 1 1 ... 1 p
ky y y y y

p p
                   şi   1

1 1
1

1 1p

y y
p

  
 


 

Aplicând şirului y , acelaşi procedeu, însă făcând să intre în media aritmetică 

p  termeni, obţinem şirul 1y , dat prin egalităţile: 

   1 2

1 1
1 2

1 1 1 11
p p

y y
p p

     
   

 
 

Vom avea astfel până la sfârşit: 

       1 2

1 1
1 2

1 1 1 1 1 11 ...
...

kp p p
k

k

y y
p p p

       
     

  
 

adică formula care ne dă. şirul obţinut prin ajustarea lui Higham în funcţie de 

elementele şirului iniţial. Este evident că în formula de mai sus puterile lui   reprezintă 

diferenţele de ordinul corespunzător ale lui 1y . 

Una dintre formulele lui  Higham cele mai des întrebuinţate este următoarea: 

       
       

1 1 2 2 3 3 4 4

5 5 6 6 7 7 8 8

0.2106 0.192 0.14186 0.07946 0.024

       0.0053 0.016 0.0144 0.00693
n n n n n n n n n n

n n n n n n n n

y y y y y y y y y y

y y y y y y y y
       

       

          

       
 

 

d) Ajustarea lui Woolhouse 

 

Ajustările mecanice arătate până acum se deduceau din aplicarea succesivă a 

unor operaţii de însumare. Există însă o întreagă categorie de ajustări mecanice care, pentru 
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stabilirea formulei fundamentale, pornesc de la un concept geometric, prin considerarea 

unor parabole de diferite ordine. 

Cea mai simplă dintre aceste feluri de ajustări este a lui Woolhouse. 

Pornind de la şirul iniţial de valori: 

1y , 2y , 3y ,…, ny  

şi alegând o valoare arbitrară my  dintre ele, le aşezăm pe celelalte 14 care o 

preced şi succed în ordinea următoare: 

 

(I) 

7my   2my   3my   

6my   1my   4my   

5my   my  5my   

4my   1my   6my   

3my   2my   7my   

 

Prin fiecare grupă de trei valori, aşezate în linie orizontală, trece o singură 

parabolă de forma: 
2y ax bx c                      (IV,3,6) 

Prin urmare, vom obţine cinci parabole distincte, fiecare dintre ele tăind 

ordonata punctului mx  în câte un punct. Media  aritmetică a valorilor astfel determinate 

constituie tocmai valoarea căutată my . 

Vom proceda acum la determinarea precisă a lui my . 

Observăm că grupele ternare (I) pot fi cuprinse în formula mai strânsă 

5m ky   , m ky  , 5m ky    

 0,  1, 2m     

Punem acum condiţia ca parabola (IV,3,6) să treacă prin punctele: 

 55, m km k y    ,   , m km k y  ,  55, m km k y     

şi obţinem relaţiile: 

    2
5 5 5m ky a m k b m k c          

(II)    2
m ky a m k b m k c       

    2
5 5 5m ky a m k b m k c          
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Ajustarea mecanică este o operaţie locală, care se aplică fiecărui punct în 

parte. Pentru acest motiv, în sistemul (II) facem 0m   şi obţinem: 

    2
55 5 ka k b k c y       

(III) 2
kak bk c y    

    2
55 5 ka k b k c y       

 

Sistemul (III) rezolvat ne dă valorile lui a , b , c . Pentru scopul urmărit nu este 

necesară însă decât valoarea lui c, egală cu 

      
5 5

5 5 5 5
50 25 50k k k

k k k k k k
c y y y 

   
    

Aceasta este valoarea ordonatei parabolei pentru origine. Dăm acum lui k  

valorile 2 , 1 , 0 , 1, 2 , însumăm valorile lui c  şi calculăm media aritmetică.  

Obţinem valoarea finală: 

           7 7 6 6 4 4 3 3 2 2 1 1
1 3 2 3 7 21 24 25

125m m m m m m m m m m m m m my y y y y y y y y y y y y y                             

Ea constituie formula fundamentală din ajustarea lui Woolhouse. 

 

e) Ajustările lui Karup şi Sprague 
 

Karup a adus ajustării lui Woolhouse o însemnată îmbunătăţire, înlăturând 

dezavantajul care provenea din faptul că parabolele întrebuinţate în acest din urmă fel de 

ajustare nu erau tangente între ele. Pentru remediere, el întrebuinţează parabole de ordinul 

al treilea, cărora le impune în plus condiţia de a fi tangente în punctele de întretăiere. 

Procedeul este urmat apoi ca în ajustarea lui Woolhouse. 

Din cauza acestei proprietăţi de tangenţă, ajustarea lui Karup poartă numele şi 

de ajustarea racordantă. 

Să considerăm patru valori succesive 

1y , 2y , 3y , 4y  

din şirul valorilor iy  care trebuie să fie ajustate.  

Ne propunem să determinăm ecuaţia parabolei 
3 2y ax bx cx d     

care trece prin punctele 2y  şi 3y  pentru valorile respective ale lui x , 0  şi 1, iar 

în aceste puncte are tangentele paralele cu direcţiile  1 3,y y şi  2 4,y y  
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Vom avea în primul rând condiţiile: 

2d y , 

3a b c d y     

Coeficientul unghiular al tangentei duse în punctul  20, y  Ia parabola de mai 

sus, este: 

 2

0
0

3 2
x

x

dy ax bx c c
dx 



       
 

Pe de altă parte, tangenta trebuind să fie paralelă cu dreapta determinată de 

punctele  11, y  şi  21, y  trebuie să avem în plus: 

2 1

2
y yc 

  

Punând condiţia ca în punctul  31, y , tangenta la parabolă să fie paralelă cu 

dreapta determinată de punctele  20, y  şi  42, y  obţinem: 

4 23 2
2

y ya b c 
    

Recapitulând, ajungem la sistemul: 

2d y , 

2 1

2
y yc 

 , 

4 23 2
2

y ya b c 
   , 

2a b c d y    . 

care ne permite să determinăm valorile a , b , c , d  în funcţie de 1y , 2y , 3y , 4y . 

Obţinem astfel: 

4 3 2 13 3
2

y y y ya   
 , 

4 3 2 14 5 2
2

y y y yb    
 , 

2 1

2
y yc 

 , 

2d y  

iar pentru parabola căutată, ecuaţia: 

3 24 3 2 1 4 3 2 1 2 1
2

3 3 4 5 2
2 2 2

y y y y y y y y y yy x x x y       
                          (IV,3,7) 
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Pentru a aplica acelaşi procedeu ca în ajustarea lui Woolhouse se consideră 

grupările de puncte: 

(IV) 

9ny   4ny   1ny   6ny   

8ny   3ny   2ny   7ny   

7ny   2ny   3ny   8ny   

6ny   1ny   4ny   9ny   

5ny   ny  5ny   10ny   

 

şi prin fiecare din cele patru puncte aflate pe aceeaşi orizontală se trece o parabolă 

îndeplinind condiţiile de mai sus. 

Dacă în (IV,3,7) punem 
5
x  în loc de x , iar in locul valorilor 1y , 2y , 3y , 4y  scriem 

respectiv 5ny  , ny , 5ny  , 10ny   obţinem ecuaţia parabolei: 

3 210 5 5 10 5 5 5 53 3 4 5 2
250 50 10

n n n n n n n n n n
n

y y y y y y y y y yy x x x y              
           (IV,3,8) 

care trece prin punctele  10, ny  şi  515, ny  , iar în aceste puncte are 

tangentele respectiv paralele cu dreptele determinate de punctele: 

 55, ny   55, ny   şi  0, ny  1010, ny   

Cu alte cuvinte, (IV,3,8) reprezintă ecuaţia parabolei corespunzătoare ultimei 

linii din tabloul (IV). 

Înlocuind succesiv pe x  prin 1x  , 2x  , 3x  , 4x   şi pe n  prin 1n , 2n , 

3n , 4n  obţinem parabolele corespunzătoare celorlalte linii din (IV). 

Avem astfel: 

3 210 5 5 10 5 5 5 53 3 4 5 2
250 50 10

n n n n n n n n n n
n

y y y y y y y y y yy x x x y             
       , 

3 29 4 1 6 9 4 1 6 4 6
1

3 3 4 5 2
250 50 10

n n n n n n n n n n
n

y y y y y y y y y yy x x x y         


      
       , 

3 28 3 2 7 8 3 2 7 3 7
2

3 3 4 5 2
250 50 10

n n n n n n n n n n
n

y y y y y y y y y yy x x x y         


      
       , 

3 27 2 3 8 7 2 3 8 2 8
3

3 3 4 5 2
250 50 10

n n n n n n n n n n
n

y y y y y y y y y yy x x x y         


      
       , 

3 26 1 4 9 6 1 4 9 1 9
4

3 3 4 5 2
250 50 10

n n n n n n n n n n
n

y y y y y y y y y yy x x x y         


      
       . 
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Fiecare din aceste parabole taie dreapta 0x   într-un singur punct la distanţă 

finită. Media aritmetică a acestor valori ne dă valoarea ajustată ny  Înlocuind 0x   In 

formulele de mai sus, obţinem prin adunare: 

     
     
   

1 1 2 2 3 3

4 4 6 6 7 7

8 8 9 9

0, 2 0,1824 0,1392 0,0824

       0.0336 0.0128 0.0144

       0.0096 0.032

n n n n n n n n

n n n n n n

n n n n

y y y y y y y y

y y y y y y

y y y y

     

     

   

       

     

   

 

adică formula de ajustare mecanică datorită lui Karup. Sprague a dat o formulă 

analogă cu a lui Karup, folosind o serie de parabole de gradul al cincilea, având în punctele 

de întretăiere nu numai aceleaşi tangente, ci şi aceeaşi curbă. 

Un calcul analog cu acela de mai sus ne dă pentru valoarea ajustată 

următoarea formulă: 

     
     
     

1 1 2 2 3 3

4 4 5 5 7 7

8 8 9 9 11 11

0, 2 0,18688 0,14528 0.08768

        0.03488 0.01952 0.02272

        0.01472 0.00512 0.00256

        0.00288

m m m m m m m m

m m m m m m

m m m m m m

y y y y y y y y

y y y y y y

y y y y y y

y

     

     

     

        

      

      

      12 12 13 13 15 150.00160 0.00032m m m m m my y y y y         

 

 

f) Ajustarea lui King 

 

Metoda lui King constă în aplicarea unei ajustări racordate la grupele de câte 

cinci valori consecutive, găsindu-se apoi prin ajustare valorile intermediare. 

Fie: 

0y , 1y , 2y , 3y ,…, ny                              (IV,3,9) 

şirul de date ce urmează să fie ajustat. 

Notăm: 

1 ...m m m nY y y y                                   (IV,3,10) 

şi aplicăm o ajustare racordantă, de gradul al treilea, şirului: 

0Y , 5Y , 10Y , 15Y , …                               (IV,3,11) 

Un calcul de identificare ne arată că formula generală a interpolării racordante 

de gradul al treilea este: 

     2
2 2

0 0 0 0

1 1
1

2 2
x x x x

y y x y y y
 

                            (IV,3,12) 

unde simbolul   înseamnă, ca şi până acum, diferenţele: 

0 0y y y   , 
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2
0 1 0 2 1 02y y y y y y                         (IV,3,12') 

3 2 2
0 1 0 3 2 1 03 3y y y y y y y         

Fie 5mY  o valoare oarecare cuprinsă în şirul (IV,3,11). Aplicând acestui şir 

formula (IV,3,12), găsim: 

2 3
5 2 5 5 5 5

7 7 6
5 25 125m m m m mY Y Y Y Y         

2 3
5 3 5 5 5 5

8 12 9
5 25 125m m m m mY Y Y Y Y        . 

Rezultă: 

2 3
5 2 5 3 5 5 5

1 1 3
5 5 25m m m m mY Y Y Y Y          

Ţinând teamă însă de egalitatea (IV,3,10), rezultă că: 

5 2 5 3 5 2m m mY Y y     

Prin urmare: 

2 3
5 2 5 5 5

1 1 3
5 5 25m m m my Y Y Y         

Ultima formulă se poate scrie şi mai simplu. 

Introducem pentru aceasta următoarea notaţie: 

0 1 2 3 4 0y y y y y u      

5 6 7 8 9 5y y y y y u      

10 11 12 13 14 10y y y y y u      

Rezultă atunci: 

   5 5 5 5 1 5 2 5 3 5 45 1m m m m m m mmY Y Y y y y y y             

sau, ţinând teama de notaţia de mai sus: 

5 5m mY u  , 

2
5 5m mY u   , 

3 2
5 5m mY u    

Prin urmare: 

2
5 2 5 5 5

1 1 3
5 5 25m m m my u u u       

sau, sub altă formă: 

 
2

5 2 55 10, 2 0,020m mmy u u     
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În felul acesta se obţin valorile: 2y , 7y , 12y , 17y , … 

Din formula (IV,3,12) se deduc uşor acum valorile intermediare. Avem astfel: 

5 3 5 2 5 2
5
5m m my y y     , 

2 3
5 4 5 2 5 2 5 2 5 2

6 3 1
5 25 125m m m m my y y y y           , 

2 3
5 5 5 2 5 2 5 2 5 2

7 7 6
5 25 125m m m m my y y y y           , 

2 3
5 6 5 2 5 2 5 2 5 2

8 12 9
5 25 125m m m m my y y y y           , 

2 3
5 7 5 2 5 2 5 2 5 2

9 18 8
5 25 125m m m m my y y y y           , 

 

Dacă m variază, obţinem întreg şirul de valori ajustate. 

King a dat şi alte metode de ajustare, toate sprijinindu-se pe aceeaşi idee ca 

mai sus, adică pe determinarea unor valori centrale. 

Singura diferenţă este că valorile centrale 5my , sunt calculate cu ajutorul altor 

formule de interpolare. 

După modul de alegere a acestor formule, se obţin diferite rezultate. 

Considerând astfel şi diferenţele de ordinul patru, se ajunge la formula: 
 

   
2 4

5 2 55 2 5 10, 2 0,008 0,0009m mm my u u u        

 

Valorile centrale 5 2my   fiind stabilite pe calea aceasta, valorile intermediare se 

obţin printr-o interpolare racordantă. 

 

4.4.CONSIDERAŢII GENERALE ASUPRA AJUSTĂRILOR MECANICE 
 

Formulele de ajustare mecanică pe care le-am dat se bucură de anumite 

proprietăţi comune. 

Astfel, în fiecare din ele, valoarea ajustată ny  este o sumă liniară de un număr 

determinat de valori empirice: 

n ky  , 1n ky   , …, ny , …, 1n ky   , n ky   
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În fiecare din aceste sume, coeficienţii termenilor n ky   şi n ky   sunt egali Intre ei. 

Cel mai mare coeficient corespunde lui ny , iar ceilalţi coeficienţi descresc în general în 

valoare absolută, cu cât termenul corespunzător se depărtează mai mult de ny . 

Suma coeficienţilor, în afară de rare excepţii, este egală cu 1. Desigur că 

aceste observaţii nu au o importanţă practică. Ajustările mecanice, faţă de celelalte ajustări, 

prezintă însă şi o serie de proprietăţi comune, utilizabile în practică. 

Astfel, este de semnalat că ajustările mecanice se pot exprima în funcţie de 

diferenţele valorilor empirice. 

Într-adevăr, avem egalitatea uşor de stabilit: 

     2 2 2 2 22
2 4 6

1 2 3

1 1 2
2 ...

2! 4! 6!n k n k n n n n

k k k k kky y y y y y    

   
         
  

 

Formula ajustării mecanice este dată în general de forma: 

 
1

n n k n k n k
k

y y a y y 


     

Din celelalte relaţii, rezultă imediat: 
2 4 6

1 1 2 2 3 3 ...n n n n ny y y y y              

Valoarea coeficienţilor i   variază de la ajustare la ajustare. Avem astfel: 

2
12 .....n n ny y y       (Ajustarea Wittstein), 

4
25,4 .....n n ny y y       (Ajustarea Woolhouse), 

27 .....n n ny y y       (Ajustarea Karup), 

2
26 .....n n ny y y       (Ajustarea Higham), 

6
310, 4 .....n n ny y y       (Ajustarea King). 

Din formulele menţionate reiese eroarea teoretică n ny y  , care, după cum se 

vede, se exprimă în raport cu diferenţele de ordinul al doilea sau de un ordin mai mare. 

Rezultatele ajustărilor mecanice pot fi deci prevăzute, după ordinul de mărime 

al diferenţelor, de diferite ordine a mărimilor de ajustare. De exemplu, dacă diferenţele, 

începând de la ordinul al doilea, sunt destul de mici, ne putem mulţumi cu formula lui 

Wittstein. În cazul contrar, este preferabil să întrebuinţăm celelalte ajustări. 

Să introducem notaţia: 
2

1 1 1... ...nk n k n k n n k n kS y y y y y              

2 1 2 1 2 1 2 1
1,2 1 1 1...k k k k k

n k n k n k n k n kS S S S S   
             

………………………………………………. 
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………………………………………………. 

unde , ...
r

p p p
nS


 reprezintă iterarea operaţiei p
nS  de r  ori. 

Având la dispoziţie datele de ajustat ny  valorile p
nS , ,p p

nS , , ,p p p
nS , … se pot 

calcula uşor prin însumări succesive. 

Este însă de remarcat că majoritatea ajustărilor mecanice se pot exprima în 

funcţie de sumele p
nS , astfel încât calculul lor practic se simplifică în mod simţitor. 

Avem astfel: 

51
5n ny S   (Ajustarea Wittstein), 

5,51
25n ny S   (Ajustarea Finlaison), 

5,5,5 5,5,5 5,5,5 5,5,5
1 1

10 3 3 3
125 125 125 125n n n n ny S S S S       (Ajustarea Woolhouse), 

5,5,5 5,5,5 5,5,5 5,5,5 5,5,5
1 1 3 3

6 6 6 4 4
1250 1250 1250 1250 1250n n n n n ny S S S S S          (Ajustarea Karup), 

 

După cum am mai afirmat, formulele de mai sus sunt de mare importanţă 

practică, deoarece permit calculul valorilor ajustate prin adunări succesive. 

 

4.5. AJUSTAREA ANALITICĂ 
 

Ajustarea analitică, spre deosebire de ajustarea mecanică, este o operaţie de 

calcul globală, care se efectuează ţinând seamă de toate datele care trebuie să fie ajustate. 

În acest scop se foloseşte o funcţie continuă, conţinând un număr de parametri, care prin 

diferite metode trebuie să fie determinaţi numericeşte. 

Este de la sine înţeles că prin introducerea unei funcţii continue, continuitatea 

reprezentării fenomenului şi a succesiunii regulate a datelor lui este de mai înainte asigurată, 

astfel încât unul din scopurile ajustării va fi neapărat atins. 

Fenomenul nu admite insă, de cele mai multe ori, o lege analitică de 

repartizare şi uneori, chiar dacă o admite, legea poate rămâne necunoscută. Funcţiunea de 

ajustare o introducem atunci în mod arbitrar, de unde rezultă că ajustarea analitică prezintă, 

pe lângă celelalte feluri de ajustare, dezavantajul că introduce în plus încă un element 

convenţional, arbitrar. 
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În legătură cu alegerea funcţiunii analitice, vom da câteva indicaţii. De îndată 

ce ni se prezintă un şir de date ce urmează să fie ajustat analitic, trebuie, în primul rând, să 

constatăm din ce grupă de fenomene face parte seria prezentată. De exemplu să 

presupunem că lăsăm să cadă o greutate de la o anumită înălţime şi măsurăm timpul 

parcurs până la atingerea cu pământul. 

Fie 1x , 2x , …, nx  înălţimile avute şi 1t , 2t , …, nt  timpurile de parcurgere 

corespunzătoare. 

Lipsa de precizie în executarea experienţei nu ne permite să găsim pentru 

timpurile it  valori precise şi pentru aceasta ne mulţumim să înlocuim şirul empiric 1t , 2t , …, 

nt  prin altul teoretic, mai apropiat de realitate, folosind o ajustare analitică. 

Din numărul infinit de funcţiuni pe care le-am putea folosi la acest scop, va 

trebui deci să alegem una singură. În cazul de faţă, se ştie din mecanică că legea de cădere 

a corpurilor este dată de formula: 
2x at bt c                              (IV,5,1) 

Funcţia de ajustare va trebui să fie un polinom de gradul al doilea în t . Cele 

mai precise metode de ajustare aplicate unei alte funcţiuni nu ne vor putea conduce la o 

reprezentare convenabilă a fenomenului, pentru că legea exactă după care el se dezvoltă 

este dată de formula de mai sus. 

Însă nu toate fenomenele din natură se supun unei legi analitice, ci dimpotrivă, 

în imensa lor majoritate; ele sunt supuse unor legi statistice. Cu alte cuvinte, numai în cazuri 

particulare dependenţa între două fenomene naturale este astfel făcută încât, dacă-l 

însemnăm pe unul prin x  şi pe celălalt prin y , să rezulte  y f x . Influenţele altor agenţi 

din natură distrug orice relaţie de această formă, dar ea are motive ca să reziste. 

Mulţimea acestor influenţe şi faptul că cele mai multe nu sunt cunoscute, face 

imposibilă introducerea în formula de mai sus a unor termeni de corecţie, de natură tot 

analitică. De aici rezultă că, în general, dependenţa între două fenomene naturale este 

aproape întotdeauna de natură statistică. 

Prin urmare, în majoritatea cazurilor, nu există o formulă analitică care să 

cuprindă în mod riguros întreaga dezvoltare a fenomenului, ci numai în funcţiuni de care 

fenomenul se depărtează foarte puţin. Uneori, pentru fenomenele des repetate se constată 

prin experienţă care este funcţiunea care îl aproximează cel mai bine. Când ni se prezintă 

spre ajustare un asemenea fenomen, este firesc să întrebuinţăm această funcţiune. 

Alteori însă, fenomenul este cu totul nou şi nu avem putinţă să constatăm cum 

s-a comportat în trecut. În acest caz, examinăm modul cum sunt distribuite datele lui, care 
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prin unire ne dau curba empirică ce-l reprezintă. Dacă această curbă este repede 

crescătoare, este evident că pentru reprezentare va trebui să alegem o curbă de asemenea 

repede crescătoare. 

Prin urmare, examinarea atentă a graficului fenomenului ne dă indicii asupra 

alegerii formulei analitice ce intră în ajustare. 

În orice caz, oricare ar fi formula întrebuinţată, ea trebuie să satisfacă o 

condiţie esenţială şi anume să dea loc la cât mai puţine şi mai simple calcule. 

 y f x  fiind formula ce ne-am ales, în această formulă intră un număr 

oarecare de parametri. Fie 1a , 2a , …, ma  aceşti parametri. 

Pentru determinarea precisă a lui  f x  este necesar să cunoaştem valoarea 

numerică a parametrilor. Vom avea prin urmare nevoie de r  relaţii distincte între coeficienţii 

ia , astfel încât din rezolvarea sistemului de ecuaţii la care ele dau loc, să găsim valorile ia . 

Calculele devin din ce in ce mai complicate cu cât numărul ecuaţiilor din sistem creşte. 

Pentru acest motiv în funcţiunea  ,y f a x  trebuie să existe un număr cât mai mic de 

parametri. 

Trebuie să mai observăm că alegerea unui număr redus de parametri din 

formula ajustării nu duce la rezultate mai puţin precise decât atunci când numărul 

parametrilor este ridicat. S-a dovedit astfel că ajustările nu un număr mare de parametri 

arbitrari, executate în aceleaşi condiţii ca şi altele cu un număr redus, au dus chiar la 

rezultate mai slabe decât acestea din urmă cerând totuşi un aparat de calcul cu mult mai 

complicat. 

Vom expune câteva metode de ajustare analitică, mai des întrebuinţate. 

 

a) Metoda celor mai mici pătrate 

 

Fie două axe OX  şi OY  şi o serie de puncte  1 1 1,M x y ,  2 2 2,M x y , …, 

 ,n n nM x y  care corespund unui anumit fenomen. Ne propunem să găsim prin metoda celor 

mai mici pătrate o curbă: 

 1 2 3; , , ,..., my f x                    (IV,5,2) 

care să înlocuiască curba discontinuă obţinută prin unirea punctelor iM . 

Fie 1M  , 2M  , 3M  , …, nM   punctele în care liniile de ordine corespunzătoare lui 

1x , 2x , 3x , …, nx  taie respectiv curba (IV,5,2). 
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Metoda celor mai mici pătrate constă în a alege astfel curba (IV,5,2) încât să 

avem: 
2 2 2

1 1 2 2 ... n nM M M M M M      - minim. 

Din cauza acestei condiţii i s-a dat şi numele de metoda celor mai mici pătrate. 

Pornind de la anumite consideraţii din calcului probabilităţilor, acestei metode i 

se poate da, în unele cazuri, o justificare teoretică, care însă în cazul general al reprezentării 

fenomenelor nu mai poate avea nici o valabilitate. Demonstraţiile care s-au dat metodei celor 

mai mici pătrate presupun îndeplinirea unor ipoteze care nu sunt satisfăcute de orice 

fenomen. Pentru acest motiv, cea mai bună justificare a condiţiei de minim, în cazul ajustării, 

este să arătăm că îndeplineşte unele condiţii care ni se par fireşti. 

Să însemnăm astfel prin   eroarea totală ce o obţinem înlocuind curba 

empirică prin  y f x  şi prin 1 , 2 , …, n  erorile 1 1M M  , 2 2M M  , …, n nM M   

corespunzătoare punctelor 1M , 2M , …, nM  în parte. 

Eroarea totală este o funcţie de erorile parţiale i  care urmează să fie definită 

şi pe care o notăm  1 2, ,..., nF    . Avem astfel: 

 1 2, ,..., nF     

Funcţiunea F  trebuie să satisfacă anumite condiţii. Este natural să 

presupunem că atunci când eroarea i  creşte, eroarea totală creşte şi ea. 

F  este prin urmare o funcţie crescătoare de i . O eroare negativă produce 

prin creşterea ei în valoare absolută, acelaşi efect ca şi una pozitivă, de unde rezultă că  F  

trebuie să crească o dată cu valorile absolute ale lui i . 

Mărind toate erorile i  în acelaşi raport k , eroarea totală se măreşte şi ea de 

k  ori. Această condiţie: 

   1 2 1 2, ,..., , ,...,n nkF F k k k       

ne arată că funcţia F  este omogenă şi de primul grad de omogenitate în i . 

Erorile i  fiind accidentale, efectul a două valori egale şi de semne contrarii 

trebuie să fie acelaşi. Prin urmare,  1 2, ,..., nF     trebuie să fie o funcţie pară in raport cu i . 

Pe de altă parte, cum nu se dă o preferinţă unuia din punctele iM , este natural 

să admitem că  1 2, ,..., nF     este şi simetrică în raport cu variabilele ei. 

 



 62

Dintre toate funcţiunile care se bucură de aceste proprietăţi, cea mai simplă 

este: 
2 2 2 2

1 2 ... n        

Aplicând metoda ajustării, este însă preferabil ca eroarea totală pe care o 

obţinem să fie cât mai mică posibil. Ajungem astfel în mod natural la condiţia: 
2  = minim sau 2 2 2

1 2 ... n      = minim 

Să notăm la ce calcule dă naştere această condiţie. 

Fie: 

 1 2, ,..., my f     

funcţia de ajustare.  

Atunci: 

 1 2; , ,...,i i i m iM M f x x       

  22
1 2

1 1
; , ,...,

n n

i m i
i i

f x y   
 

      

Cum dorim să determinăm constantele 1 , 2 , …, m  astfel încât ultima 

expresie să fie minimă, rezultă că trebuie să anulăm derivatele parţiale ale ei în raport cu 

fiecare din  . 

Prin urmare, avem relaţiile: 

I 

     

     

     

1 11 1

1 12 2

1 1

0

0

..........................................................

0

n n
i i

i i
i i

n n
i i

i i
i i

n n
i i

i i
i im m

f x f x
f x y

f x f x
f x y

f x f x
f x y

 
 

 
 

 
 

 

 

 


 




 





 


 

 

 

 

care sunt în număr de m  şi permit deci, în general, găsirea valorilor căutate. 

Rămâne ulterior să se verifice dacă valorile astfel găsite conduc la un minim sau nu. 

 

b) Ajustarea lui Pearson sau a momentelor 

 

În cazul particular când funcţia  1 2; , ,..., mf x a a a  din ajustarea analitică este un 

polinom, execuţiile Ia care am ajuns aplicând metoda celor mai mici pătrate capătă o formă 

remarcabilă. 

Să presupunem astfel că avem 
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  1
0 1 0 1; , ,..., ...m m

m mf x a a a a x a x a     

Fie n  numărul punctelor cunoscute: 

 1 1 1,M x y ,  2 2 2,M x y , …,  ,n n nM x y  

Avem astfel sistemul: 

II 

2 2 1
0 1

2 1 2 2 1 1
0 1

1 0
0 1

...

...
................................................................................

...

m m m m
i i m i i i

m m m m
i i m i i i

m m
i i m i i

a x a x a x y x

a x a x a x y x

a x a x a x y



   



    


   


    

   
   

   

 

Obţinem prin urmare un sistem de  1m  ecuaţii cu  1m  necunoscute: 

1 2, ,..., ma a a  care este întotdeauna compatibil. 

Într-adevăr, fie   determinantul principal al sistemului (II).  

Avem: 
 

2 2 1

2 1 2 2 1

1 0

...

...
... ... ... ...

...

m m m
i i i
m m m

i i i

m m
i i i

x x x
x x x

x x x



  



 

  
  

  

 

 

Fie  acum    următorul determinant al lui  Vandermonde: 
 

1 2 3
2 2 2 2
1 2 3

1 1 1 1
1 2 3

1 1 1 ... 1
...
...

... ... ... ... ...
...

n

n

n n n n
n

x x x x
x x x x

x x x x



   

  

 

Un simplu calcul ne arată că   este o sumă de determinanţi   ridicaţi la 

pătrat. 

Anularea lui   atrage după sine şi anularea lui   care nu este posibilă, după 

cum se ştie, dacă abscisele 1x , 2x , …, nx  sunt diferite între ele. Prin urmare, exceptând 

cazul când două puncte iM  au aceeaşi abscisă,   este diferit de zero şi metoda celor mai 

mici pătrate dă întotdeauna o soluţie unică şi bine determinată 

Sistemul II se poate pune însă sub o formă susceptibilă de generalizare. 

Într-adevăr, observăm că el poate fi scris sub forma: 
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III 

 
 

 

1
0 1

1 1 1
0 1

1 0 0
0 1

...

...

....................................................................

...

m m m m
i i m i i i

m m m m
i i m i i i

m m
i i m i i i

a x a x a x y x

a x a x a x y x

a x a x a x y x



  



    

    


    

 
 

 

 

Însă: 

 1
0 1 ...m m

i i m ia x a x a f x     

Să notăm valoarea teoretică  if x  prin iy . Sistemul III devine atunci: 

IV 1 1

0 0

..................................

m m
i i i i

m m
i i i i

i i i i

y x y x

y x y x

y x y x

 

 


 


  

 
 

 

 

 

Se ştie însă că în calculul probabilităţilor o expresie de forma r
i iy x  în 

domeniul discontinuu, sau  
b

r

a

f x x dx  în domeniul continuu, poartă numele de moment de 

ordinul r . În primul caz, momentul se referă la distribuţia discontinuă de valori 1y , 2y , …, ny   

iar în al doilea caz, la distribuţia continuă dată prin funcţia  f x . 

Sistemul IV ne arată atunci că momentele până la ordinul m , ale distribuţiilor: 

1y , 2y , …, ny , 

1y , 2y , …, ny    

sunt aceleaşi. 

Primul şir reprezintă însă tocmai datele observate, pe când şirul al doilea 

datele teoretice. Metoda celor mai mici pătrate, în cazul polinoamelor, conduce deci la 

rezultate prin care se egalează momentele valorilor observate cu momentele valorilor 

teoretice, bineînţeles până la un anumit ordin. 

Pearson a extins ultimul rezultat la orice funcţie de ajustare  0 1; , ,..., mfx a a a  

fiind o funcţie arbitrată, conţinând  1m  constante 0 1, ,..., ma a a ; pentru determinarea ei avem 

nevoie de  1m  ecuaţii. Pearson obţine aceste ecuaţii prin alegerea momentelor până la 

ordinul m . 
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V 
 
 

 
................................

i i

i i i i

m m
i i i i

f x y

x f x x y

x f x x y

 





 

 
 

 

 

Sistemul V concretizează metoda momentelor lui Pearson. 

Ajustarea astfel obţinută, conţinând elementul arbitrar  ;f x a , nu poate să fie 

justificată teoretic. Calculele la care conduce sunt însă foarte simple şi de cele mai multe ori 

dau rezultate bune în practică. Dealtminteri, după cum am văzut, în cazul funcţiilor 

polinomiale, ea coincide cu metoda celor mai mici pătrate. 

 

c) Ajustarea prin medie 

 

Fie  1 1 1,M x y ,  2 2 2,M x y , …,  ,n n nM x y  o serie de puncte din plan rezultând 

din observarea unui anumit fenomen. 

Prof. O. Onicescu şi-a propus să ajusteze această serie de puncte printr-o 

curbă parabolică de gradul r  (un polinom de grad r n ) determinată în funcţie de toate 

curbele parabolice de gradul r , care se pot ataşa distribuţiei de mai sus. 

1M , 2M , …, nM , fiind punctele date, prin  1r   dintre ele trece în general o 

singură parabolă de gradul r . Vor exista prin urmare 1r
ms C   parabole distincte care trec 

prin cele n  puncte ale distribuţiei date. Aceste s  parabole taie ordonatele fiecărui punct iM  

în s  puncte, a căror medie aritmetică o notăm prin iM  . Ceea ce este interesant este că 

toate punctele 1M  , 2M  , 3M  , …, nM   se găsesc pe o parabolă de gradul r . 

Trebuie să se observe că în general punctele n  nu se găsesc pe aceeaşi 

curbă polinomială de grad inferior lui n . În cazul nostru, numai din cauza construcţiilor lor 

speciale, punctele iM  îndeplinesc această condiţie.  

Fie: 

 1y f x ,  2y f x , …,  sy f x  

ecuaţiile celor s  parabole de gradul r , care intră în distribuţia celor n  puncte 

date ( 1r
ms C  ).  

Este evident că ecuaţia: 

     1 2 ... sf x f x f x
y

s
  

  
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reprezintă tot o parabolă de gradul r , care corespunde construcţiei geometrice propuse 

pentru determinarea formulei de ajustare. Prin urmare, relaţia de mai sus ne dă formula de 

ajustare parabolică a prof. O. Onicescu. 

Mai mult decât atât, formula de mai sus ne arată care este procesul intim al 

acestei ajustări şi anume o prelungire a principiului mediei aritmetice în domeniul ajustărilor. 

Se postulează în calculul probabilităţilor că valoarea cea mai plauzibilă a unei 

variabile y , care intr-un şir de observaţii a luat valorile 1y , 2y , …, ny , este media aritmetică 

şi că această ultimă valoare se apropie din ce în ce mai mult de valoarea adevărată y , cu 

cât numărul observaţiilor creşte. 

În toate teoriile făcute asupra erorilor de observaţie, s-a admis întotdeauna 

postulatul mediei aritmetice. 

Ajustarea prin medie conţinând ca orice ajustare analitică elementul arbitrar 

introdus prin funcţiunea parabolică, se poate justifica totuşi teoretic prin faptul că extinde în 

domeniul ajustărilor postulatul mediei aritmetice, unanim admis în aplicaţiile practice ale 

teoriei probabilităţilor. 

 

d) Metoda ariilor a lui Cantelli 

 

Metoda ariilor a lui Cantelli are dezavantajul, din punct de vedere teoretic, că 

introduce, pe lingă funcţia de ajustare, un al doilea factor arbitrar care însă în practică aduce 

mari foloase. 

Principiul metodei este simplu. Curba 

 1 2; , ,..., my f x a a a , 

fiind aceea care ajustează fenomenul, se trasează în mod arbitrar o serie de 

drepte paralele cu axa Oy  şi se pune condiţia ca porţiunile determinate de Ox , paralele cu 

Oy  şi respectiv curba căutată şi curba empirică dată să fie egalată. Se consideră atâtea arii 

parţiale câte constante arbitrare intră în funcţiunea  ;f x a  şi prin urmare numărul ecuaţiilor 

rezultate este în general suficient pentru determinarea lor. 

Modul de aplicare al ajustării se înţelege lesne. Calculele depind de ecuaţiile 

celor două curbe, teoretice şi empirice. Evaluarea ariei se face cu ajutorul formulei: 

 
1i

i

x

x

f x dx


  
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ix  şi 1ix   fiind abscisele care limitează o arie parţială. Când calculul direct este prea 

complicat, se recurge la anumite formule de cvadratură, care dau valoarea aproximativă a 

unei integrale definite. 

Ajustarea Iui Cantelli dă bune rezultate în practică din cauza posibilităţii ce lasă 

de a se alege ariile parţiale în modul cel mai convenabil. În chipul acesta se ataşează în 

realitate fiecărei date observate o anumită pondere, proporţională cu gradul de precizie cu 

care data a fost obţinută. 

 

4.6.  PROBLEMA INTERPOLĂRII 
 

Fiind cunoscut un şir de valori corespunzătoare unor abscise date, se pune 

adeseori problema determinării valorii corespunzătoare unei abscise intermediare. Valorile 

cunoscute uneori variază în mod statistic, iar alteori pot reprezenta valorile numerice ale unei 

funcţii, cunoscută sau nu.     . 

Procedeul clasic al interpolării constă în a trece prin punctele corespunzătoare 

absciselor şi ordonatelor date o curbă, a cărei ecuaţie nu este cunoscută. Ordonata 

punctului situat pe curbă, corespunzând abscisei intermediare, ne dă apoi valoarea căutată. 

 

a) Formula lui Newton 

 

Fie : 

0y , 1y , 2y , …, ny , 

ordonatele corespunzătoare absciselor: 

0 , 1, 2 , …, n  

Pentru determinarea ordonatei corespunzătoare unei abscise intermediare x , 

vom trasa, prin cele  1n  puncte: 

 00, y ,  11, y ,  22, y , …,  , nn y , 

o parabolă de gradul n , adică o curbă de forma: 
1

0 1 1 0...n n
ny a x a x a x a
      

Se constată că nu este decât o singură curbă de acest fel care să treacă prin 

punctele de mai sus si că ecuaţia ei poate căpăta următoarea formă, datorită lui Newton: 

            2 3
0 0 0 0 0 0

1 1 2 1 ... 1 1 ... 1
... ...

1 2! 3! ! !
k nx x x x x x x x k x x x nxy y y y y y y

k n
        

              
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Formule asemănătoare, în care în loc să se considere numai diferenţele 

corespunzătoare lui 0y  mai intervin şi diferenţele, celorlalte valori y , au mai fost date de 

Gauss, Stirling şi Bessel. 

 

b) Formula lui Lagrange 

 

Formula lui Lagrange diferă de aceea a lui Newton prin faptul că abscisele 

corespunzătoare ordonatelor cunoscute nu sunt oarecare. 

Pornim deci de la n  puncte în plan: 

 1 1,x y ,  2 2,x y , …,  ,n nx y  

şi ne propunem să determinăm ecuaţia parabolei de gradul  1n   trecând prin 

ele. 

Problema se reduce la determinarea polinomului în x  de gradul  1n  , care 

pentru valorile 1x , 2x , …, nx   ia respectiv  valorile 1y , 2y , …, ny . 

Coeficienţii acestui polinom sunt funcţii de 1y , 2y , …, ny  şi, în mod evident, 

funcţii liniare de ny . 

Putem scrie, prim urmare: 

       1 1 2 2 ... n nP x y f x y f x y f x    , 

unde  if x  este un polinom pe care urmează să-l găsim, de gradul 1n . 

Pe de altă parte, pentru 1x x  trebuind să avem : 

 1 1P x y  

rezultă condiţiile: 

 1 1 1f x  ,  2 1 0f x  ,  3 1 0f x  , …,  1 0nf x   

În mod analog se deduce: 

 1 2 0f x  ,  2 2 1f x  ,  3 2 0f x  , …,  2 0nf x   
……………………………………………………… 

 1 0nf x  ,  2 0nf x  ,  3 0nf x  , …,   1n nf x   
Polinomul  1f x  anulându-se pentru 2x , 3x , …, nx  admite aceste valori ca 

rădăcini şi având gradul  1n  , rezultă că este de forma: 

      1 2 3 ... nf x k x x x x x x    , 

unde k  este o constantă. 
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Însă pentru 1x x , avem  1 1 1f x  . 

Deci: 

     1 2 1 3 11 ... nk x x x x x x    , 

    1 2 1 3 1

1
... n

k
x x x x x x


  

, 

      
    

2 3
1

1 2 1 3 1

...
...

n

n

x x x x x x
f x

x x x x x x
  


  

 

În mod analog, se obţine: 

      
    

1 3
2

2 1 2 3 2

...
...

n

n

x x x x x x
f x

x x x x x x
  


  

, 

      
    

1 2
3

3 1 3 2 3

...
...

n

n

x x x x x x
f x

x x x x x x
  


  

 

…………………………………………., 

      
    

2 3 1

2 3 1

...
...

n
n

n n n n

x x x x x x
f x

x x x x x x




  


  
 

Formula de interpolare a lui Lagrange este prin urmare: 

       
    

    
    

     
    

2 3 1 3 2 3 1
1 2

1 2 1 3 1 2 1 2 3 2 2 3 1

... ... ...
...

... ... ...
n n n

n
n n n n n n

x x x x x x x x x x x x x x x x x x
P x y y y

x x x x x x x x x x x x x x x x x x




        
   

        
 

 

c) Interpolarea liniară 

 

În practica asigurărilor prezintă adesea mai mult interes suma valorilor 

interpolate decât determinarea prin interpolare a unei valori unice. 

Cunoaştem astfel valorile 0y , 1y , 2y , …, ny , … luate de funcţie, variind statistic 

sau nu, în punctele respective 0 , 1, 2 , …, n , … .Se împart intervalele  0,1 ,  1, 2 , …, 

 1,n n  în câte m  părţi egale fiecare, iar valoarea necunoscută a funcţiei in punctul kp
m

  o 

însemnăm prin kp
m

y


 ( p  este un număr întreg, pozitiv, cuprins între 0  şi n  inclusiv şi k  un 

număr întreg, pozitiv, mai mic sau cel mult egal cu m ). 

Ne propunem să calculăm valoarea sumei: 
 

0 1 2 1 1 1 2 11 1
... ...m mn

m m m m m m

S y y y y y y y y 
  

           

în funcţie de 0y , 1y , 2y , …, ny . 
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Însemnând: 

1 2 1...p p mp p p
m m m

S y y y y 
  

      

avem în mod evident: 

0 1 2 1... nS S S S S      , 

iar întregul calcul se reduce la determinarea lui pS . Valoarea aproximativă a 

expresiilor kp
m

y


 o vom determina printr-o interpolare liniară. 

Ecuaţia dreptei care trece prin punctele  0, ny  şi  11, py   este 

 1p p py y x y y   . 

Rezultă din această formulă pentru kp
m

y


 valoarea : 

 1k p p pp
m

ky y y y
m 


    

sau 

1
1 1

2 2p p p
m mS y y 
 

  , 

   0 1 1 0
1...
2n nS m y y y y y      . 

Această formulă sumatorie ne dă în anumite împrejurări valori destul de 

apropiate de realitate. 

 

d) Formula lui Lubbock 

 

Procedeul de interpolare întrebuinţat mai sus se generalizează în mod natural, 

folosind în loc de dreaptă, o parabolă de un anumit grad. 

Procedând astfel se obţine formula lui Lubbock. 

Conform formulei de interpolare a lui Newton, ecuaţia parabolei de gradul n , 

care pentru valorile 0 , 1, 2 , …, 1n , trece prin punctele 

py , 1py  , … 

este: 

 

     21 1 ... 11 ... ...
2! !

n
p p p p

x x x x x n
y y y y y

x n
   

          
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Valorile py , 1p
m

y


, … întrebuinţând notaţiile de mai sus, se vor obţine dacă în 

formula de mai sus înlocuim, succesiv, pe 1 10, ,..., mx
m m


 . 

Prin adunare, vom obţine astfel: 
2

1 2 ... n
p p p p n pmy A y A y A y          

unde 

     1 /

0

1 2 ... 1
!

m

k
x

x x x x k
A

k





   
        1, 2,...,k n . 

Coeficienţii kA  nu depind prin urmare de p , fiind funcţii numai de m . 

Cunoscând valoarea lui p ,   rezultă imediat.  

Avem astfel: 

 
1 1 1

0 1 1
0 0 0

... ... ...
n n n

k n
n p k p n p

p p p
m y y y A y A y A y

  

  

               

Însă: 
1 1 1

1

1 1
0 1 0

1 1
1 2 1

..............................................................

k k k k
p p p p

k k k

k k k

y y y y

y y y
y y y

  


 

 

      

   

   
 

Prin adunare, obţinem: 
1

1 1
0

0

n
k k k

p n
p

y y y


 



     

Astfel, putem scrie pe   sub următoarea formă aproximată, datorită lui 

Lubbock: 

       1 1
0 1 1 0 2 0 0... ... n n

n n n n nm y y y A y y A y y A y y                

Coeficienţii kA  rezultă imediat din relaţiile de mai sus. 

Obţinem astfel:                     

  

1

2

2

2

3

2 2

4 2

1
2

1
12

1
25

1 19 1
720

.................................................

mA

mA
m

mA
m
m m

A
m





 




 
 
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În cazul particular, când valorile ny  se anulează după n , avem: 

    

0 1 1 1

2 22 2
2 3

0 1 1 0 0 0 02

... ...

1 19 11 1 1... ...
2 12 25 720

m n
m m m

n

y y y y

m mm m mn y y y y y y y
m m m






     

   
            

 

 

e) Formula lui Woolhouse  
 

O formulă de însumare a lui Euler-Maclaurin ne dă: 

         0 1 0 2 4
0

1 1 1 1... ...
2 12 720

n

n n n nf t dt f f f f f f f f f
m m m m

               

unde  f t  este o funcţie continuă, care admite derivate de anumite ordine, în 

intervalul  0, n , pf  reprezintă valoarea acestei funcţii pentru n p , pf   valoarea derivatei 

de ordinul al treilea în acelaşi punct etc. 

Dacă în formula  lui  Euler-Maclaurin 1m  , obţinem: 

         0 1 0 0
0

1 1 1... ...
2 12 720

n

n n n nf t dt f f f f f f f f f               

Prin scădere, obţinem: 

         
2 4

0 1 0 1 0 2 4

1 1 1 1... ...
2 12 720n n n n n

m m mf f f f f f f f f f f f
m m m m

                   

Această formulă de însumare este utilă în cazul când ni se dă funcţia şi putem 

prin urmare să-i calculăm derivatele succesive. 
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CAPITOLUL V 

 
METODICA ACTIVITĂŢII DIDACTICE LA MATEMATICĂ 
 

5.1.  DATE GENERALE 
 

După cum se ştie de la cursul de pedagogie sarcinile didactice se realizează 

cu ajutorul metodelor, tehnicilor şi procedeelor didactice. 

Folosirea judicioasă a metodelor are o deosebită importantă pentru reu-

şita maximă a muncii profesorului, căci metoda aleasă influenţează în mare măsură 

calitatea cunoştinţelor. Pe de altă parte, conţinutul fiecărui obiect de învăţământ şi 

obiectivele pe care şi le impune să le îndeplinească, pretind metode adecvate. 

Conţinutul nou al matematicii şcolare a determinat lărgirea evantaiului de metode 

utilizate pentru învăţarea lui. 

Discuţiile desfăşurate la diverse sesiuni de comunicări sau cristalizate în 

multiple lucrări au pus în evidenţă ideile centrale care trebuie să stea la baza înnoirii 

metodelor utilizate la matematică : 

a) Unele dintre aceste idei au caracter general : 

— Utilizarea mijloacelor celor mai eficace de individualizare a învăţământului. 

— Activismul care pretinde o activitate personală şi  o participare a elevului la 

învăţare. 

b) Conţinutul înnoit al matematicii pretinde ca la baza învăţării lui să stea 

anumite idei directoare. 

— Una din cele mai importante este aceea de a prezenta matematica 

o ştiinţă deschisă, în dezvoltare. Este dăunător să fie predată matematica 

sub forma unei suite de cunoştinţe prefabricate, statice. 

Matematicieni ca Revuz, Polya şi alţii, au arătat că predând matematica în 

acest fel, se dă elevului o imagine deformată a acestei discipline. 

Învăţarea matematicii trebuie înţeleasă atât ca o matematică concep-

tuală cât şi ca o tehnică de calcul eficace. Activitatea proprie determină formarea la 

elev a unor noţiuni semnificative, bine structurate şi cu mari posibilităţi de transfer. De 

asemenea, explicarea proprietăţilor fundamentale ale diverselor operaţii pot, să ducă 



 74

pe elevi la situaţia de a înţelege de ce şi cum se aplică un algoritm (ex. rezolvarea  

ecuaţiilor). 

Dorinţa de a pune accent pe noţiunile teoretice a dus la acordarea unei 

atenţii  scăzute formării  deprinderilor de  calcul. 

Mai mult, s-a vehiculat o idee rău înţeleasă că matematica modernă 

nu ar avea nevoie de calcul. În ultimul timp, consfătuirile internaţionale au 

subliniat falsitatea acestei afirmaţii şi s-a scos în evidenţă faptul că noţiunile trebuie 

să fie operante, deci să se poată aplica în condiţii cât mai variate şi să permită 

transferul lor la situaţii înrudite. Aceasta înseamnă că anumite deprinderi de calcul 

mintal şi scris trebuie să fie stăpânite şi exersate. 

— Matematica trebuie prezentată în acelaşi timp ca o disciplină abstractă autonomă cât 

şi ca un instrument de calcul operaţional al altor discipline, în acest sens 

matematica şcolară trebuie să ilustreze acest deziderat atât prin aplicaţiile existente 

în manual, cât şi prin coordonarea programelor în aşa fel ca noţiunile matematice să 

poată fi utile altor discipline (fizică, chimie, geografie). 

— Să-i facem pe elevi să înţeleagă şi să cunoască metodologia proprie 

activităţii matematice. Aceasta presupune să-i învăţăm pe elevi marile posibilităţi   

precum  şi  limitele  procesului de matematizare, deci de construire a unui model 

plecând de la o situaţie concretă cât şi de concretizare a rezultatelor obţinute pe 

model. Totodată se impune acordarea importanţei cuvenite diverselor forme ale 

demonstraţiilor matematice. 

—  În fine, se remarcă o preocupare sporită pentru dezvoltarea la elevi a 

motivaţiei  învăţării şi a unei atitudini pozitive faţă de matematică. În acest 

sens se menţionează preocupările de utilizare a unor jocuri matematice, 

aplicaţii interesante, creatoare,   stimularea spiritului de competiţie, con-

cursuri, olimpiade etc. 

În cele ce urmează vom căuta să analizăm metodele utilizate la ora 

actuală în şcoală la matematică şi anume, demonstraţia matematică, expunerea, 

conversaţia, problematizarea, modelarea, demonstrarea materialului intuitiv*, exerciţiile, 

învăţarea pe grupe mici, metodele muncii cu manualul, jocurile matematice şi instruirea 

programată. 

                                                
* Utilizăm denumirea de demonstrarea materialului intuitiv pentru a se putea face distincţie faţă de 
demonstraţia matematică. 
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În tratarea acestor metode ne vom mărgini la sublinierea specificului 

pe care acestea le îmbracă în predarea matematicii şi la contribuţia lor în realizarea 

obiectivelor matematicii şcolare. 

 

5.2.  DEMONSTRAŢIA MATEMATICĂ 

 
Demonstraţia matematică este o metodă de predare-învăţare specifică mate-

maticii. Ea apare ca o formă a demonstraţiei logice şi constă într-un şir de raţionamente 

prin care se verifică un anumit adevăr, exprimat prin propoziţii.  

Unele propoziţii matematice poartă denumirea de axiome şi adevărurile 

exprimate de acestea se acceptă fără demonstraţie. Alte adevăruri matematice sunt 

introduse prin definiţii, care şi ele sunt propoziţii ce nu se demonstrează. Propoziţiile 

deductibile  din  axiome  şi  definiţii se  numesc teoreme. 

a) TEOREMELE 

Fiecare teoremă conţine o ipoteză, care poate începe prin „fie” sau „dacă” 

şi o concluzie, exprimată mai des cu „atunci” sau „să se demonstreze că”. 

Demonstraţia constă în a arăta că dacă ceea ce se afirmă în ipoteză are 

loc, atunci concluzia rezultă din ea în mod logic. În demonstraţie ne putem baza numai 

pe axiome sau pe teoreme demonstrate înainte. Nu avem voie să utilizăm teoreme 

care încă nu au fost demonstrate, deoarece acestea din urmă se pot baza la rândul 

lor pe teorema de demonstrat, obţinându-se un cerc vicios. În acelaşi timp nu ne 

bazăm nici pe „evidenţe”. 

O teoremă are forma p q  ( p  implică q ), unde p  şi q  sunt propoziţii care 

reprezintă ipoteza şi respectiv concluzia. Fiind dată o teoremă, putem formula în mod 

logic din ea propoziţii noi ca propoziţia reciprocă şi propoziţia contrară. Astfel, dacă 

este dată teorema p q , numită directă, atunci q p reprezintă reciproca şi p q  

(sau non p  implică non q ), reprezintă propoziţia contrară.  

Dacă se construieşte tabelul de adevăr al implicaţiilor care definesc teo-

rema directă şi reciprocă se observă că dacă teorema directă este adevărată nu 

rezultă că şi propoziţia reciprocă este adevărată. Acest fapt matematic îl ilustrăm 

cu următoarele exemple : 
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Teoreme directe: 

a. Dacă produsul a două numere naturale este un număr impar, suma lor este un 

număr par (clasa a V-a). 

b. Dacă bisectoarele unghiurilor unui poligon convex sunt concurente, atunci poligonul 

poate fi circumscris unui cerc (clasa a IX-a). 

c. Orice funcţie derivabilă într-un punct este continuă în acel punct (clasa a Xl-a). 
 

Propoziţiile reciproce la exemplele de mai sus se enunţă respectiv 

astfel: 

a1. Dacă suma a două numere naturale este un număr par, atunci produsul lor este 

număr impar. 

b1. Dacă un poligon convex este circumscris unui cerc, atunci bisectoarele unghiurilor 

sale sunt concurente. 

c1. Orice funcţie continuă este derivabilă. 

Analizând teoremele directe şi reciprocele corespunzătoare constatăm că 

reciproca (a1) nu exprimă aceeaşi valoare de adevăr ca şi teorema directă, pentru că 

este o propoziţie falsă. De asemenea reciproca teoremei din exemplul (c) este o 

propoziţie falsă, deci nu este o teoremă. Teorema din exemplul (b) şi reciproca sa 

(b1) sunt amândouă propoziţii adevărate, deci (b1) este o teoremă. 

Pentru stabilirea valorii de adevăr a anumitor propoziţii este suficient a 

da un contraexemplu. Astfel, la propoziţia reciprocă (a1) avem 4 6 10  ,  deci suma e 

număr par, termenii sumei numere naturale, iar produsul 4 6 24   este tot un 

număr par. 

Pentru propoziţia reciprocă (c1), fie  : ,  f f x x  , care este o 

funcţie continuă în origine, dar nu este derivabilă în acest punct. 

Trebuie ca profesorul să atragă atenţia elevilor prin exemple, asupra 

relaţiei dintre teorema directă şi propoziţia reciprocă, contrara directei şi contrara 

reciprocei şi să sublinieze că teorema directă şi contrara reciprocei sunt echivalente, 

adică    p q p q   . De asemenea, echivalente sunt şi propoziţia reciprocă şi 

contrara directei, adică    q p p q   . 

Aceste echivalenţe se pot discuta fără dificultate în clasa a IX-a, la capi-

tolul „Elemente de logică matematică”, chiar dacă ideea se prezintă încă din clasa a VI-

a. 
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În matematică întâlnim uneori teoreme unde ipoteza este dată prin mai 

multe propoziţii. În acest caz se pot formula mai multe propoziţii reciproce. 

De exemplu, teorema celor trei perpendiculare (clasa a VlII -a): 

Dacă o dreaptă d  este perpendiculară pe un plan   şi prin piciorul 

ei trece dreapta a , conţinută în plan, perpendiculară pe o altă dreaptă b  

conţinută în plan, o dreaptă c  care uneşte orice punct M  al perpendicularei d  pe 

plan, cu intersecţia P  a celor două perpendiculare din plan, este perpendiculară 

pe a treia dreaptă b . 

Transcrisă în simboluri matematice teorema se prezintă astfel: 

Ipoteza : 

,  ,  ,  ,d a b a b       

Concluzia : 

.c b  

Se pot formula două teoreme reciproce : 

1) Ipoteza : 

,  ,  ,  c ,d a b b       

Concluzia : 

.a b  

2) Ipoteza : 

,  c ,  a ,  ,  ,d a b b a b       

Concluzia : 

.d   

Esenţial, atât pentru elevii din şcoala generală cât şi pentru cei din liceu, 

este ca în predarea-învăţarea teoremelor să se ţină seama de următoarele aspecte : 

— să se asigure  însuşirea faptului matematic  exprimat prin teoremă; 

— să se desprindă ipoteza de concluzie şi să se transcrie în simboluri 

matematice ipoteza şi concluzia (se poate scrie „se dă” în loc de ipoteză 

şi „se cere” în loc de concluzie). 

După însuşirea faptului matematic urmează efectuarea demonstraţiei. 

Elevii trebuie deprinşi cu forma de scriere a demonstraţiei, formă prin care să se pună 

în evidenţă etapele regulii de deducţie a inferenţei (modus ponens),   p p q q   . 

Un alt aspect, care trebuie luat în considerare pentru realizarea obiec-

tivelor propuse, folosind metoda demonstraţiei, este formularea teoremelor. La clasele 
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mici, pentru a distinge ipoteza de concluzie, formulările subliniază ipoteza începând cu 

cuvântul „dacă” şi concluzia începând cu cuvântul „atunci”. În clasele mai mari, 

adeseori teorema directă şi reciproca se înlocuiesc cu un singur enunţ, exprimat sub 

forma „condiţia necesară şi suficientă ca...” sau  „... dacă şi numai dacă...”. 

Atragem atenţia asupra importanţei ce o au exerciţiile de logică, la elevii 

mici, în etapa de pregătire a introducerii noţiunii de teoremă. Aceste exerciţii constau 

în exemple de propoziţii din viaţa de toate zilele, directe şi reciproce la care se 

analizează valoarea de adevăr. Un astfel de exemplu, este următorul: „Dacă un elev 

este bolnav, el lipseşte de la şcoală”, o propoziţie directă, pentru care reciproca se 

exprimă: „Dacă un elev lipseşte de la şcoală, el este bolnav”. 

b) DEMONSTRAŢIA PE CALEA ANALITICĂ ŞI SINTETICĂ 

Demonstraţia teoremelor poate urma calea analitică sau sintetică. 

— în calea analitică se porneşte de la ceea ce se cere spre ceea ce este dat. 

Întrebările ce se pun sunt de natura „ce trebuie să ştim pentru a arăta că...”. 

— în calea sintetică se porneşte de la ceea ce se dă prin ipoteză sau este cunoscut 

a fi adevărat, spre ceea ce se cere, întrebările fiind formulate „ce se poate 

determina ştiind că...”. 

Exemplu:  

Dacă x  şi y  sunt două numere pozitive, media lor aritmetică este cel puţin 

egală cu media geometrică (clasa a VIII-a).  

Pentru demonstraţie mai întâi transcriem în simboluri matematice 

enunţul scriind ipoteza şi concluzia, adică se dau x  şi y  două numere pozitive, ştiind 

că 
2

x y  este media lor aritmetică şi xy  media lor geometrică se cere să demonstrăm   

relaţia 
2

x y xy
 . 

Demonstraţia analitică se prezintă în următorii paşi: 

 
2

x y xy
 (?), 2x y xy   (?),  2 4x y xy   (?), 

2 2 2 4x y xy xy    (?), 2 22 0x xy y   ,  2 0x y   
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Adică inegalitatea dată o înlocuim cu o serie de inegalităţi mai simple, 

fiecare din ele fiind echivalentă cu precedenta şi următoarea. În acest şir de inegalităţi, 

ultima este o inegalitate adevărată, oricare ar fi x  şi y , numere. 

Demonstraţia sintetică se prezintă astfel: 

Dacă sunt date două numere x  şi y , pozitive, atunci oricare ar fi ele este 

adevărată inegalitatea  2 0x y  . Se Înlocuieşte această inegalitate cu inegalităţi 

echivalente: 

 2 0x y  , 2 22 0x xy y   , 2 22 4 4x xy y xy xy    , 

2 22 4x xy y xy   ,  2 4x y xy  , 2x y xy  ,  
2

x y xy
  

Deci, am pornit de la o propoziţie adevărată şi printr-un şir de inegalităţi 

echivalente am ajuns la inegalitatea de demonstrat. 

În demonstrarea diverselor propoziţii matematice se aplică o combinaţie 

de aceste două căi. 

c) METODA REDUCERII LA ABSURD 

O metodă specifică de demonstraţie matematică este „metoda reducerii 

la absurd” care constituie o problemă de logică importantă şi destul de dificilă pentru 

o parte considerabilă din elevi. Ea se foloseşte în matematică începând cu clasa a VI-

a. Din punct de vedere logic metoda reducerii la absurd constă în demonstrarea 

teoremei contrară reciprocei, care are aceeaşi valoare de adevăr cu teorema directă, 

pentru că, după cum am mai subliniat, ele sunt echivalente. 

Metoda reducerii la absurd are la bază principiul logicii al terţiului exclus şi 

constă în următorul raţionament: se presupune că ceea ce trebuie demonstrat nu este 

adevărat (se neagă concluzia) şi prin deducţii logice se ajunge la o contradicţie cu 

ipoteza sau cu un adevăr exprimat şi deja admis. Altfel spus, luăm ca punct de 

plecare, în demonstraţie, propoziţia ce se obţine prin negarea concluziei şi folosind 

propoziţii adevărate facem un şir de silogisme 

corecte, în urma cărora ajungem la o propoziţie 

falsă (falsitatea este incontestabilă). Raţionăm apoi 

astfel: dacă propoziţia obţinută prin negarea concluziei 

ar li fost adevărată, atunci în urma raţionamentelor 

A

B

C
D D

Fig. 1 
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logic corecte am fi putut ajunge numai la o concluzie adevărată; s-a ajuns la o 

concluzie falsă prin raţionamente corecte pentru că propoziţia obţinută prin negarea 

concluziei este falsă. 

Exemplu: 

Fie  triunghiul ABC şi D BC .   Dacă 
BD AB
DC AC

  atunci AD  este   

bisectoarea unghiului �BAC  (teorema reciprocă a bisectoarei, clasa a IX-a).  

Demonstraţie: 

Presupunem că AD  nu este bisectoarea unghiului �BAC  şi fie D BC , 

astfel încât AD  este bisectoarea unghiului �BAC  (fig. 1).  

Din teorema directă rezultă 
BD BD
DC D C





.  (V,2,1) 

Din ipoteză şi relaţia (V,2,1) rezultă că 
BD BD
DC D C





, adică punctul D  

împarte segmentul BC  în acelaşi raport ca punctul D , ceea ce reprezintă o 

contradicţie, deoarece  s-a demonstrat unicitatea punctului  ce aparţine unui segment 

şi care îl împarte într-un raport dat. Deci D D   şi AD  este bisectoarea unghiului 

�BAC . 

Facem observaţia, asupra finalului demonstraţiei de mai sus, că este 

obligatoriu a menţiona în ce constă contradicţia. Uneori elevul este tentat să se 

oprească la pasul „contradicţiei”, fără să explice în ce constă aceasta şi ce rezultă în 

urma demonstraţiei. 

d) METODA INDUCŢIEI COMPLETE 

O altă metodă de demonstraţie matematică este metoda inducţiei com-

plete sau a inducţiei matematice. 

La baza acestei metode stă principiul inducţiei matematice: „Dacă o 

propoziţie  p n  (care depinde de un număr natural n ) este adevărată pentru 0n   şi din 

faptul că este adevărată pentru n k  (unde k  este un număr natural oarecare), rezultă că 
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ea este adevărată şi pentru numărul natural 1n k  , propoziţia  p n  este adevărată 

pentru orice număr natural n ”. 

O demonstraţie care se bazează pe metoda inducţiei matematice este 

formată din două etape : 

— Se verifică mai întâi că  p m  este adevărată, m  număr natural. 

— Se presupune că  p k  este adevărată şi se demonstrează că 

 1p k   este adevărată, unde k m . 

 

Exemplu: 

„Fie 1 2,  ,  ... , ,  ...nx x x  un şir de numere reale. Să se arate că acest şir este 

o progresie aritmetică dacă şi numai dacă oricare ar fi n  număr natural, avem relaţia: 

1 2 2 3 1 1

1 1 1 1...
n n n

n
x x x x x x x x


         (V,2,2) 

Această propoziţie este un exemplu în care teorema directă şi reciproca 

sunt enunţate împreună. Acest enunţ mai poate fi exprimat şi folosind cuvintele 

„condiţia necesară şi suficientă ca şirul de numere...”. 

Demonstraţia constă în a arăta atât teorema directă (necesitatea) 

cât şi  reciproca (suficienţa). 

Necesitatea:    

Se  dă şirul 1 2,  ,  ... , ,  ...nx x x  . Se cere să arătăm că are loc egalitatea 

1 2 2 3 1 1

1 1 1 1...
n n n

n
x x x x x x x x


                 

Din ipoteză  rezultă  că  1 ,  1k kx x r k    , unde r  este raţia 

progresiei aritmetice şi de asemenea relaţiile : 

 1 1
1,  2, 1

2
n n

n k
x x x n x x k r 

      

Demonstrăm prin inducţie:  

— Etapa de verificare;       
1 2 2 3 1 3

1 1 23 :  .  ?p
x x x x x x

   
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Avem, 3 1 2

1 2 2 3 1 2 3 1 2 3 1 3

21 1 2x x x
x x x x x x x x x x x x


    , adică folosind ipoteza 

3 1 22x x x  , în etapa de verificare rezultă că  3p  este adevărată.  

— Etapa de demonstraţie:     

 
1 2 2 3 1 1

1 1 1 1:  ...
k k k

kp k
x x x x x x x x


     

Presupunem  p k  adevărată şi adăugind ipoteza că şirul 

1 2,  ,  ... , ,  ...nx x x  este progresie aritmetică, trebuie să arătăm că  1p k   

adevărată, adică: 

 
1 2 2 3 1 1 1

1 1 11 :  ...
k k k

kp k
x x x x x x x x 

      

Aplicând proprietatea A B A C B C      avem: 

1 2 2 3 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1...
k k k k k k k

k
x x x x x x x x x x x x  


       

Din ipoteză deducem că 1 1kx x kr   şi 1k kx x r      

Ţinând seama de relaţiile de mai sus, prin calcul avem:  

     

 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1 1

1 11 1 k k k k

k k k k k k k k k

k k k k

k k k k k

k x x k x x kr k x rk
x x x x x x x x x x x x x

k x x x kx k
x x x x x x x x

   

   

 

  

     
    

     

 

Deci  1p k   este adevărată. 

Rezultă  din  cele  două  etape   că  egalitatea  (V,2,2) are loc oricare ar 

fi n  număr natural. 

Suficienţa: 

Se dă relaţia (V,2,2) şi trebuie să arătăm că şirul 1 2,  ,  ... , ,  ...nx x x  este o 

progresie aritmetică. 

Procedăm prin inducţie: 

—  Etapa de verificare: 

Să arătăm că numerele 1 2 3,  ,  xx x  sunt în progresie aritmetică, adică 

ştiind că 1 3 22x x x   este adevărată propoziţia  

 
1 2 2 3 1 3

1 1 3 13 :  .p
x x x x x x


   
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Din ultima relaţie adevărată avem: 

3 1

1 2 3 1 3

2x x
x x x x x


  sau 3 1 2

1 2 3 1 2 3

2x x x
x x x x x x


  

Numitorii fiind egali, din egalitatea ultimă rezultă c.t.d. 

— Etapa de demonstraţie: 

Presupunem că: 

 
1 2 2 3 1 1

1 1 1 1:  ...
k k k

kp k
x x x x x x x x


     

adevărată 1 2,  ,  ... , kx x x  sunt k  numere în progresie aritmetică, adică  1 1kx x k r     

(V,2,3) unde 2 1 1... k kr x x x x      . 

Ştiind că  
1 2 2 3 1 1 1

1 1 11 :  ...
k k k

kp k
x x x x x x x x 

      

adevărată, trebuie să demonstrăm că numerele 1 2 k+1,  ,  ... , ,  xkx x x  sunt în progresie aritme-

tică, de raţie r . 

Are loc:  

1 1 1 1

1 1

k k k k

k k
x x x x x x 


   

Deducem de aici relaţia 

  1 11 k kk x x kx                  (V,2,4) 

Înlocuind pe 1x  dat de relaţia (V,2,3), în egalitatea (V,2,4), obţinem 

   1 21 1k kk x x k r kx      sau      11 1 1k kk x k x k r     , deci 1k kx x r   , ceea ce 

exprimă că numerele 1 2 k+1,  ,  ... , ,  xkx x x  sunt în progresie aritmetică. 

Din demonstraţia prin cele două etape rezultă deci că oricare ar fi n , în 

condiţiile date şirul 1 2,  ,  ... , ,  ...nx x x  este o progresie aritmetică. 

Metoda demonstraţiei prin inducţie completă se aplică tuturor propo-

ziţiilor matematice care depind de un număr natural. Cu această metodă dezvoltăm la 

elevi aptitudini necesare abordării inductive şi deductive. Elevii îşi însuşesc cu 

ocazia studierii acestei metode fapte matematice deosebite, învaţă că judecăţile sunt 

generale şi particulare (De exemplu, propoziţia „Toate numerele ce se termină cu 
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zero sunt divizibile cu 5” este o judecată generală, dar propoziţia „Numărul 20 se 

divide cu 5” este o judecată particulară). 

Trecerea de la judecăţile particulare Ia cele generale se numeşte inducţie, 

iar trecerea de la judecăţile generale la cele particulare se numeşte deducţie. 

Matematica foloseşte atât raţionamentul inductiv cit şi pe cel deductiv. În 

liceu, când se studiază metoda inducţiei se dau exemple de inducţie incompletă şi apoi 

se arată importanţa metodei de raţionament numită inducţie matematică (sau inducţie 

completă). 

Demonstraţia matematică, după cum am văzut şi în exemplele conside-

rate, este o metodă care implică utilizarea mai multor procedee, tehnici de învăţare şi 

ea domină întreaga activitate matematică. 
 

5.3.  EXPUNEREA SISTEMATICĂ A CUNOŞTINŢELOR 

În predarea matematicii, dintre cele trei forme pe care această metodă 

le poate lua (povestirea, prelegerea şi explicaţia), se utilizează cu precădere explicaţia. 

Elemente explicative domină întregul proces de instrucţie matematică. 

Utilizând această metodă profesorul expune logic şi argumentat modul Iui de gândire, 

iar elevii îl urmăresc căutând să-l înţeleagă. Dezavantajul metodei este atitudinea pasivă 

a elevilor. Din această cauză profesorul trebuie să-i stimuleze şi să-i determine să 

gândească odată cu el. Pentru a mări eficienţa explicaţiei se impune ca profesorul să 

regândească lecţia prin prisma cunoştinţelor elevilor şi cu mijloacele lor de gândire. 

Modul de expunere să fie clar şi cu anumite pauze. 

Accentul trebuie pus însă pe modul de gândire, cu argumentări 

temeinice scoţându- le în evidenţă şi cum nu este bine să gândească. Dacă există 

mai multe moduri de a introduce o noţiune (lege) este bine să se indice aceste căi 

şi să se compare, scoţându-se în evidenţă calea cea mai raţională. 

Cu toate acestea, transmiterea cunoştinţelor prin explicaţie se face rar 

în condiţii perfect univoce. Elevul primeşte ceea ce i se comunică în funcţie de propria-i 

ştiinţă, de propriile presupuneri, de înţelegerea codului de comunicaţie, fără să mai 

vorbim de oscilaţiile de atenţie. De aceea, este necesar pe cât posibil, ca profesorul 

să controleze dacă este urmărit de elevi. Mimica elevilor este edificatoare în special la 

elevii mici, pe faţa cărora se oglindeşte imediat satisfacţia de a fi putut urmări 

predarea, sau îngrijorarea în cazul când au pierdut firul explicaţiei. întrebări, repetiţii, 

explicaţii suplimentare, permit şi ele acest control. În general în matematică recurgem 
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la explicaţie atunci când tema este complet nouă şi printr-o altă metodă mai activă 

nu se poate descoperi acest nou. Suntem nevoiţi să recurgem la explicaţie pentru: 

— înţelegerea anumitor noţiuni matematice; 

— înţelegerea unor raţionamente matematice ce conduc Ia demonstrarea 

unor legi, relaţii. Metodici mai vechi menţionează că explicaţia se poate 

folosi şi pentru raţionamentele ce conduc la rezolvarea unor 

probleme sau pentru explicarea proprietăţilor unor figuri  geometrice.  

Credem  că pentru realizarea  acestor deziderate este mai indicată 

folosirea unor metode mai active, ca, problematizarea, diversele forme 

de muncă independentă etc. 

Dăm spre exemplificare câteva situaţi în care se foloseşte  explicaţia, 

 i) explicaţia cu scopul de a înţelege anumite noţiuni date prin definiţie. 

De exemplu la geometrie, cl. a IX-a, noţiunea de mulţime convexă. Se 

numeşte mulţime convexă o mulţime M  de puncte, care are următoarea proprietate: dacă 

P  şi Q  sunt două puncte distincte oarecare ale mulţimii M  atunci M  conţine toate 

punctele segmentului PQ   (fig.2). 

 

 

,P Q M PQ M    

 

 

 

Analiza acestor noţiuni, pe mai 

multe exemple şi contraexemple vin să 

uşureze explicaţia. În cazul de faţă se 

analizează şi se stabileşte dacă următoarele 

mulţimi sunt sau nu convexe: mulţimea vidă, 

mulţimea formată din două puncte sau 

mulţimea din figura 3. 

În clasele gimnaziale momentele de explicaţie se întâlnesc pentru intro-

ducerea noţiunii de putere, numere raţionale, ecuaţii etc. În clasele de liceu aceste 

momente sunt mai numeroase. Se foloseşte explicaţia pentru introducerea noţiunilor: 

 P
Q

Fig. 2 

P
Q

Fig. 3 
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structuri algebrice, determinanţi, logaritmi, derivate, primele noţiuni de calculul 

probabilităţilor etc. 

ii) explicaţia cu scopul de a înţelege raţionamente cum este în cazul noţiunii de 

produs a două matrice, clasa a XI-a. 

Celelalte două forme de expunere sunt foarte puţin folosite la matematică. 

Astfel pentru trezirea interesului se introduc printr-un fel de povestire 

anumite elemente de istorie matematică, rezolvări de probleme celebre sau elemente de 

biografie ale unor matematicieni, care s-au ocupat de problema respectivă. De exemplu, 

în clasa a V-a, la capitolul numeraţie se vorbeşte despre formarea noţiunii de număr; 

la sistemul metric se amintesc vechile unităţi de măsură; cu ocazia teoremei lui 

Pitagora se dau alte demonstraţii ale teoremei la chinezi, egipteni etc. Când o 

anumită teoremă este legată de numele unui matematician celebru este bine să fie 

însoţită de câteva elemente din biografia acestuia. 

Elemente de istoria matematicii mai pot interveni şi pentru mărirea moti-

vaţiei învăţării anumitor capitole, prin expunerea unor întâmplări amuzante care au dus 

la descoperirea lor. De exemplu, cum a găsit suma progresiei aritmetice, micul Gauss. 

În clasele mai mari expunerea îmbracă o formă mai riguros ştiinţifică, 

ea poate fi considerată ca o prelegere. 

Pentru faptul că duce la pasivitate nu se recomandă prea mult utilizarea 

acesteia. Ea se alternează cu conversaţia ca în acest fel elevii să fie deprinşi treptat cu 

efortul de a urmări un timp mai îndelungat cuvântul profesorului. 

Prelegerea se foloseşte rar şi numai la clasele mari. Se utilizează 

atunci când tema respectivă cere o expunere continuă, iar fragmentarea ei pe 

mai multe ore ar prejudicia înţelegerea. Exemplu, structuri algebrice, binomul 

lui Newton etc. 

Indiferent de forma expunerii folosite ea nu se aplică de-a lungul 

unei ore întregi, ci se îmbină cu celelalte metode de predare. 

 

5.4.  METODA CONVERSAŢIEI 
 

Metoda conversaţiei constă în dialogul dintre profesor şi elev, în care 

profesorul nu trebuie să apară în rolul examinatorului permanent, ci în rolul 

unui partener, care nu numai întreabă dar şi răspunde la întrebările elevilor. 

Cu metoda conversaţiei se stimulează gândirea elevilor în vederea însuşirii de 
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noi cunoştinţe sau fixarea, sistematizarea cunoştinţelor şi deprinderilor 

asimilate anterior. 

Alături de demonstraţia matematică şi metoda exerciţiului, 

conversaţia se foloseşte mult la matematică. Ea determină o participare activă 

din partea elevilor pentru că profesorul adresează întrebări clasei în orice 

moment al lecţiei. De asemenea elevul poate adresa întrebări profesorului în 

legătură cu subiectul predat. Este recomandabil a deprinde elevii să adreseze 

întrebări profesorului când nu înţeleg ceva, aceasta bineînţeles cu condiţia 

să nu se perturbe procesul de învăţare pentru ceilalţi elevi (întrebările să f ie  

concrete şi la subiect). Prin utilizarea corectă a acestei metode se obţine un 

ritm de muncă în care sunt atraşi şi elevii neatenţi sau mai puţin disciplinaţi. 

Metoda conversaţiei ajută la formarea raţionamentului 

matematic la elevi, la realizarea obiectivelor formative ale învăţării 

matematicii. Există mai multe criterii ce pot să stea la baza clasificării formelor 

de conversaţie. 

Astfel, după numărul de persoane cărora li se adresează întrebarea, 

conversaţia  este: 

— individuală, când se poartă între profesor şi un singur elev; 

— conversaţia frontală, când întrebările se adresează întregii 

clase, iar răspunsurile vin de la diferiţi elevi. 

După obiectivele urmărite în diversele variante de lecţii, 

conversaţia este : 

— introductivă, folosită în momentele captării atenţiei şi 

reactualizării cunoştinţelor însuşite anterior, conversaţie cu 

care se trezeşte interesul pentru lecţie; 

— conversaţia în cadrul prezentării materialului nou; 

— conversaţia pentru fixarea noilor cunoştinţe, când se 

asigură reţinerea materialului predat, şi care se discută 

acum sub o altă formulare dacă este posibil; 

— conversaţia pentru recapitulare, care la matematică se 

desfăşoară  în special pe marginea rezolvării anumitor 

exerciţii, probleme cu caracter mai general; 

— conversaţia în procesul de evaluare a cunoştinţelor etc. 

De asemenea conversaţia este clasificată ca: 
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— euristică (iniţiată de Socrate), care constă în dialogul  în care întrebările  se  

adresează judecăţii, raţionamentului; 

— catihetică, în care întrebările se adresează memoriei, care cer răspunsuri de 

reproducere din memorie a unor definiţii, formule, reguli. 

Indiferent de forma conversaţiei purtate, întrebările trebuie să îndepli-

nească anumite condiţii din care subliniem  următoarele : 

— Să fie precise, să nu fie vagi, să vizeze un singur răspuns. Exemplu de întrebări 

vagi : „Ce putem spune despre patrulatere?”, „Ce putem spune 

despre  definiţia  derivatei  unei funcţii ?”. 

— Să nu conţină răspunsul, să nu ceară un răspuns prin „da” sau „nu”. De  

exemplu   nu  se  pune   întrebarea: „ 0 2sin 45
2

  ?”. 

— Să contribuie la dezvoltarea gândirii, adică să fie instructive. 

Se utilizează cu mai multă eficienţă conversaţia frontală, în care între-

bările sunt adresate întregii clase, apoi se numeşte elevul căruia trebuie să i  se 

acorde un timp de gândire. 

Răspunsurile acceptate trebuie să fie corecte, exprimate în termeni 

precişi şi complete, să oglindească înţelegerea. Dăm exemplu de conversaţie frontală, 

din momentul reactualizării cunoştinţelor necesare introducerii noţiunii  de transformare 

geometrică,  la  clasa  a Xl -a: 

Transformarea geometrică este o funcţie specială care se va defini în lecţie 

şi se reactualizează noţiunile învăţate despre funcţia bijectivă. 

Profesorul: Când o funcţie se numeşte injectivă? 

Elevul A: O funcţie : ,  ,f E F E F   se numeşte injectivă dacă 

1 2 1 2, ,  x x E x x   , rezultă    1 2f x f x . 

Profesorul: Enunţaţi o altă definiţie echivalentă a funcţiei injective. 

Elevul B: O funcţie : ,  ,f E F E F   se numeşte injectivă  dacă 

   1 2 1 2, ,  fx x E x f x    implică 1 2x x . 

Profesorul: Care este definiţia funcţiei surjective? 

Elevul C: O funcţie : ,  ,f E F E F  , se numeşte surjectivă dacă ,  y F x E     

astfel încât  y f x . 

Când răspunsurile sunt greşite, trebuie să fie imediat corectate, prin discuţii 

mai ample, din care profesorul deduce şi cauza greşelii. 
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Conversaţia va fi astfel dirijată de către profesor, încât să se contureze 

bine o idee înainte de a trece la altele, realizându-se în acelaşi timp unitatea lecţiei. 

O importanţă deosebită a metodei conversaţiei este aceea că ea ajută 

la dezvoltarea limbajului matematic. 

Dacă limbajul matematic este un instrument indispensabil şi preţios 

pentru adult, el capătă o importanţă şi mai mare pentru dezvoltarea raţionamentului 

matematic al copilului. 

Dificultăţile pe care copilul le întâmpină în această privinţă se reper-

cutează atât asupra inteligenţei cât şi pe plan afectiv. 

Analiza amănunţită făcută acestor dificultăţi au scos în evidenţă nece-

sitatea examinării lor pe mai multe planuri şi anume : 

— limbaj scris sau oral ; 

— reprezentări schematice ; 

— utilizarea simbolismului matematic. 

Limbajul scris şi oral. Profesorul de matematică trebuie să fie conştient 

de dificultăţile de limbaj pe care le au elevii la diversele vârste şcolare şi să vegheze la 

înţelegerea cuvintelor şi a expresiilor întâlnite. Foarte adesea dificultatea unei 

probleme este dată şi de limbajul „tehnocratic” prin care este enunţată. 

Mialaret consideră cuvintele limbajului matematic ca aparţinând Ia trei 

categorii : 

— cuvinte din limbajul obişnuit care au aceleaşi  înţelesuri şi în 

matematică; 

— cuvinte al căror înţeles diferă în oarecare măsură faţă de cel din 

limbajul normal; 

— cuvinte proprii matematicii. 

Dacă prima categorie de cuvinte nu ridică nici o problemă, trebuie acor-

dată o atenţie deosebită celorlalte categorii. 

Se întâlnesc în matematică cuvinte al căror înţeles diferă de cel pe care 

îl au în limbajul cotidian. La aceste cuvinte este necesar să se scoată în evidenţă 

înţelesul matematic în paralel cu cel din limbajul curent. De exemplu, noţiunea de 

„înălţime” cunoscută de elev ca înălţimea unui copac, a unei case, înseamnă în 

matematică un segment care de multe ori este orientat altfel decât vertical. Tot aici 

se includ şi cuvintele care trebuie să reprezinte o operaţie matematică, de exemplu, 

„cu a  mai mare” sau „de a  ori mai mare”. 
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Se remarcă şi anumite contradicţii ale înţelesurilor pe care unele cuvinte 

le au în matematică şi limba maternă, de exemplu, „sau” în limba uzuală este 

exclusiv pe când în cel matematic nu. 

O importanţă deosebită să se acorde cuvintelor proprii matematicii, ce 

trebuie introduse în mod analog cu cele ale unei limbi străine. Pentru învăţarea lor, 

Mialaret propune mai multe etape: 

— Prezentarea cuvântului şi a proprietăţilor corespunzătoare. 

— Exerciţii care permit trecerea de la cuvânt la figură (proprietate) şi 

invers. 

— Exerciţii care vizează utilizarea cuvântului într-un context. 

— Fixarea lui prin aplicaţii frecvente. 

Dificultăţile întâmpinate se datorează faptului că aceste cuvinte noi sunt 

introduse deodată cu anumite noţiuni matematice, deci îmbogăţirea limbajului 

matematic se face deodată cu dezvoltarea şi elaborarea gândirii matematice. 

Pentru uşurarea înţelegerii, este bine ca acolo unde se poate, semnificaţia 

cuvântului să fie apropiată de expresii uzuale înrudite, exemplu, comutativitate cu 

mutaţii, permutare. în cursul învăţării unui cuvânt se întâmplă deformări ale 

cuvântului ce trebuie cu grijă şi răbdare corectate şi exersate. 

Experienţele au demonstrat că este mai uşor să se recunoască (înţelegere 

pasivă) un cuvânt decât să se înveţe utilizarea lui (înţelegere activă). 

În timpul învăţării acestor cuvinte se pot întâmplă confuzii între : 

— realităţi vecine,  exemplu,  înălţime,  mediană,  mediatoare; 

— denumiri  asemănătoare, exemplu, mediană,  mediatoare. 

În aceste cazuri profesorului îi revine sarcina de a-l face pe elev să dis-

tingă diferenţele, atrăgând atenţia asupra noţiunii pe care o definesc. 

Stăpânirea limbajului se repercutează mai pregnant în rezolvarea proble-

melor, în acest sens neînţelegerea textului problemei face imposibilă nu numai 

rezolvarea dar şi orice iniţiativă şi încercare de rezolvare. În afară de aceasta, 

traducerea corectă a limbajului curent în expresii algebrice şi invers, exprimarea în 

cuvinte a semnificaţiei unei expresii matematice este o condiţie sine-qua-non a  unei 

rezolvări corecte. 

Utilizarea schemelor se face devreme şi vine să uşureze demersul mate-

matic în însuşirea unor noţiuni şi în rezolvarea problemelor. Schemele sunt utile atunci 

când sunt înţelese şi se poate face cu uşurinţă traducerea semnificaţiei lor în limbaj 
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uzual. Natural că pentru a fi utile li se impun anumite condiţii, condiţii asupra cărora 

vom insista la demonstrarea materialului didactic. 

În fine, utilizarea simbolurilor se consideră a fi a treia latură a dezvoltării 

limbajului (limbajului scris). Specialiştii care s-au ocupat de problema limbajului, acordă 

o importanţă deosebită folosirii unui sistem de simboluri matematice de la vârstă 

şcolară mică. Tot ei constată că aceste simboluri sunt bine asimilate şi că utilizarea lor 

se face cu uşurinţă. Astfel simbolurile teoriei mulţimilor ,  ,  , ,       se introduc 

deodată cu primele noţiuni  despre mulţimi şi nu trebuie să facă obiectul unor 

şedinţe aparte. 

Tot aşa simbolurile ,  , ,    � precum şi cuantificatorii, se însuşesc 

odată cu noţiunile respective. Natural că se impune exersarea lor, analog cum  s-a  

procedat  cu   învăţarea   cuvintelor. 

Importanţa limbajului matematic la elevi se reliefează nu numai pe plan 

matematic, ci şi pe plan afectiv motivaţional, căci nestăpânirea acestui limbaj 

provoacă la adolescenţi o inhibiţie. Utilizarea greşită a unor denumiri matematice îl face 

pe elev să se simtă ridicol şi măreşte tracul. Aceasta duce la un  „mutism”  şi la  

amplificarea timidităţii  adolescentine. 

Nici o clipă să nu se piardă din vedere că odată cu formarea noţiunilor 

matematice se formează şi limbajul adecvat. Prin faptul că profesorul îi învaţă pe 

elevi cuvinte matematice, le arată importanţa lor, scoate în evidenţă exprimarea cea 

mai clară şi corectă, nu face altceva decât să-i înveţe spiritul matematic, dar în 

acelaşi timp contribuie la formarea lor intelectuală. 

 

5.5.  PROBLEMATIZAREA ŞI ÎNVĂŢAREA PRIN DESCOPERIRE LA 
MATEMATICĂ 

 

Predarea şi învăţarea prin problematizare şi descoperire presupun utili-

zarea unor astfel de tehnici care să producă în mintea elevului conştientizarea 

conflictului dintre informaţia existentă şi o nouă informaţie, între diferite niveluri de 

cunoaştere şi lichidarea acestui conflict să ducă la descoperirea  a  noi  proprietăţi  ale  

obiectului  studiat. 

Aceste stări conflictuale se numesc în pedagogie situaţii-problemă şi pot 

fi  de mai multe tipuri : 

— contradicţii între posibilităţile existente ale elevului şi cerinţele în care e pus de noua 

problemă; 
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— necesitatea selectării din cunoştinţele sale anterioare pe acelea cu valoare 

operaţională; 

— integrarea noţiunilor selectate într-un sistem şi conştientizarea că acest sistem este 

ineficient operaţional şi pretinde completarea informaţiei. 

Problematizarea are o sferă de existenţă comună cu conversaţia euristică, 

întrebările frontale sau individuale utilizate în etapa de pregătire a introducerii unei 

noţiuni sau chiar în etapa prezentării materialului nou, întrebări care se adresează 

gândirii sau raţionamentului, determină situaţii conflictuale. 

Organizarea acelor situaţii-problemă trebuie să fie astfel încât întrebările 

să apară în mintea elevului fără ca acestea să fie formulate de profesor. 

Dintre ideile care se vehiculează azi în ceea ce priveşte predarea si învă-

ţarea prin problematizare la matematică, reţinem pe cele ale pedagogului-matematician 

G. Polya. El consideră că scopul predării matematicii este de a face pe tineri să 

gândească şi mijlocul îl reprezintă rezolvarea de către elevi a problemelor care cer un 

anumit grad de creaţie, de nerutinare. Relativ la condiţiile pedagogice pe care 

trebuie să le îndeplinească problema se subliniază : 

— să aibă sens şi să fie adresată în cel mai oportun moment din punctul 

de vedere al elevului; 

— să ţină seama de cunoştinţele însuşite anterior de elev, să trezească 

interesul, să fie clar enunţată, să solicite efort  din partea elevului. 

Problematizarea privită prin rezolvări de probleme o găsim şi în con-

cepţia lui R. Gagne.  

Acesta arată că rezolvarea de probleme poate fi privită ca un proces prin 

care elevul descoperă că o combinaţie de reguli învăţate anterior, o poate aplica 

pentru a ajunge la o soluţie referitoare la o nouă situaţie problematică.  

În concepţia lui R. Gagne, evenimentele implicate în rezolvarea de 

probleme sunt: 

— prezentarea problemei (verbal, scris, printr-un enunţ cursiv sau tabel, 

grafic ş.a.); 

— elevul defineşte problema, adică distinge caracteristicile esenţiale ale 

situaţiei, îşi însuşeşte enunţul, găseşte legătura între date; 

— elevul îşi formulează ipoteze care pot fi aplicate în vederea unei so-

luţii; 
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— realizează verificarea ipotezelor sau a câtorva ipoteze succesive, 

până 

găseşte  una  care să-l  ducă la soluţia  căutată. 

Expresia „rezolvare de probleme” este folosită peste tot unde este vorba 

de găsire de soluţii la probleme noi şi nu la acelea în care se substituie valori numerice în 

diferite expresii matematice sau acele probleme de calcul date pentru formarea 

deprinderilor de calcul. 

Exemplu: 

 Într-o urnă se află bile de 3 culori; 4 galbene, 5 roşii şi 3 albastre. Care 

este cel mai mic număr de bile ce trebuie extrase pentru a fi siguri că am extras cel 

puţin 3 bile de aceeaşi culoare? (Clasa a Vl-a). 

Pentru rezolvare elevul trebuie să înţeleagă că problema cere să 

extragem o singură dată un număr de bile, astfel încât să fie cel puţin 3 de aceeaşi 

culoare, dar prin raţionament se vor face evident mai multe ipoteze de extragere. 

Enunţul conţine expresiile „cel mai mic număr de bile”, „cel puţin 3 bile”, care fac ca 

reprezentarea problemei să fie complexă şi explicită. Enunţul nu dă indicaţii asupra 

mersului raţionamentului în rezolvare şi elevul îşi formulează ipoteze; dacă se extrag 3 

bile pot să fie toate de aceeaşi culoare (caz fericit), 2 de o culoare şi una de alta, 

toate 3 de culori diferite. Deci aplicarea acestei ipoteze nu duce ia siguranţa cerută. 

Cea mai nesigură este ipoteza extragerii a 3 bile de culori diferite, care conduce la o 

nouă ipoteză, a extragerii a 6 bile. Cazul cel mai nefavorabil la verificarea acestei ultime 

ipoteze este când 2 bile sunt galbene, 2 roşii şi 2 albastre. Se formulează acum ipoteza 

care se verifică, adică, ipoteza extragerii a 7 bile, care duce la siguranţa cerută, 

deoarece a şaptea bilă poate fi de oricare din cele 3 culori. 

În problema de mai sus s-a realizat verificarea a 3 ipoteze succesive, 

ultima a dus pe elev la soluţia căutată.  

Când un elev întâlneşte această problemă, prima oară nu se bazează 

pe o experienţă la care să recurgă, dar el îşi reactualizează ce înseamnă „cel mai 

mic număr posibil”, „cel puţin”. 

A doua problemă de acest tip nu mai constituie „o problemă” în sensul 

amintit, elevul actualizează modul de abordare de la problema întâi şi chiar dacă apar 

alte date sau cerinţe, raţionamentul se efectuează analog. 

Exemplu: 
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Într-o urnă se află 4 bile galbene 5 roşii, 3 albastre. Care este cel mai mic 

număr de bile ce trebuie extrase pentru a fi siguri că am extras cel puţin o bilă de culoare roşie 

1?  (Răspuns: 8 bile). 

Formularea de probleme de acest tip, de către elevii înşişi, constituie 

forme ale creativităţii şi presupun că elevul şi-a format nişte deprinderi intelectuale cu 

eficacitate din punctul de vedere al generalizării şi aplicabilităţii. 

După natura problemelor, în matematică se pot crea diferite situaţii 

problemă : 

— Probleme din viaţa cotidiană, enunţul fiind dat prin grafice, tabele etc. 

Exemplu: 

Să se stabilească o formulă pentru funcţia definită pe  ,O  , cu valori 

reale, dacă graficul ei este dat, figura 4 (cl. a VIII-a, a IX-a). 

Răspuns: 

Se cere deci să se determine 

legea de corespondenţă dacă este 

cunoscută mulţimea: 

     , 0,fG x f x x   , dată grafic. Din  

analiza desenului se găseşte: 

     
 
 

1 dacă 0,1
: 0, 1, ,  

 dacă 1,

x
f f x

x x

     
 

 

 

— Probleme care se pun în legătură cu efectuarea de către elevi a 

anumitor desene, machete. (De exemplu, macheta pentru 

teorema celor 3 perpendiculare,  clasa a VlII-a, a X-a.) 

— Probleme în care se folosesc cunoştinţele algoritmice şi se deduc 

proprietăţi noi (de exemplu, algoritmul lui Euclid pentru determinarea 

c.m.m.d.c. a 2 polinoame, clasa a X-a). 

1 2 3 xO

1

2

3

 

y

Fig. 4 
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— Probleme de perspicacitate, care aşa cum arăta E. Rusu nici ele 

nu merg în gol, este necesar un bagaj  de cunoştinţe şi rezolvarea  

depinde de modul cum se aleg cunoştinţele. 

Exemplu:  

 „cine este mai mare, x  sau 2x , x ? (clasa a VI-a, a VlII-a). 

Pentru rezolvare este necesar să ştim ce valori reale i se pot atribui lui x ; 

astfel pentru    ,0 1,x     este adevărată relaţia 2x x , pentru  0,1x este 

adevărată relaţia 2x x  şi pentru  0,1x  avem relaţia 2x x . 

Prin aplicarea în predare a problematizării, rezultatul final este totdeauna 

descoperirea soluţiei problemei puse. 

Descoperirea deci, în matematică, o vedem ca o întregire a problema-

tizării. 

Vorbim despre descoperire dacă elevul găseşte el însuşi, printr-un efort 

personal de analiză, inducţie, generalizare o teoremă, o demonstraţie, un procedeu 

de  calcul etc. 

Se pot pune în evidenţă trei modalităţi de învăţare prin descoperire: 

inductivă, deductivă şi prin analogie, clasificarea având la bază tipurile de raţionamente 

folosite. 

Exemplul 1 (descoperire inductivă). La clasa a VIl-a, pentru obţinerea 

formulelor de calcul prescurtat se porneşte de la exemple concrete de înmulţire, 

cerându-se elevilor ca la înmulţirea a două binoame cu aceiaşi termeni să compare 

termenii din paranteze cu termenii produsului (rezultatului).  

După două, trei exemple se formulează regula şi se aplică apoi regula la alte 

exemple. 

Exemplul 2 (descoperire deductivă). La clasa a Xl-a, pornind de la defi-

niţia derivatei unei funcţii se descoperă regulile de derivare ale funcţiilor elementare 

(funcţia constantă, putere, logaritmică, funcţiile trigonometrice). 

Exemplul 3 (descoperire prin analogie). La clasa a VlII-a, se descoperă 

regulile de calcul pentru operaţii cu fracţii algebrice cunoscând regulile de calcul 

pentru fracţiile aritmetice. 
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Problematizarea şi descoperirea fac parte din metodele aşa-zise for-

mativ-participative. Ele solicită elevul să gândească, îi pune la încercare voinţa, îi 

dezvoltă imaginaţia şi-i îmbogăţeşte experienţa de rezolvare de diverse probleme. 

În lecţiile în care se aplică aceste metode profesorul alege problemele, 

le formulează, dirijează învăţarea, controlează şi apreciază munca depusă de elev 

în toate etapele activităţii. 

 

 

5.6. MODELAREA 
 
5.6.1. MODELAREA MATEMATICĂ, METODA 

Modelarea ca metodă pedagogică este definită ca un mod de lucru prin 

care gândirea elevului este condusă la descoperirea adevărului cu ajutorul modelului, 

graţie raţionamentului prin analogie. Tot mai mulţi specialişti pedagogi şi 

matematicieni acordă o atenţie specială acestei metode. 

În acest sens se constată existenţa a două categorii de modelare: similară şi 

analogică. 

Modelarea similară constă în realizarea unui sistem de aceeaşi natură 

cu originalul, care să permită evidenţierea trăsăturilor esenţiale ale originalului. Acest 

gen de modelare se pretează la biologie, în diverse ramuri ale tehnicii,  dar ea se 

aplică în mică măsură şi matematicii. 

Dăm spre ilustrare următoarele 

exemple : 

Pentru calcularea înălţimii unui 

turn se face schiţa model alăturată (fig. 5). 

Aceasta permite calcularea înălţimii cu 

ajutorul funcţiilor trigonometrice. Rezultatul 

obţinut, adică înălţimea calculată, se 

transferă asupra originalului. 

Acelaşi demers este oferit şi 

de problema: 

Determinarea înălţimii unui copac, despărţit de observator printr-un obstacol, 

folosind legile reflexiei într-o oglindă plană (fig. 6). 



Fig. 5 
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Modelarea analogică nu presupune 

o asemănare perfectă cu originalul ci numai o 

analogie. Ea constă în construirea unui sistem 

iS  a cărui descriere matematică este aceeaşi cu 

sistemul original S , deşi de natură diferită. Prin 

investigaţiile efectuate asupra lui iS  se găsesc 

soluţii ce se pot aplica lui S . 

Momentele  cunoaşterii   în  procesul  modelării   sunt: 

— Trecerea de la original la model; 

— Transformarea  modelului  sau  experimentarea  pe  model; 

— Transferul pe original a rezultatelor obţinute pe model; 

— Verificarea experimentală a existenţei (la original) a proprietăţilor obţinute pe 

model. 

Să urmărim aceste etape pe un exemplu. 

Operaţiile cu fracţii algebrice se studiază pe baza modelului servit de 

fracţiile ordinare. Modelul „fracţii ordinare” are aceleaşi trăsături esenţiale ca şi 

originalul, reprezintă aceeaşi operaţie şi au aceleaşi proprietăţi. Deci pentru deducerea 

adunării fracţiilor algebrice avem: 

— Alegerea modelului (fracţii ordinare). 

— Algoritmul de adunare a fracţiilor ordinare. 

— Transferarea asupra fracţiilor algebrice. Algoritmul de adunare a fracţiilor 

algebrice. 

— Adunarea fracţiilor algebrice. 

Trecerea de la original la model se face prin simplificare. Se impune însă 

o atenţie deosebită ca această simplificare să nu fie exagerată şi prin ea să nu 

omitem unele trăsături esenţiale. Totodată să nu se scape din vedere că valoarea 

modelului va fi judecată prin prisma eficacităţii lui, adică a posibilităţilor pe care el le 

oferă pentru atingerea scopului. Informaţiile noi obţinute pe baza modelului să fie 

transferate cu grijă asupra originalului având în vedere diferenţa specifică între 

model şi original. 

A

B

O

M
C

D

Fig. 6 
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Modelul este purtătorul unei semnificaţii, informaţii, care poate fi exprimată 

printr-un suport material sau ideal. De exemplu teorema lui Pitagora poate fi modelată 

ideal sub forma 2 2 2a b c   şi prin suma ariilor pătratelor construite pe laturi. 

 
5.6.2. CLASIFICAREA MODELELOR 

Există o multitudine de clasificări ale modelelor. Ne vom opri asupra 

acelora care clasifică modelele după natura suportului sub care se vehiculează 

informaţia. 

În acest sens distingem : 

a). Modele materiale care au suport material şi care se folosesc foarte puţin în 

învăţarea matematicii, numai sub formă de machete. 

b). Modele ideale, care după suportul prin care sunt exprimate apar ca: 

— modele ideale de ordinul I, care au suportul construit din imagini ce reprezintă 

o oarecare asemănare cu originalul; de exemplu, schiţa reprezentativă a unei 

probleme sau teoreme ; 

— modele ideale de ordinul II, exprimate prin sisteme de semne în care 

asemănarea cu originalul este reprezentată prin simboluri. Din această cate-

gorie fac parte următoarele modele: 

i) modele grafice, de exemplu, curba reprezentativă a variaţiei unei funcţii 

trigonometrice sau a unui loc geometric etc.; 

ii) modele logice, care sunt scheme de raţionament, sau prescripţii algoritmice; 

iii) modele matematice, exprimate în general sub formă de formule. 

De exemplu, pentru deducerea ecuaţiei dreptei ce trece prin două puncte 

(fig. 7), modelul matematic este dat de scrierea relaţiei că  2 2,B x y d  de ecuaţie 

 1 1y y m x x   . Transformările, acestui model permit aflarea ecuaţiei sub forma tot a 

unui model matematic: 

1 1

2 1 2 1

x x y y
x x y y
 


 

  şi 1 1

2 2

1
1 0
1

x y
x y
x y

  

Această ultimă formă este pur simbolică. 
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De multe ori se folosesc mai multe feluri de modele, de exemplu, pentru 

deducerea ecuaţiei elipsei. 

 

— model ideal de ordinul I (fig. 8) şi transformarea Iui în modelul matematic: 

2 2

2 2 1x y
a b

   

— model ideal de ordinul II (fig. 9), model grafic. 

 
 

5.6.3. VALOAREA ŞI APLICABILITATEA METODEI LA MATEMATICĂ 

În învăţarea matematicii se acordă modelării mari valenţe 

educative. Se conferă modelului o valoare euristică, pentru că prin utilizarea 

l u i  se dezvoltă spiritul de observaţie, capacitatea de analiză, sinteză, se 

dezvoltă creativitatea şi flexibilitatea raţionamentului, trăsături indispensabile 

celui ce studiază matematica. 

În aplicarea modelării în învăţarea matematicii trebuie să se a ibă 

în vedere două etape ale aplicării ei. Într-o primă etapă, învăţarea se va 

face pe baza modelelor construite de profesori. În această etapă se vor analiza 

trăsăturile modelului şi compararea cu originalul. Pentru a reliefa condiţiile ce 

trebuie să le îndeplinească modelul se vor da şi contraexemple sau exemple de 

modele cu eficacitate scăzută. În a doua etapă elevii vor ii deprinşi să-şi 

construiască singuri modelul. 

A. Revuz scoate în evidenţă importanţa de a determina elevul să 

descopere singur modelul. Procedând în acest fel se îndeplinesc două sarcini 

importante în predarea matematicii : 

— obişnuirea elevului de a matematiza anumite situaţii; 

y

x

 d
 1 1,A x y

 2 2,B x y

O

y

xO , 0F c   , 0F c

 ,M x y

y

xOF  F

M

Fig. 7 Fig. 8 Fig. 9 
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— matematica nu mai pare o ştiinţă gata făcută ci ajută elevul 

să o descopere, dezvoltându-i astfel raţionamentul. 

Eficacitatea modelării, pentru elevii care învaţă matematica, este 

mărită de utilizarea a cât mai multor tipuri de modele, ţinând cont de 

particularităţile de vârstă şi cunoştinţele elevilor. În clasele mici să predomine 

modele materiale şi grafice, ce se vor diminua sau dispărea în clasele mari. 

Confecţionarea şi crearea de către elevi a unor astfel de modele contribuie la 

dezvoltarea  spiritului  inventiv  al  elevilor şi  orientarea lor spaţială. 

Folosirea modelelor ideale este indicată pentru toate clasele. 

Modele ideale de ordinul I sunt mai accesibile şi contribuie la o mai bună 

înţelegere a informaţiei  transmise. 

 

5.7. DEMONSTRAREA 
MATERIALULUI INTUITIV 

 

După cum se ştie de la cursul de pedagogie „prin demonstraţie 

înţelegem prezentarea sistematică şi organizată a unor obiecte, procese etc, sau 

producerea unor fenomene, experienţe în faţa elevilor, cu scopul de a uşura 

înţelegerea şi executarea corectă a unor activităţi”. 

Dacă pare destul de simplu de definit în general, când este vorba 

de a preciza ce se înţelege prin intuiţia matematică părerile sunt împărţite. 

I. L. Nicolet spune „după unii intuiţia pare un fel de experienţă 

mintală, pentru alţii ea pare mai mult o veritabilă experienţă sensibilă, pentru 

alţii o simplă observare şi notare a unor fapte. Deseori pentru unii sub 

numele de intuiţie se ascunde acel fel de raţionament ce trebuie numit inductiv 

şi aceasta pare destul de aproape de adevăr”. 

Zancov, socoteşte că intuiţia trebuie considerată în unitate cu 

gândirea. 

Corelaţia între cuvânt şi imagine se poate realiza, în raport cu 

necesităţile instrucţiei,  în diverse feluri.  Dintre acestea reamintim: 
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— intuiţia  — sursă de cunoştinţe; 

— intuiţia  — sursă de generalizare; 

— intuiţia  — mijloc de verificare. 

În cadrul intuiţiei cuvântul are şi el mai multe roluri: 

— rol de orientare şi dirijare; 

— rol de a ridica de la particular la general; 

— sursă de cunoştinţe. 

Matematica în general şi matematica modernă în special, studiază relaţii 

de mare generalitate. Tot mai des se aud voci care consideră perimată predarea 

intuitivă la matematică. Experienţa celor 20 de ani de aplicare a matematicii moderne în 

Europa, dovedeşte că ea este utilă şi necesară pentru mărirea accesibilităţii 

matematicii. Încă la colocviul de modernizare a matematicii de la Bucureşti, Jean de 

Siebental a arătat că matematica nu poate fi desprinsă decât în mod artificial, numai 

aparent, de bazele ei intuitive şi de extinderea ei în real. Axiomatica singură nu 

constituie alfa şi omega matematicilor. 

Convertirea principiului intuiţiei în metoda demonstraţiei îmbracă ferme 

foarte diferite, datorită diversităţii materialului intuitiv : 

— demonstrarea materialului natural; 

— demonstrarea cu ajutorul materialului grafic; 

— demonstrarea cu ajutorul machetelor; 

— demonstrarea, cu ajutorul foliilor de retroproiector, desenului animat 

şi filmelor didactice; 

— folosirea televiziunii şcolare. 

În şcoala generală materialul natural vine numai ca o primă concretizare 

a diferitelor noţiuni matematice, de exemplu, prisma, cilindrul, simetria etc. Treptat, 

intuirea se bazează pe reprezentări, pe imagini din ce în ce mai schematice sau pe 

imagini convenţionale. Imaginile utile sunt acelea care nu copiază realitatea ci o 

modelează, păstrând esenţialul. Cu cât elevii cărora li se adresează sunt mai mari cu 

atât modelele sunt mai schematice permiţând mai  uşor trecerea spre modele 

matematice. 

Este indiscutabil că metoda demonstrării se foloseşte în special în pre-

darea geometriei, dar în mai mică măsură şi alte discipline matematice recurg la ea. 

Demonstrarea cu material grafic îmbracă diverse forme : 
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Desenul Ia tablă cu ajutorul instrumentelor are importanţă deosebită la 

clasa a VI-a — a VIl-a. Punerea accentului asupra corectitudinii unei schiţe făcute la 

tablă, fixează noţiunile teoretice şi le clarifică. 

De exemplu, construcţia bisectoarei, clasa a VI-a (fig. 10). 

 

(1)  Trasarea �AB  de rază OA , 

(2)  Trasarea arcelor a  şi b  de rază AM BM , 

(3)  Trasarea semidreptei OM . 

Această prescripţie algoritmică clarifică faptul că orice punct de pe 

bisectoare este egal depărtat de cele două laturi ale unghiului. Pentru aceasta 

profesorul va insista asupra faptului că OA  şi AM  au fost luate arbitrar. Prin 

evidenţierea de către profesor a etapelor de construcţie se scot In evidenţă tocmai 

etapele de raţionament. 

Schiţele pe tablă reprezintă ilustrarea anumitor teoreme sau probleme. 

Aceste schiţe uşurează înţelegerea faptului matematic conţinut în teorema respectivă. În 

acelaşi timp ele sunt şi suport de notaţie prin care se poate formaliza demersul 

demonstraţiei. În unele cazuri schiţa şi mai ales liniile ajutătoare vin să sugereze ideea   

demonstraţiei. 

De exemplu, la  teorema:  suma măsurilor unghiurilor  unui triunghi este 

180o (fig. 11). Trasarea lui xy AB�  îl face pe elev să se gândească  la  existenţa unor 

unghiuri formate de drepte paralele tăiate de secantă. 

                                                
 Utilizăm notaţia folosită de manualul din cl. a IX-a, considerând că uniformizarea notaţiei se impune 
pe tot parcursul şcolarităţii. 

A

B

M

a b

 1

 2

 3

O
Fig. 10 

BA

C

1

1

2

2x y

Fig. 11 
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În acest sens, intuiţia îşi aduce un aport substanţial în însuşirea noţiu-

nilor matematice şi pentru a fi într-adevăr utile, schiţele să fie ordonate, cu 

evidenţierea elementelor congruente cu cretă de aceeaşi culoare. În acelaşi timp ea 

trebuie să oglindească toate datele problemei sau teoremei şi pentru aceasta este 

necesară o revedere a enunţului. Este bine ca profesorul să scoată în evidenţă 

necesitatea demonstraţiei matematice, în special la elevii mici pentru care imaginea 

este mai convingătoare decât demonstraţia. 

În afară de geometrie se mai folosesc schiţele şi la algebră (reprezentarea 

grafică a lui  2 2 22a b a ab b    , geometria analitică, trigonometrie  etc. 

Teoria mulţimilor recurge şi ea în mare măsură la schiţe prin care se 

uşurează înţelegerea şi In unele cazuri se evită greşeli. De exemplu (fig. 12), fiind 

date mulţimile  1, 2,3A   şi  ,B a b  se cere produsul cartezian A B  şi B A  (clasa 

a IX-a). 

Prezentată în acest mod se evită confuzia că produsul cartezian ar fi 

comutativ, deoarece cuplurile  1, a  şi  ,1a  sunt distincte.  

 

Atunci când desenele sunt mai complicate se recurge la planşe gata făcute. 

Aceste planşe trebuie corect executate, îngrijit lucrate, să scoată în evidenţă esenţialul 

şi destul de mari, pentru a putea fi văzute din orice colţ al clasei. 

Planşele se vor expune timp suficient pentru a putea fi văzute de toţi. 

Profesorul incită clasa, prin conversaţie, la scoaterea în evidenţă a elementelor 

principale  ale  materialului   respectiv. 

21 3

a

b

A B

A

B

 1, a

 1, b

 2, a

 2, b

 3, a

 2, b

2

1

3

a b

B

A

 , 3a

 , 2a

 ,1a

 , 3b

 , 2b

 ,1b

Fig. 12 

B A
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Pentru dezvoltarea imaginii spaţiale se utilizează machetele. Ele sunt mo-

dele materiale, care evidenţiază caracteristicile corpului geometric respectiv, secţiuni în 

acesta sau ilustrează anumite probleme. Pentru a putea să realizeze aceste deziderate 

este necesar ca machetele să fie făcute din materiale transparente sau sârmă, fapt care 

permite observarea legăturii între elementele corpului respectiv. La fel ca şi planşele, 

machetele trebuie să fie destul de mari şi nu prea încărcate. Elevii, sub îndrumarea 

profesorului, scot în evidenţă esenţialul ce se impune reliefat. 

Pentru ca fiecare elev să poată opera secţiuni asupra unei machete etc, 

sunt foarte utile modele confecţionate de elevi. Avantajul lor mai constă şi în faptul 

că în timpul confecţionării, elevii se familiarizează cu trăsăturile esenţiale ale corpurilor 

respective. 

Toate aceste materiale sunt supuse la ora actuală unei critici serioase, 

în acest sens se subliniază că desenul este insuficient pentru a da un caracter 

constructiv geometriei intuitive. După părerea lui E. Castelnuovo desenul nu ne 

sugerează problema fiindcă oferă un număr finit de imagini şi împiedică prin aceasta 

gândirea elevului de a fi liberă; prin faptul că e static, el nu ne conduce la o 

observare reală şi în consecinţă nu conduce la intuiţia adevărului; în acelaşi timp nu 

permite o imagine reală a unei situaţii în spaţiu. 

În afară de aceasta, când elevul execută o figură, atenţia îi este atrasă 

asupra conturului figurii şi nu de ce este în interior. Nu trebuie să se uite că 

geometria ca şi celelalte ştiinţe matematice nu are un caracter descriptiv static. 

Cuvântul profesorului, oricât ar fi de experimentat, nu poate suplini impresia falsă dată 

de material. 

În ultima vreme s-a căutat să se remedieze aceste dezavantaje prin di-

verse aparate sau mici sisteme, modele. Castelnuovo descrie nişte bare telescopice, de 

lungimi diferite, utilizate pentru demonstrarea inegalităţilor între laturile unui triunghi şi a 

cazurilor de asemănare. Prin manipularea acestor bare, elevul va vedea că nu 

totdeauna din orice bare va putea forma un triunghi  şi  va  bănui   existenţa  

inegalităţilor respective. 

Dezavantajul prezentării materialului static s-a căutat a fi remediat pe 

mai multe căi: 

Diapozitivele, care pentru matematică, după părerea noastră, nu aduc 

avantaje faţă de o planşă. Din contra, faptul că ele sunt proiectate pe întuneric 
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împiedică luarea de notiţe. Chiar dacă ar avea un contrast corespunzător, permiţând 

proiectarea lor cu ajutorul aspectomatului în condiţii de lumină, nu sunt avantajoase 

pentru că prezintă câte o singură imagine statică, una după alta, fără posibilitate de 

comparare, făcând astfel dificilă munca individualizată. 

Utilizarea retroproiectorului prezintă avantaje serioase faţă de diapozitive 

şi anume : 

— se poate proiecta în plină zi; 

— permite  profesorului  să  scrie  dar şi  să  privească  clasa; 

— se  pot  cu  uşurinţă  reliefa  trăsăturile esenţiale  prin  culori  diferite; 

— e adevărat că imaginea este statică, dar se pot suprapune folii care 

permit, în acest fel, analiza comparativă a mai multor situaţii; de exemplu, 

graficele lui 2y x ; 22y x ; 23y x  şi 
2

2
xy  ; 

2

3
xy  . 

Se sugerează ca pentru a activa clasa, elevii să fie puşi şi ei să efectueze 

anumite  folii,  fapt  care  ar mări  motivaţia. 

Dezavantajul prezentării statice este corectat de desenele animate şi fil-

mele matematice. Desenele animate prezintă avantajul imaginii mobile şi în special al 

tratării problemelor sub mai multe aspecte. 

Experimentele întreprinse au demonstrat că cele mai utile filme didac-

t i c e  sunt cele scurte,  de 2—5 minute. 

Se impune aici sublinierea fermă că rolul acestor materiale nu este de a 

parafraza demonstraţia. Ele pot să sugereze enunţul teoremei sau datele problemei. 

În acelaşi timp ele vin să sublinieze necesitatea de demonstraţie. Pentru a satisface 

acest deziderat, în analiza figurilor şi materialelor, se va scoate în evidenţă 

incertitudinea „se pare că”, aceasta pentru a sublinia necesitatea demonstraţiei. 

Televiziunea şcolară este utilizată la noi numai sub formă de consultaţii, 

care vin să întregească cunoştinţele dobândite la clasă. Eficienţa lor ar fi şi mai 

mare dacă la ore s-ar purta discuţii pe marginea problemei ridicate aici. 

Prin demonstrarea materialului intuitiv, sarcina profesorului este de a 

duce pe elevi la o înţelegere mai uşoară şi un progres mai rapid. 

Trecerea de la intuiţie la raţionamentul matematic este o adevărată 

„trecerea la limită”. Intuiţia convinge dar nu demonstrează şi deci poate să fie o 

sursă de erori. Nu acelaşi lucru se poate spune despre demonstraţia matematică; ea însă 
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nu este aşa de convingătoare decât după ce ai înţeles-o deplin. îmbinarea şi folosirea 

ambelor căi duce însă la o înţelegere deplină. 

Rolul profesorului este mare căci el trebuie să determine efortul de 

gândire la elev pentru a urmări descrierea unui model. Nu este suficient să dai unui 

elev un material să-l vadă, ci el trebuie învăţat „să vadă”. El trebuie să vadă exact, 

precis şi ordonat. Deci prin aceasta se realizează o parte a obiectivului principal al 

învăţării matematicii şi anume acela de a forma raţionamentul matematic. 

 

5.8.  METODA EXERCIŢIULUI 

5.8.1.  DATE GENERALE 

Exerciţiile sunt acţiuni efectuate în mod conştient şi repetat cu scopul 

dobândirii unor priceperi şi deprinderi sau chiar a unor cunoştinţe noi, pentru a uşura 

unele activităţi şi a contribui la dezvoltarea  unor aptitudini. 

Însuşirea cunoştinţelor matematice este organic legată şi condiţionată 

de rezolvarea exerciţiilor şi problemelor. Aproape nu există lecţie de matematică în 

care această metodă să nu-şi aibă aplicabilitate. 

Avantajele acestei metode sunt bine concretizate de Verbist R. în felul  

următor : 

— Este metoda indicată să formeze o gândire  productivă. 

— Oferă posibilitatea unei  independenţe. 

— Oferă posibilitatea de discuţie asupra diverselor metode şi soluţii. 

— Activează ati tudinea cri tică şi învaţă pe elevi să aprecieze metoda 

cea mai  bună de lucru.  

— Oferă posibili tatea anal izei  erorilor. 

Reiese limpede că pentru matematică această metodă nu contribuie 

numai la formarea priceperilor şi deprinderilor, ci aduce un aport substanţial la 

dezvoltarea unui raţionament flexibil şi operant. 

Academician N. Teodorescu reliefează modul în care exerciţii le şi 

problemele trebuie alese, formulate, tratate şi  folosite.  

Alegerea problemelor să fie condiţionată de: programele analitice; 

metodele de prezentare a noţiuni lor în manuale; tehnica de stabi l i re a rezulta -

telor şi  elevi i  cărora se adresează.  
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Formularea să tină cont de limbajele manualelor, de modul de 

prezentare a cunoştinţelor, de noţiunile anterioare pe care le posedă elevii şi  de 

caracterul fundamental sau apl icativ al  problemelor.  

Tratarea să aibă în vedere obţinerea rezultatelor pe căi clare şi  

veri ficabile, analiza metodelor util izate, reţinerea tipurilor de raţionamente folosite, 

deschiderea  unor perspective pentru probleme  analoage sau mai  complexe.  

Folosirea să vizeze lămurirea conţinutului activ în cunoaşterea noţiun i lor 

învăţate şi  adânci rea semni ficaţ iei  lor , asimilarea metodelor de .rezolvare şi  

apl icarea lor la rezolvarea al tor  probleme.  

 

5.8.2.  CLASIFICAREA EXERCIŢIILOR 

Clasificarea exerciţii lor are la bază aportul capacităţilor intelectuale 

necesare efectuări i  lor. În acest sens dis tingem: 

Exerciţii de recunoaştere a  unor noţiuni matematice. 

Recunoaşterea noţiuni lor din mediul  înconjurător prin care se 

asigură prima concretizare a noţiuni lor abstracte. Se uti lizează la elevi i din ciclul  

primar şi  gimnazial. 

Recunoaşte rea unor  figur i , de exemplu , care dintre f igur i  reprez i n tă  

funcţii (fig. 13). 

Faţă de exerciţiile anterioare acestea au un grad mai mare de 

abstractizare, recunoaşterea făcându-se între diagrame pe baza definiţiei funcţiei. 

Cu un grad mai mare de abstractizare este recunoaşterea unor formule. 

De exemplu, recunoaşterea ecuaţiei elipsei dintre următoarele ecuaţii: 
2 2

1
3 1
x y

  ;  2 22 5 1x y  ;  
2 2

9
7 9
x y

  ;  2 22 3 6x y   

A B A B A B

Fig. 13 
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Dacă în exerciţiile anterioare recunoaşterea se baza pe realitate sau pe 

modele grafice, de data aceasta ea se bazează pe analiza unui model matematic din 

punct de vedere al caracteristicilor abstracte cuprinse în definirea noţiunii respective. 

În cazul nostru, se aduc ecuaţiile la forma: 
2 2

2 2 1x y
a b

   

Exerciţii aplicative ale unor formule sau ale unor algoritmi. Exerciţiile  

aplicative  ale   unor formule   urmăresc  aplicarea  acestora   în anumite condiţii date. 

Ele se folosesc ca primele exerciţii de fixare. 

De exemplu, la clasa a  IX-a, după ce s-a dat formula distanţei  între 

două puncte 

   2 2
2 1 2 1NM x x y y     

se rezolvă  exerciţiul:  Aflaţi  distanţa   între punctele  2, 3M a b   şi  5, 7N a b  . 

Prin aplicarea formulei se obţine 149NM  . 

În privinţa acestui gen de exerciţii, Mialaret indică următoarele etape ce 

trebuie   respectate: 

— reţinerea   formulei ; 

— utilizarea de valori numerice simple pentru a se asigura o reţinere cât mai 

perfect posibilă; 

— complicarea progresivă a valorilor numerice sau literale. 

De exemplu, după axioma de separare a planului la cl. a IX-a sunt 

propuse problemele: 

 M AB ,  A MB ,  B MA    M AB , 

 C AB , D AC    D AB , 

 Orice segment conţine o infinitate de puncte.  

Sau, pentru  exerciţii  de aplicare a  formulei  2a b  se pot rezolva exerciţii de 

tipul: 

 22 3a b ,  21ax  ,  25 2xy x ,  22 2a x a y , 
2

2 4
x y  

 
, 

217
5

x y  
 

,  

22 23 1
3 5

a  
 

,   2
x a b y     
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O variantă a acestui gen de exerciţii, care pretinde din partea elevului 

o bună cunoaştere a formulelor, este aceea în care se dă o formă particulară şi se 

cere recunoaşterea formei generale de la care s-a pornit. Mialaret recomandă să se 

acorde o atenţie deosebită acestui gen de exerciţii. Ele trebuie precedate de un număr 

suficient de exerciţii de aplicare directă a formulei. Recunoaşterea să se facă pe baza 

unei analize temeinice, analiză efectuată comparativ  cu forma generală. 

De exemplu:  

2 26 9x xy y   se analizează comparativ cu formula  2 2 22a b a ab b    . 

Analiza remarcă existenţa a două pătrate perfecte 2x  şi 29y  deci 
2 2a x  şi a x , 2 29b y  şi 3b y . 

Se trece apoi la verificarea dacă 6 2xy ab ; 2 3 6x y xy  . 

Exerciţiile aplicative trebuie utilizate atât cât ele trezesc interesul, căci 

repetarea lor prea mult duce la efecte contrarii. Contraexemplele însoţite de o 

analiză amănunţită vin să sublinieze trăsăturile esenţiale. 

În acelaşi timp, analiza erorilor este foarte utilă şi dezvăluie anumite 

lacune  în cunoştinţele elevilor.  De   exemplu, se cere să se arate pentru ce valori   

reale  este   definită   expresia 
   

1
1 2x x 

; răspunsul:  1, 2 , în locul lui  1, 2    

ne arată că elevul nu ştie să manipuleze simbolurile şi că nu a înţeles nimic. 

Exerciţii care urmăresc aplicarea unor algoritmi de calcul, de exemplu: 

algoritmul pentru calcularea celui mai mare divizor comun a două polinoame 

prin algoritmul lui Euclid. Acest gen de exerciţii au avantajul că algoritmul 

respectiv furnizează şi evidenţiază etapele de raţionament, care se fixează 

şi se reţin. | 

Calculul mintal îşi găseşte o largă aplicativitate în toate domeniile. Im-

portanţa calculului mintal constă în faptul că el uşurează formarea deprinderilor de 

calcul scris şi însuşirea noilor cunoştinţe. În acelaşi timp, în rezolvarea problemelor, 

stăpânirea unui calcul mintal rapid face ca atenţia să poată fi îndreptată asupra 

raţionamentelor şi nu asupra calculelor. 

Calculul mintal este o adevărată gimnastică a minţii, iar prin exersarea 

lui grăbeşte şi ordonează dezvoltarea gândirii. 

Cam cu acelaşi aport intelectual, dar vizând cu totul alte laturi, sunt 

exerciţiile grafice, care au următoarele variante : 
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Figurarea datelor unor teoreme sau probleme. 

De exemplu: Două plane perpendiculare   şi   se taie după o dreaptă 

 d . Se ia un punct A  în planul   şi un punct B  în planul  . Se notează cu M  

mijlocul segmentului AB  şi A ,  B  picioarele perpendicularelor din A  şi B  pe  d . 

Să se arate că MA MB   (cl. a VIII-a). 

În construcţia figurii se fac următorii paşi: 

Se  desenează   două  plane  perpendiculare    şi   şi se notează cu 

d     (fig. 14). 

Se figurează punctele A  şi B  în planele  , respectiv   (fig. 15) şi se 

notează cu M  mijlocul segmentului AB . 

Se duc perpendiculare din A  şi B  pe d , se notează cu A ,  B  

picioarele acestor perpendiculare (fig. 16). 

Se uneşte M  cu A  şi B  (fig.17).  

Se scrie acum ipoteza şi concluzia. 

Segmentele MA  şi MB  trebuie încadrate în triunghiuri (pas de 

raţionament).  

Se unesc punctele B  cu A  şi A  cu B  (fig. 18). 

Se uneşte M  cu A  şi B  (fig.17).  

Se scrie acum ipoteza şi concluzia. 

Segmentele MA  şi MB  trebuie încadrate în triunghiuri (pas de 

raţionament).  





d



d





d



A

B

M

A

B

M

A

B
Fig. 14 Fig. 15 Fig. 16 
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Se unesc punctele B  cu A  şi A  cu B  (fig. 18). 

Urmează apoi demonstraţia logică. Procedând în acest fel se uşurează 

rezolvarea problemei iar paşii respectivi dau şi o schemă de rezolvare. 

 

Probleme de construcţii grafice care fac obiectul preocupărilor unor ore 

de geometrie, atât. la cl. a VI-a cât si la cI. a IX-a. Aceste probleme permit aplicarea 

unor noţiuni matematice studiate, numai cu scopul de construcţie. 

De exemplu, la cl. a IX-a: Să se construiască cercul care trece prin 

două puncte date şi este tangent unei drepte date, la cl. A VI-a: Să se 

construiască un triunghi ABC   în care se cunosc BC a , AB AC m  , 

 AB AC  şi unghiul B


. 

Exerciţii care permit însuşirea unei noţiuni.  

Datorită legăturilor care există între noţiunile matematice, anumite teoreme 

pot fi puse sub formă de exerciţiu (acest lucru poate fi uşor remarcat în manualul de cl. 

a VI-a, geometrie, când anumite teoreme sunt trecute în rândul problemelor). Nu ne 

ocupăm mai detaliat de ele, deoarece au făcut obiectul atenţiei noastre la studiul 

problematizării. 

Toate exerciţiile anterioare au fost exerciţii simple care au mobilizat 

mai puţine noţiuni matematice. Specific matematicii sunt însă exerciţiile complexe, al 

căror grad de complexitate diferă de la faza formării deprinderilor de  calcul. 

De exemplu: 

Fig. 17





d
A

B

M

A
B





d
A

B

M

A

B

Fig. 18Fig. 17





d
A

B

M

A
B





d
A

B

M

A

B

Fig. 18
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21 4 6
2 3 5 7

a a    
 

 adunare şi înmulţire, 

2

2

3 2 6 10:
1 3 3 1 1 6 9

u u u u
u u u u

      
 adunare, împărţire, ridicare la putere, 

1 11 1
1 1 11 11 1
1 1

x x
x x
x x
x x

 
 

  
  
 

 adunare, împărţire, înmulţire. 

Exemplele de mai sus ilustrează şi condiţiile pe care trebuie să Ie  înde-

plinească exerciţiile: 

— Să fie variate trăsăturile neesenţiale în aşa fel ca să permită formarea 

noţiunii; 

— Exerciţiile să fie gradate, adică fiecare exerciţiu să aducă un plus de 

dificultate. 

 

5.8.3. METODICA REZOLVĂRII EXERCIŢIILOR 

În rezolvarea exerciţiilor este indicat să se ţină seama de următoarele 

etape: 

— analiza iniţială a exerciţiului, pe baza căruia să se f a c ă  un plan de 

rezolvare, ce va permite tuturor elevilor clasei să lucreze independent; 

— rezolvarea propriu-zisă; la exerciţiile a căror rezolvare se poate face pe  

mai multe căi, să se sublinieze calea   raţională ; 

— verificarea, care va permite elevului să-şi dea seama dacă a lucrat bine. 

În etapele enumerate predomină analiza. Dacă în general elevii au deprin-

derea de a rezolva problemele, ceea ce denotă că profesorii acordă atenţia cuvenită 

acestei activităţi, nu acelaşi lucru se poate afirma de priceperea de a alcătui 

probleme în mod independent. În special această preocupare este aproape cu 

desăvârşire u i t a t ă  de la cl. a V-a în sus. Punerea problemei, aşa cum se oglindeşte 

ea în literatura de specialitate, poate fi formulată în anumite feluri: completarea 

datelor care lipsesc, punând întrebarea ce lipseşte, compunerea unor probleme 

care să utilizeze o anumită formulă şi în fine complicarea anumitor probleme date. 

Probleme cu text se reduc în ultimă instanţă Ia rezolvarea de exerciţii. 

Forma pe care ele o îmbracă depinde de disciplina matematică ale cărei noţiuni le 

solicită rezolvarea lor. Mulţi cercetători ai problemei (Papy, Dienes etc.) au căutat 
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să alcătuiască prescripţii algoritmice capabile să poată fi aplicate, dacă nu tuturor 

problemelor, cel puţin unor clase mai largi. Aceste prescripţii sunt însă foarte vagi şi 

nu asigură fiecăruia posibilitatea de a putea rezolva orice problemă, ele pretind 

respectarea următoarelor etape : 

— însuşirea  enunţului; 

— judecarea problemei şi stabilirea planului de rezolvare; 

— efectuarea  calculelor; 

— verificarea  soluţiei  în textul problemei. 

Aceste etape se mai pot modifica după natura problemelor la care se 

aplică (aritmetică, algebră, geometrie). Acolo unde problema permite mai multe căi de 

rezolvare se analizează toate aceste căi şi se dă spre rezolvare pe grupe, 

comparându-se şi evidenţiind calea cea mai  raţională şi elegantă. 

Exemplu, problemă de la cl. a Vll-a: 

Cercurile  ele  centru O  respectiv O  sunt  tangente exterioare, fie TT   

tangenta comună exterioară şi AB  cea interioară  B TT  . Să se demonstreze că 

triunghiul TAT    este dreptunghic şi OBO   este dreptunghic (fig. 19). 

Cele mai simple rezolvări sunt: 

I.(tangente din B  la  cercul  de centru O ), 

T B AB  , (tangente din B  la  cercul  de centru O ), 

În  TT A , AB  mediană şi 
2

TT
AB


  

  TT A   dreptunghic în A 

I. TB AB    T B AB   

  TT A   inscriptibil într-un semicerc de rază AB  cu centrul în B   

  90m TAT    (înscris într-un semicerc). 

II.    TB AB TAB    isoscel în care 

1m T m A 
        

   
 şi 1 180 2m B 

    
 

 

   T B AB T AB     isoscel 

2m T m A 
         

   
 şi 2 180 2m B 

    
 

 

1 2 180m B m B
        

   
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180 2 180 2 180         360 2 180       90    

 

T 

T

O
O

A

B

1 2

1
2

Fig. 19 
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Deprinderea de a rezolva probleme complexe se poate uşura prin întoc-

mirea unei diagrame care să oglindească modul de a raţiona pentru rezolvarea 

problemelor respective. Dăm spre ilustrare astfel de diagrame (fig. 20), pentru problema 

enunţată mai sus. 

În cazul în care se poate, e bine ca această diagramă să se întocmească în 

aşa fel ca să fie cât mai  apropiată de textul problemei. 

I.  TB AB T B AB 

TB AB T B 

AB
         
 

                                            mediană 

2
TT

AB




 TAT 
               
 
 
 

                                                                                                                                dreptunghic 

II.  TB AB T B AB 

TB AB T B 

 TAT 
                  
 
 
 

                                                                                                                                                                           înscris într-un semicerc             

  90m TAT  

III.  TB AB T B AB 

 TAB
             
 
 
 

                                                                                                                                   isoscel  T AB
              
 
 
 

                                                                                                                                                         isoscel 

 m ABT
   

 

 
 m ABT

   
 

 

m ABT m ABT
       

   

înlocuire 

Fig. 20 
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Dăm spre ilustrare problema: Se dă 

 ABC ,în care 60m A
   

 
, înălţimile BB  şi CC  

se intersectează în H , iar bisectoarea unghiului A


 

intersectează aceste două înălţimi în D  şi B . Să 

se demonstreze că triunghiul HDE  este echilateral 

( f ig .  21). 

Pentru început, se vor da scheme ca 

în figura 22, după rezolvarea problemei, ca treptat după aceea, să se formeze 

deprinderea de a le introduce înainte de rezolvare şi de a rezolva pe baza lor. La elevii 

mai mari aceste scheme pot fi mai sumare sau făcute numai oral. Cu c â t  elevii rezolvă 

mai multe probleme şi cât se poate de variate, cu atât se formează priceperea de a 

rezolva probleme complexe. Aceste scheme întocmite vor permite mai uşor transferul în 

s i tua ţi i le  noi întâlnite. 

 
 
5.8.4. FORME DE MUNCĂ INDEPENDENTĂ UTILIZATE ÎN REZOLVAREA 

EXERCIŢIILOR 

Omul trebuie să fie caracterizat prin inventivitate, adaptabilitate, competenţă 

şi entuziasm sporit. Aceste trăsături trebuie formate din şcoală şi matematica 

contribuie din plin Ia exersarea lor. Una clin căile de care dispunem este utilizarea unei 

game cât mai largi de forme de muncă independentă. Ne vom mărgini la utilizarea acestor 

A

B

C

C

B

D

EH

Fig. 21 

F

a) În   m 30

b) În   m 60

ACC ACC

CHB CHB





    
 
    
 

�

�

I. II. a)   bisectoare

b) În   m 60

AE

ADC ADC
    

 
�

 m 180 60 60HED
     

 

HED


DHE


HDE


Fig. 22 
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forme pentru rezolvarea exerciţiilor şi problemelor, rămânând ca în cadrul lecţiei să 

vedem şi alte posibilităţi de aplicare a lor. 

Pentru formarea priceperii de muncă independentă se utilizează o formă 

intermediară şi anume aceea a exerciţiilor comentate. Ea constă în rezolvarea  exerciţiilor 

şi  problemelor de către toţi elevii clasei în caietele lor, în timp ce un elev desemnat de 

profesor explică cu voce tare ce lucrează, permiţând efectuarea  unui  autocontrol  (la 

tablă nu scrie nimeni). 

În funcţie de fazele formării deprinderilor comentarea cu voce .tare, poate 

varia de la explicaţia, justificarea şi efectuarea fiecărui caz, până la a se limita doar 

la analiza exerciţiilor şi a schiţării planului de rezolvare cu eventuale intervenţii pe 

parcursul acelei rezolvări, pentru verificarea rezultatelor parţiale. 

Faptul că în orice moment, orice elev poate fi invitat să continue comen-

tariul îi mobilizează pe t o ţ i  pentru a fi mai atenţi şi pentru a lucra. 

Dăm spre exemplificare exerciţiul: 

8 1
4 8 2

aS
a a

 
 

.* 

1E .  Avem de adunat două fracţii algebrice. Pentru aceasta trebuie să 

Ie aducem la acelaşi numitor.  În acest scop, descompunem numitorii in factori 

ireductibili. 

P .  De ce? 

1E .  Pentru că numitorul comun al mai multor fracţii este cel mai mic 

multiplu comun al numitorilor. Primul numitor    4 8 4 2a a   , numitorul al doilea 

este un polinom ireductibil, numitorul comun este  4 2a   

P .  Pe ce se sprijină această afirmaţie, să spună 2E . 

2E . Pe regula de găsire a c.m.m.m.c. întrucât numitorul comun este 

c.m.m.m.c. al numitorilor, deci se află luând factorii comuni şi necomuni, o singură 

dată, la puterea cea mai mare. Aici factor comun este  2a   şi necomun 4 . 

P .  Bine, continuă 3E . 

                                                
* S-a notat cu E  elevii şi cu P  profesorul 
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3E . Urmează să găsim factorii de amplificare: prima fracţie are 

numitorul  4 2a  , deci se amplifică cu 1, a doua are numitorul  2a  , se amplifică 

cu 4 . 

P .  Să efectueze 4E  

4E . 
   

8 4
4 2 4 2

a
a a


 

; adunăm numărătorii şi dăm fracţiei numitorul comun, suma este 

 
8 4

4 2
a
a



. În vederea simplificării rezultatului, căutăm să descompunem în factori 

numărătorul. Observăm că se poate da factor comun 4 , deci vom avea  
 

4 2 1
4 2

a
a



. Se 

simplifică cu 4 , deci   suma   este 2 1
2

a
a



. 

În acest scop profesorul urmăreşte ce scriu elevii în caiete, ca să fie 

organizat în felul următor: 

     
 
 

4 2 18 1 8 4 8 4 2 1
4 8 2 4 2 4 2 4 2 4 2 2

aa a a aS
a a a a a a a

 
      

      
 

   14 8 4 2          a a E    

şi     
   4

2 2             
4 2

a a E
NC a

  
 

 

Se impune evidenţierea că exerciţiul se poate rezolva mai simplu, 

simplificând prima fracţie cu 4 . 

Pe măsură ce elevii îşi însuşesc deprinderile de a rezolva aceste exerciţii 

ei sunt lăsaţi să lucreze din ce în ce mai independent, în timp ce profesorul observă 

elevii mai slabi şi de la caz la caz le cere justificarea operaţiilor. Treptat se trece la 

explicaţii, sau poate numai la analiza exerciţiului şi precizarea paşilor rezolvării lui. 

Munca independentă în oră permite controlul înţelegerii şi a învăţării, 

dar  în acelaşi timp şi individualizarea învăţământului. 

Profesorul va repartiza probleme ce vor fi efectuate de elevi independent 

şi se vor discuta la tablă după un timp iniţial anunţat. Exerciţiile pot fi date  

diferenţiat, pentru a permite elevilor buni să lucreze la capacitatea lor. 
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5.9.  METODA ÎNVĂŢĂRII PE GRUPE MICI 

5.9.1.  DATE GENERALE 

Se defineşte activitatea pe grupe, o metodă în care lucrări le şi sarcinile 

sunt executate de grupuri mici de elevi, grupuri care sunt autoalese şi cate se 

autodirijează. Metoda muncii în grup nu este nouă dar ceea ce este nou este faptul 

că din ce în ce mai mulţi profesori îi recunosc eficacitatea şi o integrează în 

arsenalul metodelor utilizate. 

Criteriile de formare a grupurilor sunt: omogenitatea, eterogenitatea, criteriul 

afectiv. 

Grupele omogene conţin elevi cam de acelaşi nivel de cunoştinţe. 

Cele eterogene conţin elevi de toate categoriile (foarte buni, buni şi 

slabi), în aşa fel ca grupurile astfel formale să fie aproximativ de ponderi 

egale. 

În cele formate după criteriul afectiv, elevii se grupează după prietenie, 

vecinătate de bancă etc. 

Numărul elevilor dintr-un grup variază de la 2 la 10 dar cercetătorii 

problemei par să fie de acord că randamentul maxim este oferit de grupurile între 4 şi 

6 elevi.  

Este eficient ca elevii să se grupeze singuri în aceste grupe, în funcţie de 

criteriul care le este cerut. 

În cazul în care profesorul face această grupare, trebuie să se prevadă 

de la început condiţiile de trecere de la un grup la altul. 

Sarcinile se repartizează grupurilor şi diferă după felul lor: 

— în cazul grupurilor omogene sarcinile vor varia în funcţie de natura 

grupurilor; 

— în celelalte două feluri de grupuri se repartizează aceeaşi sarcină 

având însă pregătite sarcini suplimentare pentru cei buni sau slabi. 

Matematica oferă câmp larg de aplicabilitate acestei metode şi eficienţa 

ei, conform experimentelor întreprinse, este mare. În cadrul acestei activităţi se pot  

îndeplini  următoarele sarcini didactice: 

— însuşirea unor noi cunoştinţe; 

— rezolvarea de exerciţii şi probleme. 
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Etapele pe care le pretinde această metodă în aplicarea ei sunt urmă-

toarele: 

— repartizarea materialului de lucru fiecărui grup; 

— mutica independentă a grupurilor; 

— discutarea în plen a rezultatelor obţinute. 

Activitatea profesorului se concretizează în două etape: 

— una proiectivă în care pregăteşte materialul repartizat grupurilor şi material  în 

plus pentru cei buni; 

— alta de îndrumare, supraveghere şi animare a acestei munci. 

Ajutorul acordat grupurilor să fie dat numai la cerere şi în aşa fel ca rolul 

profesorului să fie de colaborator, în nici un caz să-şi impună soluţia. 

În cazul când toate grupurile greşesc, este rolul profesorului să decidă, 

să întrerupă această activitate. 

Dăm spre exemplificare câteva materiale repartizate grupelor, la clasa 

a VI-a, geometrie, probleme recapitulative. Clasa a fost împărţită în grupe de nivel 

de patru categorii cărora li s-au repartizat următoarele sarcini: 

Grupa I. (elevi foarte buni) 

În triunghiul ABC  cu unghiul 90m A
   

 
 se ia pe latura BC , punctul 

mobil M , între B  şi C . Ducem   MO AC O AC   şi îl prelungim cu ON OM . 

Ducem   MQ AB Q AB   şi îl  prelungim cu QP QM . 

1. Să se demonstreze că  ANP  este isoscel.  

2. Să se arate că unghiurile lui au mărime constantă şi să se : 

exprime aceste unghiuri în funcţie de unghiul A


 al triunghiului  ABC . 

3. Câte grade trebuie să aibă A


 pentru ca  PAN  să fie 

echilateral? 

4. Demonstraţi că dacă 90m BAC
   

 
 ,  ,  ,P A N  sunt coliniare. 

5. Care este poziţia lui M  pentru care PN  are cea mai mică 

lungime. 
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Grupa II. (elevi buni) 

Fie ABCDE  un pentagon convex cu toate laturile congruente. 

Ştiind că 108m A m B
        

   
 ( A  şi B  vârfuri alăturate) să se arate c ă :  

1.   ABC BAE   ; 

2.   AEC BCE   ; 

3.  EAC  este isoscel; 

4. 108m EDC
   

 
. 

Grupa III. (elevi mijlocii) 

ABCD  este un pătrat şi în interiorul său, pe laturile sale 

construim triunghiurile echilaterale AMB  şi BNC : 

1. arătaţi că MN DM ; 

2. Câte grade are unghiul MND


? 

3. Ce fel de triunghi este  MND ?  

Grupa IV. (elevi slabi) 

Unghiurile ,  ,  ,  A B C D
   

 ale unui patrulater convex sunt 

proporţionale cu 3,  4,  5,  3 . 

1. calculaţi măsurile unghiurilor patrulaterului ABCD ; 

2. calculaţi măsurile unghiurilor  ABD  ştiind că triunghiul BCD  este 

isoscel. 

Clasa a fost împărţită în mai multe grupe de câte 4 elevi, această or-

ganizare fiind determinată de numărul elevilor din clasă şi de aşezarea în 

bănci.  
Când terminau lucrul, erau trimişi la tablă să scrie rezolvarea corectă, 

fără să vorbească. 

În ultima etapă, grupul care a scris la tablă rezolvarea o prezentă în 

faţa clasei şi urmau discuţii pe marginea acestei rezolvări care vizau: 

— corectitudinea rezolvării; 
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— dacă mai existau şi alte căi de rezolvare şi comparare cu cea de la tablă. 

Importanţa acestor dezbateri pentru dezvoltarea raţionamentului este 

foarte mare şi rolul profesorului este cel de a inci ta discuţi i le  si de a t r ag e  concluziile  ce 

se impun. 

Se impută, pe bună dreptate, acestei munci in grup, că se rezolvă prea 

puţine exerciţii. Această deficienţă poate fi înlăturată dacă dăm sarcini diferite 

grupelor (ca în exemplul precedent). Dacă grupele sunt eterogene sau constituite 

după criteriul afectiv, atunci problemele ce se dau să fie de nivele sensibil egale. 

Se poate câştiga timp prin sugerarea ideii că, acolo unde este posibil, 

elevii să-şi împartă sarcinile între ei. Împărţirea sarcinilor şi întocmirea concluziei revin 

în acest caz unui conducător de grup ales de membrii grupului respectiv. 

O problemă care se pretează la o astfel de tratare este următoarea: Fie 

punctele  1 2, 1P a  ,  2 0,1P a ,  3 1 2 ,3P a  şi  4 1 2 , 1P a  . Să se arate că  dreptele 

1 2PP  şi 3 4P P  sunt  perpendiculare, oricare ar fi numărul a  real. În acest caz, jumătate 

din grup calculează coeficientul unghiular al lui 1 2PP  iar ceilalţi, al lui  3 4P P . Această 

împărţire a sarcinilor reduce timpul de rezolvare la jumătate. 

Şi mai mare este economia la probleme în care se dau ecuaţiile laturilor şi 

ce cer coordonatele vârfurilor şi ecuaţiile înălţimilor. În acest caz grupul se împarte în 

3. Fiecare subgrup calculează coordonatele unui vârf şi ecuaţia unei înălţimi. 

În cazul în care elevii dobândesc noi cunoştinţe prin muncă în grup, 

materialele de bază vor fi manualele şi poate chiar tratate, repartizate de această 

dată grupurilor elevilor buni. De o importantă deosebită sunt în acest caz dezbaterile 

finale care asigură pe profesor că elevii şi-au însuşit corect aceste noţiuni.  

Pentru grupele care au terminat mai repede, profesorul trebuie să aibă 

pregătite sarcini suplimentare. 

Este dăunător să se lucreze numai cu grupe eterogene, căci sunt supra-

solicitaţi elevii buni; în acelaşi timp, utilizarea numai a grupelor de nivel, dezavantajează 

elevii slabi, atât prin faptul că se descurcă mai greu singuri, cât şi prin înrădăcinarea 

ideii şi împăcarea cu ea, că sunt etichetaţi „slabi” şi greu scapă de acest calificativ. 

Pentru aceasta se recomandă varierea criteriilor care stau la baza formării grupurilor (nu 

în cadrul unei ore, ci în timp). 
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5.9.2.   FIŞELE, SUPORT PENTRU ÎNVĂŢAREA MATEMATICII 

Un alt mod de individualizare a învăţării, care în acelaşi timp contribuie la 

amplificarea ocaziilor oferite elevului, ca să lucreze independent, sunt fişele. 

Imaginate de Dottrens şi experimentate şi utilizate de Frainet, fişele servesc ca un 

adjuvant corectiv al învăţământului colectiv. Ele pun la dispoziţia elevilor materiale cu 

noţiuni matematice şi aplicaţii după care elevul poate lucra în ritm propriu individual 

sau în grup. 

Prin faptul că fiecare fişă are şi fişa de răspuns, după care elevul îşi co-

rectează modul de lucru, se poate forma mai uşor deprinderea de autocorectare. 

Se utilizează următoarele categorii de fişe: 

Fişe de autoinstruire care cuprind materia unei lecţii şi aplicaţii ale ei. 

Unele din aceste aplicaţii sunt rezolvate, ele formând un model pentru felul cum vor 

trebui efectuate, independent de către elevi, celelalte exerciţii propuse. 

De exemplu: Înmulţirea unei fracţii ordinare cu un număr natural. 

Exerciţiu de cercetare:  

1. Un grădinar a lucrat într-o zi 2
11

 din suprafaţa grădinii sale. A câta 

parte din grădină o va lucra în 4 zile. Scrieţi operaţia pe care aţi făcut-o şi rezultatul 

pe care l-aţi obţinut (1) adică: 2 2 24 ... ... ... ...
11 11 11

       .  

Deci  pentru   a calcula 2 4
11

  aţi  înmulţit ... cu 4 şi aţi lăsat numitorul …  

Reţineţi: Pentru a înmulţi o fracţie cu un întreg se înmulţeşte 

numărătorul cu acel număr şi numitorul rămâne neschimbat. 

Exerciţiu   de  cercetare  —  calculează 24
11
 . 

Compară cu rezultatul de la ex. 1 (2), constaţi că produsul unei fracţii cu 

un întreg este egal cu produsul între întreg şi fracţie   

2 2 84 4
11 11 11

    . 

Observaţie: - nu uitaţi să simplificaţi dacă se poate. 

Exemplu: 3 3 6 3 3 96
8 8 4 4

 
     
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Exerciţii de aplicaţie: 

Efectuaţi operaţiile următoare: 7 5 54,  12 ,  3
9 16 6
                         (3)  

(numerele puse în paranteză sunt numerele răspunsurilor). 

Controlul exactităţii modului de lucru este dat de fişele de răspuns (de 

obicei de al tă  culoare decât celelalte fişe). 

De exemplu, fişa de răspuns este: 

(1) În 4 zile grădinarul va lucra de 4 ori câte 2
11

 adică 8
11

 din suprafaţa 

grădinii sale (fig. 23). Deci 2 84
11 11

  . 

 

    
                                                                                          Fig. 23 

       

(2)  se face produsul între număr şi numărător supra numitor:  2 84
11 11
  . 

                    (3)                         7 7 4 28 14 3
9 9 9 9


     

5 12 5 3 5 15 312 3
16 16 4 4 4

 
      

5 5 3 5 13 2
6 6 2 2


     

Fişele de exerciţii care cuprind exerciţii gradate, aplicative la o parte din 

materialul învăţat, aşa cum se poate vedea în materialul alăturat. 

Operaţii cu mulţimi. 

I. ,  A B  sunt două submulţimi oarecare ale mulţimii E . 

1° În expresia  EB A C B   aveţi dreptul să deplasaţi sau să suprimaţi 

parantezele? Justificaţi răspunsul. 

1
11
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2° Utilizând distributivitatea reuniunii în raport cu intersecţia mai multor 

mulţimi completaţi egalitatea următoare: 

  ...EB A C B    

3° Ce ştiţi în legătură cu reuniunea dintre o mulţime şi complementara ei ?  

4° Pe baza celor de mai sus găsiţi deci că: 

 EB A C B  . 

 

II.  ,  ,  X Y Z  sunt trei submulţimi oarecare ale mulţimii E . 

1° Completaţi cele trei reguli de mai jos: 

Regula 1 

EX C X   

Regula 2 

X E   
Regula 3 

 X Y Z    

2° Utilizând dispozitivul schematic de mai jos (fig. 24), indicaţi trecerea de la 

stadiul iniţial  EB A C B  la stadiul final utilizând punctul 1°. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

III.  Utilizând regulile 1, 2, 3, de mai sus şi regula 4: 

  EB A C B  stadiul iniţial 

Regula … 

Regula … 

Regula … 

stadiul final 

Fig. 24 
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     ...X Y X Z X Y Z      

şi care se traduce In cuvinte ……………………………………………………....………, 

stabiliţi un dispozitiv analog cu cel de sus pentru expresia: 

   EA B A C B A     

Fişele de recuperare destinate remedierii lacunelor elevilor mai slabi care din 

diverse motive nu sunt capabili să parcurgă corect fişa de nivel mediu. 

De exemplu pentru cei ce nu au ştiut să rezolve fişa de mai sus se dă fişa: 

Rezolvaţi exerciţiile: 

I. Fiind date A  şi B  două mulţimi oarecare. 

1° comparaţi mulţimile ,  A A B ; 

2° completaţi: A B  este  o ………………………………….  a  lui A  deci 

 A A B    …………………………….…………… 

3° ce proprietate a operaţiei de intersecţie aţi fi putut utiliza pentru a 

transforma expresia  A A B  ? 

4° ce ştiţi despre intersecţia unei mulţimi cu ea însăşi ? 

5° în membrul doi al egalităţii de la 3º puteţi înlocui A A  prin expresia găsită 

la punctul 4°? Faceţi-o! 

6° rezultatul obţinut este cel de la 2°. 

II. Fie A  şi B  două mulţimi 

1° comparaţi ,  A B A  

2° completaţi 

A B  este o …………………. a lui A; deci reuniunea între A  şi A B  este 

……………………… 

3° aduceţi la forma cea mai simplă: 

 A A B   

4° rezolvaţi: 

 A B B    şi  A B B    

Fişa de dezvoltare se adresează celor care stăpânesc bine materia, 

lucrează repede şi termină înaintea celorlalţi sarcinile date pentru toţi elevii. Ele dau 

ocazia  acestora  să lucreze,  la  nivelul  posibilităţilor,  exerciţii  mai  dificile. 
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De exemplu: 

A  şi B  fiind părţi ale unei mulţimi E  să se demonstreze egalităţile: 

1.  E EC B C A B A B    ; 

2.    A B B A B A       ; 

3.        E E EA B B C A C A B C A B       ; 

4.      E E E EC A C B C B C A A B A B       ; 

5.      E E E EC A C B C B C A A B        . 

Natural, fiecare fişă de exerciţii are şi fişa ei de răspuns care permite 

elevului să se autocorecteze (de obicei cu o altă culoare decât cea cu care a lucrat). 

Aceste fişe furnizează material de lucru atât pentru orice formă de muncă 

independentă cât şi pentru munca în grup. 

Modul de redactare a fişelor este foarte variat începând cu fişe semipro-

gramate si terminând cu altele în care figurează numai enunţul problemei. Fişele de 

răspuns trebuie să aibă rezolvarea completă şi justificări acolo unde este cazul. 

5.10.  METODA MUNCII CU MANUALUL SAU CU ALTE CĂRŢI 

Această metodă pretinde studierea sistematică a noilor cunoştinţe din 

manual sau tratate. Ea îşi propune crearea de priceperi şi deprinderi, de a se 

orienta în textul citit, de a-l analiza şi reţine reguli şi teoreme. În primele clase manualul 

deţine primordialitatea în ce priveşte sursele de cunoştinţe. Relaţiile faţă de manual se 

schimbă începând cu cl. a V-a. Acum sursa principală de cunoştinţe devine cuvântul 

profesorului. Acasă elevul recurge mai curând la notiţe, care îi sunt mai familiare şi nu 

la manual care îi este străin.  

Anchete făcute în şcoli arată că aproximativ 80% din elevii claselor a V-a 

— a XII-a, nu folosesc manualele pentru învăţarea teoriei şi consultă manualul numai 

pentru exerciţii fără a se uita la teorie. În ultima vreme cercetători ai problemei au 

arătat că neglijarea acestei metode are influenţă negativă asupra caracterului 

formativ al învăţării.  

Capacitatea de raţionament al unui copil nu se formează numai după 

modele de raţionament oferite de profesor, ci în mai mare măsură prin activitatea 

proprie, prin eforturi permanente de căutare a adevărului. Valoarea acestei metode 
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coastă nu numai printr-o însuşire temeinică a cunoştinţelor ci şi formarea unor deprin-

deri de activitate intelectuală. În afară de aceasta, s-a constatat că pregătirea elevilor 

este lacunară prin faptul că ei nu consultă alte cărţi ce vin să completeze manualele 

şcolare. Elevii termină şcoala fără să aibă deprinderi formate de a studia în manuale şi 

tratate. Aceasta este una din cauzele care explică eşecul multora în anul I de 

studenţie şi greutatea altora de a se acomoda la  cerinţele universitare. 

Introducerea acestei metode se face treptat şi sub directa îndrumare 

a profesorului. De exemplu, în predarea unor teoreme de geometrie se trece la citirea 

enunţului teoremei din manual, iar demonstraţia se face la tablă. Aceasta este numai o 

măsură de familiarizare a elevului cu cartea şi nu poate fi considerată ca o aplicare 

propriu-zisă a metodei respective.  

Metoda muncii cu manualul presupune ca elevul să-şi însuşească o seamă 

de cunoştinţe, independent, din manual. Înainte de a proceda la munca 

independentă din manual, profesorul atrage atenţia asupra problemelor ce trebuie 

urmărite. De exemplu, pentru demonstrarea  cos a b  se face la tablă demonstraţia cu 

ajutorul vectorilor, apoi se dă studiul aceleiaşi noţiuni din manual, unde această 

problemă este tratată pe altă cale. După ce elevii şi-au însuşit independent din manual 

această a doua cale, se compară cele două demonstraţii, scoţându-se în evidenţă 

accesibilitatea demonstraţiei din manual. 

O altă formă este aceea de a introduce o noţiune sau teoremă prin una 

din metodele studiate mai sus şi a se lăsa, prin muncă independentă din manual, să 

se studieze consecinţele ei, de exemplu, la clasa a Xl-a, analiză, la tablă se 

demonstrează teoremele lui Fermat, Rolle şi din manual consecinţele acestor 

teoreme. 

Atunci când demonstraţiile a două propoziţii matematice prezintă ase-

mănare, se face tradiţional numai prima, a doua lăsându-se să se însuşească de 

către elevi din manual. De exemplu, se introduce prin conversaţie teorema lui 

D'Alembert-Gauss şi se studiază din manual teorema lui Abel-Ruffini (clasa a X-a). 

Când elevii au deja deprinderea de a folosi manualul, se pot însuşi din 

manual lecţii întregi. Elevul este obligat să-şi facă un plan al celor studiate. 

În timpul studierii de către elev a noului material din manual, profesorul 

are un rol activ. El constată cum conspectează elevii, dă îndrumări cu voce scăzută 

acestor elevi care-l solicită, verifică planurile întocmite de ei, corectând acolo unde este 

cazul. Profesorul poate să descopere în acest fel lacune în cunoştinţele elevilor, ceea 
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ce îi va permite remedierea lor ulterioară. Profesorul poate să dea lămuriri individuale 

fiecărui elev. El se ocupă nu numai de elevii slabi ci şi de cei buni, cărora le va da fie 

ceva material în plus, care să completeze cele citite din manual, fie o aplicaţie. 

Observarea modului de lucru al elevului va permite profesorului să-şi facă o imagine 

despre stilul şi ritmul fiecăruia  în însuşirea  cunoştinţelor. 

După studierea individuală din manual urmează discuţii asupra celor 

însuşite de ei. Aceste discuţii au scopul de a preciza problemele esenţiale, a le 

sistematiza şi în acelaşi timp ne asigură că elevii nu pleacă acasă cu ceva eronat 

însuşit. Se trece apoi la o fixare prin rezolvare de probleme.  

Profesorul este un factor de mare răspundere în conducerea unor astfel 

de lecţii. I se cere o pregătire minuţioasă a materialului, pentru a fi în măsură să 

răspundă la orice întrebare pusă de elevi. El va pregăti material suplimentar pentru 

cei buni. 

Nu orice lecţie se pretează la a fi însuşită din manual. Metoda poate fi 

aplicată numai în cazul în care lecţiile respective au în manual o redactare sistematică 

şi accesibilă nivelului de vârstă şi cunoştinţe ale elevilor. 

5.11.  JOCURILE DIDACTICE 

După cum se arată în cursul de pedagogie, pentru formarea conceptelor 

matematice la clasele mici se utilizează „jocurile didactice”, care constituie o 

modalitate eficientă de lucru cu elevii, deoarece activitatea desfăşurată sub formă  

de joc  primeşte  valenţe  educative. 

În ultima vreme pentru a uşura învăţarea matematicii şi mai ales cu 

scopul de a face accesibilă matematica modernă de la vârste destul de mici s-au 

imaginat şi experimentat anumite jocuri matematice.  

Dintre acestea vom enumera numai două experimente şi anume, acelea 

ale căror rezultate sunt  remarcabile şi aplicate în majoritatea ţărilor lumii. 

Metoda-Cuisenaire-Gattegno sau a numerelor colorate. Această 

metodă are ca material principal 241 riglete de diferite mărimi şi culori şi 

aşezate pe familii de culori în felul următor: 

 

Familia Culoarea Mărimea Notaţia 

roşu roşu 2 cm r 
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roz 

maro 

4 cm 

8 cm 

R 

m 

albastru 

verde deschis 

verde închis 

albastru 

3 cm 

6 cm 

9 cm 

v 

V 

B 

galben 

galben 

orange 

alb 

negru 

5 cm 

10 cm 

1 cm 

7 cm 

j 

o 

b 

n 

Rigletele reprezintă numere colorate şi la manipulare se 

comportă ca şi numerele, deci operaţiile cu ele reflectă într-o formă „semi 

abstractă” procesele care se desfăşoară în mintea elevului. Cu aceste materiale 

se pot construi mai multe jocuri care duc la compararea rigletelor, adunarea lor 

etc. De exemplu, construirea unui covor dreptunghiular care să aibă lăţimea 

de 11 cm. În dreptul fiecărui rând se scrie suma literelor existente pe rigletele 

din care e format. 

10 + 1 o + b 

7 + 4 n + R 

În felul acesta calculul literal se introduce foarte devreme şi fără 

dificultate. 

În afară de aceste jocuri autorii mai folosesc şi alte materiale ca 

diagrame, loto cu operaţii cu numere, joc de cărţi etc. În manipularea acestor 

materiale se disting 4 etape : 

— manipularea liberă a materialului; 

— manipularea tradusă într-o limbă (cuvinte, semne etc.); 

— sudarea experienţei cu a traducerii într-un tot  unitar; 

— pe baza unei bune stăpâniri a cunoştinţelor să se caute o   

aplicare nouă a materialului. 

Materialele Dienes sunt mai complicate ca precedentele şi noţiunile 

care se pot forma sunt multiple. Vom enumera numai câteva fără să intrăm în 

amănunte, considerând că descrierea lor amănunţită poate fi găsită în 

bibliografia indicată. 

Blocurile multibazice prin care se poate trece de la o bază de 

numeraţie la alta, balanţa pentru proprietăţile ecuaţiei etc. Tot pe bază de joc 

se introduce şi noţiunea de progresie geometrică, logaritm, exponenţi fracţio-

nări etc. 
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Autorul consideră că există mai multe feluri de jocuri: joc manipulativ 

— prin care copiii devin conştienţi de proprietăţile materialului; joc reprezen-

tativ, începe în clipa în care obiectele cu care se joacă au roluri simbolice. 

Deci mai adaugă o componentă imaginaţia; jocul va evolua spre căutarea 

unor regularitaţi — joc de reguli.  

Oricare ar fi forma de joc utilizată in învăţarea matematicii ea are avan-

tajul că măreşte motivaţia învăţării, face matematica mai accesibilă şi mai puţin aridă. 

5.12. INSTRUIREA PROGRAMATĂ 

Instruirea programată (i.p.) ca orice inovaţie a trecut prin câteva faze 

contradictorii. La început ea s-a lovit atât de rezerva tenace a tradiţiei, cât şi de 

unele dificultăţi materiale. Din momentul în care o idee a câştigat tot mai mult teren 

în conştiinţa teoreticienilor şi practicienilor asistăm la un proces în sens invers. 

Elementele noi tind să aibă o arie de aplicabilitate care depăşeşte cu mult valenţele 

lor autentice. De aici o serie de exagerări, se creează iluzia descoperirii miraculoase a 

pietrei filosofale în domeniul pedagogic. În fine, faza următoare, când luciditatea 

analizează critic părţile pozitive şi negative ale ei. Criticile aduse instruirii programate 

pol fi grupate în felul următor: critici de ordin psihologic, pedagogic şi metodic. 

Criticile psihologice acuză i.p. că nu ţine seama de principiile psihologice, 

vizând învăţarea ca o simplă succesiune şi înmagazinare de fapte. Da asemenea, se 

ştie că motivaţia învăţării nu poate fi analizată numai prin întăriri imediate, făcând 

abstracţie de interesele copilului faţă de conţinut. În fine, elevul lucrând singur sau 

cu maşina se simte izolat. 

Din punct de vedere pedagogic se constată că fărâmiţarea conţinutului 

ar fi în detrimentul cuprinderii globale a situaţiei de învăţare. În acelaşi timp se 

contestă valoarea cunoaşterii imediate de către elevi a rezultatului obţinut. 

Metodicienii sunt refractari unui decupaj analitico-sintetic al conţinutului. 

Criticile aduse instruirii programate au determinat mutaţii serioase în 

modul în care se pune problema instruirii programate şi perspectivele ei. Ne vom 

mărgini la analiza problemei considerând că definiţia instruirii programate şi 

modului de întocmire al unui program au fost tratate la cursul de pedagogie. În 

acelaşi timp, vom căuta să analizăm şi posibilităţile de utilizare a acestei metode la 

învăţarea matematicii. 
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De la început trebuie să menţionăm că un procent considerabil din to-

talul experimentelor întreprinse se referă la utilizarea programării în predarea 

matematicii (35 — 40%) care este considerată ca un teren privilegiat al aplicării ei. 

Explicaţia rezidă în faptul că noţiunile matematice prezintă o ordonare ideală din 

punct de vedere logic, ceea ce permite definirea clară a termenilor utilizaţi. Această 

stringenţă logică a conţinutului dă posibilitatea unei prefigurări relativ sigure şi 

amănunţite a reacţiilor comportamentale ale elevilor precum şi depistarea rapidă a 

greşelilor şi a cauzelor ce le determină.  

Ţinând cont de criticile aduse învăţării programate şi de faptul că 

aplicarea acestei metode la matematică aduce servicii considerabile învăţării ei, 

vom trece în revistă tendinţele de îmbunătăţire înregistrate la ora  actuală. 

Prima se caracterizează prin tendinţa de îmbinare a instruirii programate 

cu mijloace .şi forme tradiţionale ale lecţiei. Această îmbinare s-a manifestat pe  două  

direcţii : 

 — Alternarea unor lecţii programate şi neprogramate în cadrul unui sistem 

de lecţii. 

De exemplu, parcurgerea capitolului divizibilitate, cl. a V-a, a fost cuprinsă 

în 9 ore care au fost organizate în felul următor. 

1)  Multiplu şi divizor lecţie programată 

2) Criteriul de divizibilitate cu 2 lecţie programată 

3) Criteriul de divizibilitate cu 3 şi 9 lecţie programată 

4) Exerciţii aplicative lecţie tradiţională 

5) Numere prime şi compuse lecţie programată 

6) Descompunerea în factori primi lecţie tradiţională 

7) Calcule cu numere descompuse în factori primi lecţie programată 

8) Divizori comuni, c.m.m.d.c. lecţie programată 

9) Multiplii comuni, c.m.m.m.c. lecţie programată 
 

Această îmbinare şi înserare de lecţii tradiţionale în cadrul capitolului 

schimbă determinarea muncii şcolare repunându-l pe elev în directă dependenţă cu 

activitatea profesorului şi dă posibilitatea acestuia să verifice modul în care elevii îşi 

însuşesc cunoştinţele din program. 

— Includerea în structura lecţiei a unor momente neprogramate.  Aceste 

variante au fost introduse din necesitatea de a verifica şi a nota cunoştinţele 

dobândite de elevi, în special atunci când numărul lecţiilor programate cuprinse în 
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capitol este mare, iar după aproximativ 6 lecţii programate randamentul începe să 

scadă. 

Concomitent cu efortul de a găsi forme cât mai variate de îmbinare se 

constată şi o a doua tendinţă de a modifica modul de redactare al programului, în special 

al celui liniar. În acest sens menţionăm: 

— Lungimea paşilor şi volumul informaţiei conţinute este mai  mare, 

coincizând cu o unitate logică. 

Răspunsurile nu sunt date la toate secvenţele imediat, existând cazuri, 

când ele sunt administrate de abia în ziua următoare. 

— Programul să permită manifestarea creativităţii, mergând până la 

secvenţe complet independente. 

Exemplu: 

………………………………………….………………………….………………………… 

16. Se dă punctul  3,5A  . Să 

se scrie ecuaţia mediatoarei segmentului 

OA  (fig. 25). Determinăm coordonatele 

lui  ,M x y  

1 2 3 ... ... ........
2 2

x xx y  
     

2

2

... 1 3... ...

... ..... ...OA NM
ym m
x
 

    


 

Ecuaţia lui MN :  1 ......y y m   şi  înlocuind avem ... ...y    

………………………………………………………………………………………. 
17. Să se determine   astfel ca  3  4x+3y+ 0d    să treacă prin intersecţia 

dreptelor  1  3x+y 0d   şi  2  9x+2y+6 0d  . Calculăm coordonatele punctului M  de 

intersecţie a dreptelor  1d  şi  1d  rezolvând …………  format din ecuaţiile lor, deci 

3 ................
.......................

x 



    ...........M . 

Punctul M se găseşte şi pe  3d deci  coordonatele lui trebuie 

…………………….….. . şi înlocuind, avem  4 2 ... 0    ; .......................   

……………………………………………….……………………………………………… 

y

x

A

M

O3

5

Fig. 25 
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18. Se dau punctele  0,5A ,  4,1B şi dreapta  D  4 7 0y y    . Să se 

găsească coordonatele punctului  C D , astfel ca,  ABC  fie isoscel cu baza AB . 

Mediatoarea laturii  AB D …….. 

………………………….………………………………………………………………….. 

19. Se dau punctele  9,0A ,  2 ,3C a a . Perpendiculara în A  pe AC  taie 

dreapta 2 0x a   în B . Să se arate că triunghiul ABC  este isoscel. 

……………………………………………………………………………………………… 

Secvenţele 16 şi 17 au răspunsurile date la sfârşitul lecţiei pe când 18 

şi 19 sunt complet independente, cu răspunsul corect acordat a doua zi. 

— Includerea unor secvenţe somatice  care să pună în  acţiune experi-

enţa directă senzorio-motrică a elevilor. De exemplu,   pentru inegalităţile unui triunghi 

erau ataşate nişte rigle de mărimi diferite din care, sub îndrumarea programului, 

trebuiau construite triunghiuri. 

Toate acestea conturează curentul programării euristice care câştigă tot 

mai mulţi adepţi. 

Îmbinarea instruirii programate cu alte mijloace didactice curente şi forme 

de organizare constituie a treia tendinţă de ameliorare a programelor. 

—  Îmbinarea instruirii programate  cu mijloace  audio-vizuale.  în 

acest sens mijloacele  audio-vizuale  constituie  ele  înseşi   sursă de 

cunoştinţe, ca de exemplu, prezentarea televizată sau filmată a  

unui   program.   În acest caz secvenţele sunt urmate de pauze 

rezervate activităţii individuale. 

— Folosirea fişelor ca material ajutător al instruirii programate. În acest 

sens ele pot avea două roluri: 

1) De a completa şi susţine programul în activitatea elevului acasă. 

Atunci fişele conţin o reactualizare a noţiunilor teoretice oferite de programele pe care 

elevii le-au parcurs în ora precedentă şi probleme propuse a căror rezolvare o pot 

compara cu cea corectă în ora următoare. 

Dăm spre ilustrare o fişă întocmită după lecţia „Reuniunea  şi  

intersecţia mulţimilor".  

I.  Reamintirea teoriei 
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a) Fiind date două mulţimi, se numeşte reuniunea lor mulţimea 

elementelor, care   aparţin cel puţin uneia dintre mulţimi. 

 |  sau R A B x x A x B      

x A  sau x B  înseamnă: sau x A  şi x B , sau x A  şi x B , sau x A  şi x B . 

b) Se numeşte intersecţia unei mulţimi A  cu mulţimea B , mulţimea 

elementelor care aparţin şi lui A  şi lui B .  |  şi I A B x x A x B      

c) Reuniunea are proprietăţile: 

1. comutativitatea A B B A   ; 

2. idempotenţa A A A  ; 

3. Dacă M N  atunci M N M   şi N N  ; 

4. Asociativitatea    A B C A B C     ; 

5. Dacă A B C A C     şi B C  ; 

6. Distributivitatea faţă de intersecţie, oricare ar fi  părţile , ,A B C  ale lui M  

     A B C A B A C       

d) Două mulţimi, care nu au nici un element comun, se numesc disjuncte 

A B  . 

II.  Teme pentru acasă 

1. Să se deducă proprietăţile intersecţiei. 

2. Să se rezolve exerciţiile …………… din manual. 

3. Exerciţiu benevol: Să se demonstreze că: 

 A B B B    şi  A B B B    

2) Fişe acordate elevului la cerere ca un mijloc ajutător al activităţii 

individuale. Utilizarea fişelor vine să lărgească posibilităţile de individualizare a 

instruirii programate. 

Administrarea fişelor se face la secvenţele pe care programul le prevede 

complet independente. Aceste fişe parţiale sunt acordate la cerere elevilor care 

întâmpină dificultăţi. Algoritmul de rezolvare al problemei este cel ce dictează 

momentele de includere ale lor. 

Dau spre ilustrare probleme de la secvenţa 18 mai sus citată, lecţia III 

din lecţiile programate elaborate pentru capitolul „Ecuaţia dreptei”, cu următorul 

enunţ: 
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18. Se dau punctele  0,5A ,  3,1B   şi dreapta    4 7 0D y y    . Să se 

găsească coordonatele punctului  C D  astfel ca triunghiul ABC  să fie isoscel cu 

baza AB . 

Programul cere ca ea să fie rezolvată independent, iar răspunsul care vine să-i 

confirme sau să-i infirme corectitudinea căii alese îi este administrat în ora următoare. 

Algoritmul de rezolvare al problemei este dat în figura 26. 

Din punct de vedere pedagogic, fiecare secvenţă de transformare care 

conduce a rezolvarea problemei este un test, care dezvăluie anumite goluri în 

cunoştinţele elevilor, cunoştinţe fără de care nu se pot parcurge etapele rezolvării 

problemei, deci algoritmul ar fi astfel (fig. 27): 

Fişa 1. Într-un triunghi isoscel înălţimea coborâtă pe bază este 

şi.……….. şi…………..  şi bisectoare. 

Deci punctul C  se găseşte pe mediatoarea ……….. 

Pentru a putea scrie ecuaţia mediatoarei trebuie să găsim coordonatele 

lui C  care se află la mijlocul segmentului …………….. 

Utilizăm deci formula: 

   1 1 2 2,  ,A x y B x y

1 2 1 2,
2 2

x x y yC     
 

1
1m
m

 

  1 2 1 2
1 1:  

2 2
y y x xD y m x     

 

   2rezolvă sistemul format din  şi D D

 scrie ,c x y

Fig. 26 

   1 1 2 2,  ,A x y B x y

1 2 1 2,
2 2

x x y yC     
 

1
1m
m

 

 1ecuaţia lui D

rezolvarea sistemului

 scrie ,c x y

STOP 

Fig. 27 

Fişa 1 

Fişa 2 

Fişa 3 

Fişa 4 
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În cazul nostru      
1 ...
2

...

...

xx

y





                    

................
................

x
y



 

……………………………………………………………………………………………….. 

Fişa 2. Ai găsit coordonatele lui C  care sunt  2,3C , deci ştii că 

mediatoarea va trece prin punctul C  şi va fi perpendiculară pe ……………. 

Trebuie deci să găsim coeficientul unghiular al mediatoarei.  

Putem calcula coeficientul unghiular al lui AB  dat de formula 

2

1

... ...............
...
ym

x


 


 

Calculează acum coeficientul unghiular al mediatoarei. 

…………………………………………………………………………………………. 

Fişa 3. Ai găsit coordonatele lui  2,3C  şi coeficientul unghiular al 

mediatoarei care este 1. Pentru a scrie ecuaţia mediatoarei foloseşte ecuaţia dreptei 

 1 ... ...y y x   . 

Deci ecuaţia mediatoarei este: 

……………………………………………………………………………………… 

Fişa 4. Ştii că punctul C  se găseşte pe mediatoarea a cărei ecuaţie ai 

aflat-o, şi în acelaşi timp, şi pe  D , deci el se va găsi la …………… celor două drepte. 

……………………………………………………………………………………………… 

Izolarea este una din carenţele învăţării programate, care se contracarează 

prin îmbinarea cu munca în grup,  îmbinare ce se poate face   prin: 

— administrarea unui program întregului grup care îl parcurge în 

colectiv ; 

— aplicarea de programe fiecărui individ, conlucrarea se face numai în 

momente de cumpănă.  

Perspectivele aplicării instruirii programate la matematică se îndreaptă 

spre învăţământul asistat de calculator. Această formă este superioară celor 

precedente, căci calculatorul oferă posibilitatea prezentării unui program, cunoaşterii 

rezultatelor şi erorilor, modificând programul de învăţare după conduita şi cunoştinţele 

elevului. Deci calculatorul, mai mult decât orice mijloc, oferă posibilităţi reale de 

individualizare. Calculatorul nu numai că transmite un mesaj informaţional, dar în 

acelaşi timp el este dotat şi cu însuşirea de a mijloci formarea şi consolidarea metodelor 
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de lucru. Se poate afirma că prin învăţământul asistat de calculator elevul învaţă să 

înveţe. Prin aplicarea calculatorului nu se prevede deloc înlocuirea şi diminuarea 

rolului profesorului. Lui îi revine rolul de întocmire şi acomodare a diverselor 

programe cu care se înarmează calculatorul. Să nu uităm că pentru o oră un 

profesor lucrează mult mai multe ore. E adevărat, că programele odată elaborate, se 

pot reutiliza. Deci profesorul rămâne cea mai bună maşină de învăţat.  

În concluzie, trebuie subliniat faptul că instruirea programată, departe 

de a-şi fi epuizat, resursele, poate fi apreciată ca un sistem pasibil de perfecţionare şi  

optimizare continuă. 

În acelaşi timp, instruirea programată la matematică îşi păstrează încă 

actualitatea şi avantajele ei, atât pentru elev cât şi pentru profesor, avantaje care 

nu sunt de neglijat. 

 
5.13. METODE DE EVALUARE A RANDAMENTULUI ŞCOLAR 

 

Metodele de evaluare sunt modalităţi  de lucru, prin care se 

realizează aprecierea şi verificarea cunoştinţelor, priceperilor, deprinderilor elevilor, a 

nivelului dezvoltării lor la un moment dat. 

În pedagogie se subliniază ca principale metode de apreciere şi verificare: 

chestionarea orală, lucrările scrise, testele de cunoştinţe, lucrările practice, verificarea cu 

ajutorul maşinilor. 

Obiectivele generale stabilite de „Asociaţia internaţională de evaluare 

a randamentului şcolar”, obiective urmărite prin principalul instrument de evaluare 

a comportamentului cognitiv, proba de cunoştinţe, la matematică, sunt formulate astfel: 

abilitatea de a reconstitui şi reproduce definiţii şi simboluri, de a calcula rapid şi corect, de 

a interpreta datele simbolice, de a exprima datele cu ajutorul simbolurilor, de a urmări 

scopul unei operaţii, de a construi o problemă, de a aplica anumite concepte la probleme 

matematice şi nematematice, de a determina operaţii ce pot fi aplicate, de a face 

generalizări. 

În didactica modernă funcţiile evaluării au căpătat o pondere mai mare 

în procesul de instrucţie şi educaţie. Astfel, cu metodele de evaluare măsurăm nu 

numai conţinutul învăţământului, volumul de cunoştinţe, priceperi şi deprinderi dar, 

trebuie să măsurăm şi gradul în care o seamă de informaţii, cunoştinţe, priceperi, 

deprinderi dobândite în şcoală  au capacitatea virtuală de a se integra practicii 
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sociale, informaţii care să nu constituie o însumare de date, ci să fie instrumente de 

acţiune asupra realităţii materiale şi spirituale, celule vii ale educaţiei ulterioare 

permanente. 

Altfel spus, scopul principal al evaluării nu este numai notarea. Eva-

luarea trebuie să furnizeze profesorului date care să-i permită o analiză a strategiilor 

didactice utilizate pentru realizarea obiectivelor concrete propuse. Evaluarea 

constituie un mijloc de autoperfecţionare şi pentru profesor nu numai pentru   elev. 

Considerăm că evaluarea nu trebuie să se facă într-un moment anume 

al unei acţiuni, ci ea să aibă un caracter permanent, îmbrăcând diferite forme: întrebări 

adresate în timpul activităţii din lecţie, teste de cunoştinţe aplicate periodic, activităţi de 

muncă independentă în momentele de reactualizare a cunoştinţelor, de prezentare a 

materialului nou, de obţinere a performanţei sau de intensificare a reţinerii. 

Prin aceste forme de apreciere profesorul trebuie să urmărească nu numai 

notarea elevului şi sancţionarea lacunelor, dar şi reliefarea pregătirii fiecăruia dintre elevi 

şi posibilitatea ca să-i vină în sprijin. 

Recomandăm ca aprecierile cu note ale activităţilor elevilor la mate-

matică să provină în majoritate din forme în scris, pe care le considerăm mai 

obiective. 

Profesorul trebuie să aibă o evidenţă clară a progresului şcolar al fiecărui 

elev, alta decât catalogul. Această evidenţă e bine să cuprindă o apreciere a 

elevului la începutul anului (prin nota obţinută la primul test cu care profesorul începe 

cunoaşterea elevului), apoi consemnarea progreselor observate la răspunsurile orale 

sau la lucrările de control curente, la formele de activitate independentă din lecţie sau 

din temele pentru acasă. 

Această evidenţă determină elevul la o pregătire continuă, îl ajută să 

se autoaprecieze mai bine, iar profesorului îi este un sprijin în desfăşurarea activităţii 

diferenţiate cu elevii. O importanţă deosebită o au testele de cunoştinţe date la 

începutul anului cu elevii care trec dintr-un ciclu în altul (clasa a V-a, a IX-a şi a XlI-

a). Deseori într-o nouă treaptă de învăţământ nu sunt cuprinşi în acelaşi colectiv 

(clasă) toţi elevii care în anul precedent au fost în aceeaşi clasă. Mai ales în clasa a 

IX-a, profesorul lucrează cu elevi pe care trebuie să înceapă a-i cunoaşte. Pe baza 

testului dat la începutul anului, el îşi formulează nişte obiective speciale, care să cuprindă 

recuperarea cunoştinţelor la elevii rămaşi în urmă sau dezvoltarea elevilor dotaţi pentru 

matematică. 
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Dăm un exemplu de astfel de test iniţial de cunoştinţe, la clasa a  IX-a : 

1. Să se scrie explicit mulţimea 

 | ,   numere prime care verifică relaţia 2 20A x x x x   �  

2. Să se determine mulţimile A  şi B  ştiind că  1,2,3A B  ,  

 1, 2A B  , A B . 

3. Să se calculeze:      2

2 1 62
5 3 5 : 0, 316,25

2

 
  


. 

4. Să se compare numerele: 303202  şi 202303 .      

5. Să se simplifice fracţia: 
2 2 2 2

3 3 2 2 3

1 :1 11 3 3
a a ab b a b
a a a b ab b

a b

   


   
. 

6. Să se determine x  pentru  care are loc inegalitatea 2 7 3x x   . 

7. Să se deseneze un triunghi dreptunghic isoscel şi un patrulater înscris în 

cerc. 

8. Să se afle volumul şi aria unui cub de diagonală 3a . 

 

Considerăm că prin astfel de teste aprecierea este mai obiectivă decât 

prin a l te  procedee, dacă avem grijă ca elevii să nu copieze unii de la alţii. 

Prin problemele propuse se urmăresc diferite obiective. De exemplu, 

prin problemele 3 şi 5 din test, verificăm capacitatea elevului de a calcula rapid şi 

corect când stăpâneşte definiţiile operaţiilor care intervin, priceperea de a urmări scopul 

unor operaţii (simplificarea); prin exerciţiul 1 verificăm abilitatea de a interpreta datele 

simbolice; prin problema 7 măsurăm priceperea de a reconstitui şi reproduce definiţii şi 

simboluri (nu-i suficient numai desenul, ci trebuie scris, de exemplu, pentru triunghiul 

ABC  dreptunghic isoscel, măs 90A
   

 
, AB AC ) etc. 

Evaluarea se face prin acordare de notă la fiecare problemă şi apoi o 

medie a notelor tuturor problemelor (când toate problemele au acelaşi grad de 

dificultate), sau acordarea de punctaj pentru fiecare problemă şi notarea corespunzător 

punctajului (când problemele propuse nu au acelaşi grad de dificultate). 

Dacă profesorul cunoaşte elevii se mai poate proceda şi la evaluări cu 

teste diferenţiale. De exemplu se dau probleme pentru nota 5 sau 6, pentru nota 7 sau 
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8 şi probleme pentru nota 9 sau 10. Elevii optează pentru o problemă sau alta, la 

rezolvarea corectă a problemei primind nota anunţată. Se acordă nota 1, dacă 

rezolvarea nu este corectă, indiferent de problema aleasă. 

Un elev foarte bun, dar care nu este destul de curajos, poate rezolva 

problema de 7 sau 8. Dacă timpul afectat rezolvării n-a trecut, el poate încerca şi 

rezolvarea problemei de nota 9 sau 10 acordându-i-se un punctaj în plus, dacă 

rezolvarea este corectă, până unde a ajuns. Dacă rezolvă bine două din probleme 

primeşte nota de la problema notată mai mult. 

O altă formă de apreciere este notarea răspunsurilor la probleme deo-

sebite puse în diferitele momente din lecţie, cu formulări de tipul: „cine rezolvă corect 

următoarea problemă ia nota 10” şi se notează cu 10 unu, doi elevi care au 

prezentat primii caietul şi dacă răspunsurile au fost perfecte. 

Subliniem încă o dată că, oricare ar fi procedeele de apreciere, profesorul 

trebuie să-şi fixeze mai întâi nişte criterii care să acorde o tot mai mare valoare 

calităţii cunoştinţelor, participării active a elevului la lecţie, curiozităţii lui ştiinţifice, să 

deplaseze într-un  cuvânt accentul de pe informaţie, pe formaţie. 

În concluzie, ţinând seama de recomandările lui A. Revuz, toate 

mijloacele de comunicare trebuie şi pot fi utilizate : vorba, gestul, textul citit sau ascultat, 

desenul, crochiurile, imaginile fixe sau animate, filmul vorbit sau mut sub diversele lui forme 

tehnice, televiziunea etc. Dacă anumite metode prin vechimea lor sunt mai mult 

utilizate ca altele noi, nici una nu o exclude şi nu este înlocui tă de alta. 

Succesul activităţii profesorului în însuşirea matematicii, deci, nu este 

asigurat de utilizarea unei singure metode. Nici una din metode nu constituie un 

panaceu universal. Numai îmbinarea şi folosirea unui evantai cât mai larg de 

metode, variaţie dictată de conţinut, vor permite profesorului să realizeze 

obiectivele majore ale învăţării matematicii şcolare. 
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