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CAPITOLUL |

ELEMENTE INTRODUCTIVE

In dezvoltarea matematicii moderne un rol hotérator l-au jucat cercetarile
matematicienilor din secolul al XIX-lea si descoperirile lor in legatura cu interpretarea
geometrica a numerelor complexe, cu dezvoltarea geometriilor neeuclidiene si descoperirea

teoriei grupurilor si a teoriei multimilor.

1.1 NOTIUNI FUNDAMENTALE

Notiunea de procent a fost introdusa inca din clasa a Vl-a (algebra) in modul

urmator:

S-a convenit sa se foloseasca pentru %nota’gia 1%. Citim ,1 la sutd” sau ,un

procent”. Analog 3% Tnseamné%gi se citeste ,3 la sutd” sau ,3 procente”; p% inseamna

L >0
0g(P<Q P=0).

Procentele si calculele cu procente au o foarte mare insemnatate in practica si

anume:

1) aflarea a p% dintr-un numar dat

In general aflarea a p9% dintr-un numar a se calculeaza x = %a

2) cresteri si scaderi cu atat la suta

3) aflarea unui numar cand se cunoaste p%din el

In general dacé se cunoaste cd p%, p = O0dintr-un numar necunoscut este

egal cu b atunci Lx:b:>x:b@.
100

p
4) aflarea raportului procentual

In general daca vrem s& aflam cat la suta dintr-un numar a este un numér b

) X 100b
scriem —a=b=>x="—"—,a=0.
100 a



Alte rapoarte folosite in practica sunt: promila, titlul unui aliaj, dobanda.

Notiunea de procent se reia la anul | pentru scolile profesionale (autori: Monica
Drambe, Mihai Galatanu), parcurgandu-se aceleasi etape si definindu-se aceleasi notiuni ca
la clasa a Vl-a.

Observatie:

Notiunea de dobanda se introduce cu ajutorul notiunii de procent utilizandu-se
exemple concrete.

Calculele cu procente sunt intalnite apoi Th manualul pentru clasa a X-a M2

(profil stiinte sociale, silvic ...) in cadrul capitolului Calcul numeric si elemente de matematici

financiare.

Se porneste de la exemple de genul: ,incepand de saptamana trecuta benzina
s-a ieftinit cu 10 procente”, ,nivelul de trai a crescut cu 5,4 |la suta fatad de aceeasi perioada a
anului trecut”...

In aceste exemple este vorba de comparare a doud valori. Una din aceste
valori se numeste valoare de baza si va fi pusa in corespondenta cu numarul 100. Cealalta

valoare, numitd valoare procentuala, este pusa in corespondentd cu p, care trebuie

exprimat. Avem:

a.......100
o T o
rezults E: p sau valoarea procentuala _ procent
a 100 valoarea de baza 100

Se definesc aceleasi notiuni ca la clasa a Vl-a.
Observatie:
In practica se mai folosesc si alte rapoarte asemanétoare procentelor. Amintim

pe cele mai des intalnite:

1. promila p%, este raportul P

1000
2. titlul unui aliaj in care intra un metal pretios (aur, argint, platina) este

raportul dintre masa metalului pretios continut in aliaj si masa aliajului
m m : o . .
T=—,m=T-M, M=—, T —titlul aliajului, m — masa metalului pretios,

M — masa aliajului.

Capitolul prezinta apoi Dobanzi. TVA. Profit

in circulatia valorilor banesti se obignuiegte ca, pentru o suma de bani data sub

forma de Tmprumut, sa se plateasca o suma majorata. Majorarea se numeste dobanda si ea



depinde de marimea sumei depuse si de perioada pentru care a fost depusa. Cel care
depune banii este numit creditor iar cel care primeste bani (se imprumuta) este numit
debitor.

Definitie:

Dobanda reprezinta suma pe care trebuie sa o plateasca debitorul creditorului
sau pentru folosirea disponibilitatilor banegti ale acestuia pana la restituirea lor.

Suma platita de debitor In marime absoluta, de numeste masa dobanzii si va fi
notatd cu D. Pretul platit de debitor pentru a dispune pe timp de un an de 100 de unitati
monetare (lei, dolari, euro...) se numeste rata dobanzii si va fi notata cu d’ (sau r in functie
de autorul manualului).

Observatie:

Rata dobanzii se exprima in procente anuale.

Daca creditul acordat are marimea S, atunci rata dobanzii d'este data de
, D
formula d =3 100 (2).

Exemplu: O banca acorda un credit de 20.000.000 lei pe o durata de un an cu

rata dobanzii 40%, atunci marimea dobanzii D = ZOOOOOOO% = 8000000 lei.

Observatie:

Prin aplicarea formulei (1) se spune ca se determina dobanda simpla. Modul

de calcul este foarte bun, daca durata creditului nu depaseste un an.

Formula dobanzii simple este D = Sd'nunde,

D - masa dobanzii (sau dobanda in valoare absoluta)

S - creditul (sau suma imprumutata)

d’- rata dobanzii

n- numarul de ani.

Daca durata creditului depaseste un an si dobanda se adauga la capitalul dat
cu imprumut (se capitalizeaza), ea va fi luata in calculul dobanzii pe anul urmator, la fel ca

suma initiala. Acest tip de dobanda se numeste se numeste dobanda compusa.

O suma S, depusa ca depozit bancar, devine dupa un an S, S, =S,+D,
unde D, - dobanda anuala corespunzatoare D, =S,d’ deci S, =S, +S,d" =S,(1+d’). Dupa
doi ani, depozitul initial devine S, =S, +D,, D, =S,d", S, =S, +S,d"=S,(1+d")=S,[1+d")’

Generalizand, o suma S, devine dupa n ani S, S, =(1+d’)" atunci masa

dobanziieste D=5, -S,.



Exemplu:
O persoana depune pe termen de trei ani suma de 9.000.000 lei la o banca cu

rata anuala a dobanzii d'=40%. Care este suma de care dispune persoana dupa trei ani.

$,=9.000.000, d'==40%, n=3

3
S, =S,(1+d')’ deci S, =9.ooo.ooo(1+%] =24.696.000.

Taxa pe valoare adaugata (TVA)

TVA este un impozit indirect exprimat in procente care se stabileste asupra
vanzarilor bunurilor si a prestarilor de servicii.

Impozitele indirecte sunt impozite cuprinse in preturile bunurilor si serviciilor
sub forme si denumiri diferite: TVA, accize, taxe vamale... .

Impozitele indirecte se caracterizeaza prin faptul ca acei care la platesc (la
bugetul statului) sunt unitatile economice care vand bunuri sau presteaza servicii iar cei care
le suporta sunt cumparatorii (intra in pret).

Plata TVA (ca impozit indirect) este fractionatd deoarece ea se calculeaza pe
fiecare stadiu care intervine in producerea si comercializarea bunului economic.. marimea
absoluta a TVA depinde de baza de calcul si cota de impozitare.

Elementele care compun baza de calcul (de impozitare) sunt diferite, in functie
de situatia data cum ar fi: preturile si tarifele negociate, preturile de piata, costurile bunurilor
executate de agentii economici.

Practic, TVA se aplica numai asupra diferentei dintre pretul de véanzare si pretul
de cumparare, respectiv numai asupra a ceea ce se numeste valoare adaugata de catre
fiecare agent economic participant la procesul de productie si circulatie a marfii respective.

In tara noastra TVA a fost introdusa in 1992 si modificata ulterior astfel:

anul Actul normativ Valoare TVA
(procente)
1992 Ordonanta Guvernului nr 3 18%
1998 Hotararea Guvernului nr 512 22%
1999 Ordonanta Guvernului nr 215 19%
Profit

Diferenta care exista intre veniturile si cheltuielile unei societati (regie,
contribuabil) se numeste profit, daca valoarea diferentei este un numar pozitiv gi pierdere

daca valoarea diferentei este un numar negativ.

Exemplu:



Un atelier produce intr-o luna mobilier care are pretul total de vanzare de

205.000.000 lei. Se stie ca pentru realizarea mobilierului sau facut urmatoarele cheltuieli:

- cheltuieli cu materia prima 125.000.000 lei
- cheltuieli cu salariile angajatilor  15.000.000 lei
- cheltuieli cu intretinerea utilajelor 2.300.000 lei
- cheltuieli cu energia 1.500.000 lei
- cheltuieli cu amortizarea 2.000.000 lei

Total 145.800.000 lei

Diferenta 205.000.000 — 145.800.000=59.200.000 arata ca atelierul a realizat
un profit impozabil de 59.200.000 lei. Stiind ca impozitul pe profit este 25% va rezulta un

profit net 59.200.000(1—120—%] = 44.400.000ei.

Profitul este cunoscut si sub numele de beneficiu si reprezinta castigul,
avantajul realizat sub forma baneasca dintr-o actiune, operatie sau executarea unei activitati.
Referitor la profit exista doi indicatori importanti: masa profitului si rata profitului.

Masa profitului (respectiv suma pe care o reprezinta profitul unei unitati

economice, al unui agent sau al economiei nationale) se determina ca diferenta intre venituri
si cheltuieli.

Exemplu:

O firma privata a realizat in anul financiar trecut un venit total de 12,5 miliarde
lei in conditiile unor cheltuieli in valoare totala de 11,3 miliarde lei.

Masa profitului (notata cu p)vafi p=125-113=12miliarde lei.

Rata profitului se calculeaza fie ca raportul procentual intre masa profitului si

volumul capitalului folosit, fie ca raport intre masa profitului si cifra de afaceri. Rata

profitului= P100 saurata profitului= L100,
C CA

p - masa profitului,
C - capitalul folosit
CA - cifra de afaceri (volumul incasarilor din activitatea proprie).
Astfel, tindnd cont de exemplul anterior, rata profitului este

R, = 2100 =9,6.
125

Observatie:



Remarcam ca profitul este o parte a pretului unui bun sau serviciu obtinut dintr-

o activitate economica prer = cost + profit .

Exemplu:
Un atelier, folosind 34.00.000 lei, realizeaza 10.000 caiete si isi propune sa

livreze caietele la presul de 4500 lei bucata. Care va fi profitul realizat de atelier in urma
acestei activitati? Dar rata profitului?

Rezolvare: conform formulei da mai sus avem

4.500-10.000 = 34.000.000 + p rezulta p =11.000.000, iarR = ;—1100 =32,25.

Observatie:

Ca aplicatii a notiunii de procent apar tipuri de probleme.

1. Calcularea costului/pretului unui produs/serviciu
Pentru a obtine bunuri economice si servicii, agentii economici fac o serie de
cheltuieli.

Costul de productie — care reprezinta cat il costa pe intreprinzator producerea

unui bun sau serviciu, este expresia in bani a consumului de factori de productie necesar
producerii si vanzarii de bunuri materiale si servicii, concretizat in cheltuieli pentru materii
prime, materiale, combustibil, energie, masini unelte, instalatii, salarii ... si pe care le suporta
agentii economici (atat cel producator cat si cel consumator, deoarece el cumpara un produs
care are pret constituit din cost plus profit). Costul de productie este o parte a pretului de
vanzare al bunului/serviciului respectiv.

Costul fix (C.) — este determinat de consumurile fixe si desemneaza acele
cheltuieli (consumuri) care pe termen scurt raman neschimbate, independente de
modificarea volumului productiei(chirii, asigurari, amortizarea capitalului fix, cheltuieli cu
intretinerea, iluminatul si incalzitul sediului firmei, salariile personalului administrativ).

Costul variabil (C, ) — este determinat de consumurile variabile precum: materii

prime, combustibilul si energia pentru productie, salariile personalului ocupat in productie
etc. .

Costul total de productie (C,) — este generat de consumurile aferente intregii

productii. El este suma costurilor fixe gi variabile. C, =C. +C,

Costurile totale (C,;) — desemneazad suma dintre costurile de productie

(fabricatie) si costurile de distributie (desfacere).
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Intru-cat fiecare unitate economicé produce mai multe produse, servicii de
acelasi fel este firesc sa se calculeze gi costul mediu (unitar).
Costul mediu (unitar) reprezinta costul (consumul) pe unitatea de

produs/serviciu realizat.. el poate fi fix (C, ), variabil (C,,) si total (C,,) fiecare reprezentand

raportul dintre costurile globale respective (fixe, variabile, totale) si cantitatea de

bunuri/servicii produse (productia Q).

2. Amortizari de investitii

O masina, o instalatie, un imobil are o anumita durata de viata. Dupa un numar
de ani ele vor deveni depasite din punct de vedere tehnic.

Mijloacele fixe ale unei societati sunt constituite din: masini, utilaje, instalatii,
mijloacele de transport, cladiri. in procesul de producere a bunurilor materiale si serviciilor
aceste mijloace fixe se uzeaza (depreciaza) fizic si moral si in acest sens se constituie
fondul de amortizare. Acest fond este destinat inlocuirii mijloacelor fixe scoase din uz, iar
uneori si pentru finantarea reparatiilor capitale destinate mentinerii in stare de functionare a
mijloacelor fixe existente.

Atunci cand reparatiile capitale sunt finantate din amortismente se poate

V., +R,

< < . D
calcula o norma globala de amortizare N, cu formula: N, = V” 100 unde

i
V, - valoarea de inventar
R, - suma reparatiilor capitale ce se vor efectua pe parcursul perioadei de

serviciu.

D, - durata normala de serviciu a activelor fixe.
Atunci cand nu se efectueaza R, formula normei globale de amortizare devine

N = Y 100100
D -V. D

n 1 n

Exemplu:
Daca V.=3,2 miliarde lei, R, =480.000.000 lei si D, =3 ani atunci

3200+ 480
%~ 3.3200

Se utilizeaza si un alt indicator, numit norma speciala de amortizare

100 =38,33.

11



R
N_ =

sa

k_100.

n 1

Norma de amortizare poate tine seama si de valoarea reziduala V, ce se obtine

cu ocazia lichidarii mijloacelor fixe si atunci se calculeaza cu formula
V. +R, -V,

N, =——"100.
V.

1

In practica financiara se utilizeaz& mai multe categorii de norme de amortizare:
- proportionale

- regresive sau accelerate

- progresive si fiecare se exprima cu formule specifice.

12



CAPITOLUL I

DOBANDA SIMPLA S| DOBANDA COMPUSA

2.1. INTRODUCEREA DOBANZII SIMPLE

in operatiile financiare, sunt folosite, in functie de caracterul operatiei,
formulele dobéanzii simple sau ale dobanzii compuse.

Daca dobanda se calculeaza asupra aceleiasi sume, pe toata durata
Tmprumutului, ea este numita dobanda simpla. Asadar, dobanda simpla, se calculeaza, fara
sa fie adaugata vreodata la suma imprumutata pe toata durata imprumutului.

Dobéanda calculata la o unitate monetara, adica 1 leu pe timp de un an, se
numeste dobanda unitara si este fireste egala cu a suta parte din procent.

Notéand cu:

S - suma depusa sau imprumutata
t- timpul in ani;

P - procentul;

i - dobanda unitara;

D - dobanda simpl3;
avem relatiile: i L sau P =100i .
100

Tindnd seama deci ca, pentru 1 leu, se calculeaza timp de un an o dobanda

egala cu i, atunci pentru 1 leu, pe o durata de t ani, se va calcula o dobanda de t ori mai

) Pt . . . " o
mare;: 't:ﬁ’ iar daca vom considera in loc de un leu o suma S, vom avea valoarea

dobéanzii D = Sit = % (11,1,1).- formula dobanzii simple. Deoarece in aceasta formula intra 4

elemente fundamentale, cunoscand oricare trei 1l putem determina pe cel de-al patrulea.

Deci avem:
S =_2= D-100 (1,1,2)
it P-t
=D D-100 (1,1,3)
IS S-P

13



D-100
S-t

P= (I1,1,4).

Stiind ca P =100i deducem i:% (1,1,5).

. , . e o t
In expresia care ne da formula dobanzii simple, consideram t:?k unde

k reprezinta numarul de parti egale in care este impartit anul, iar t, un numar oarecare de

asemenea parti din an pentru care se calculeaza dobanda avem:

_Sit,  SPt,
Kk

D

(I1,1,6).

Observatie:
Pentru k =4, formula (11,1,6) ne da valoarea dobanzii simple pentru t, trimestre,
iar pentru k=12, obtinem valoarea corespunzatoare pentru numarul de luni pe care-l

reprezinta t,, deci avem:

u _
4 400 12

o Site _SPt o Sit, _SPt,
1200

Dacd ludm k=360, formula (I1,6) devine: D=—1t = _SPL  (11,7) unde
360 36000

treprezinta zile.
Dobéanda calculata in raport cu numarul real de zile este data de formula ?’ST';
si poarta numele de dobanda reala sau rationala.
Observatie:
Dobéanda practica este evident mai mare decat dobanda rationala.
Diferenta dintre aceste doua dobéanzi este:
Sit  Sit Sit

L (11,1,8)
360 365 26280

Exemplu:
Ce suma trebuie depusa cu dobanda pe timp de 200 zile cu 3%, pentru a

produce aceeasi dobanda ca suma de 10000 lei, pe timp de 150 zile, cu 6% pe an?
Scriind egalitatea ce trebuie sa existe intre dobanzi avem:
§-0,03-200 10000-0,06-150

de unde
360 360
_ 10000-0,06-150 15000
0,03-200

14



2.2. SUMA ACTUALA SI SUMA FINALA

Fie S, o suma depusa la CEC in momentul t=0. La aceastd suma se va
calcula in intervalul de timp [0,t] adic& pe o duratd de timp egald cu \ ani, o dobanda D,,
adica D, =S, -i-t.

Suma S,+D,, care reprezinta valoarea initiala plus dobanda pe o durata de
timp egala cu yvani, o numim suma finala, valoare finala sau valoare disponibila peste yani.
Avem astfel, notdnd aceasta suma finala cu S, formula S, =S, + D, (Il, 2, 1) care se mai
poate scrieS, =S, + St

sau S, =S, (1+it) (11,2,2).

Cu ajutorul ei se poate calcula suma finala, cadnd se cunoaste cea initiala,
procentul P sitimpul t, adica serveste la rezolvarea problemelor de aflare a valorilor finale.

O problema inversa acesteia este aceea a aflarii valorii actuale a unei sume

disponibile peste t ani.
Valoarea actuala fiind in acest caz S, =S, —D, (l1,2,3).

St
+it

Din relatia (11,2,2) deducem: S, = 1 (I1,2,4) adica formula care ne permite sa

stabilim valoarea initiala sau actualda a unei sume la momentul t=0, cunoscandu-se
valoarea disponibila peste 1yani, procentul de calcul si durata yani a imprumutului.
Observatie:
In cazul cand ireprezinta fractiuni din an, in formulele (11,2,2), (11,2,4) se face

t

t:?k, undek reprezinta numarul de parti egale in care este impartit anul, iar t, durata de
timp exprimata in asemenea unitati ce reprezinta fractiuni din an.
Astfel avem: S, =S, [ 140 | (11,2,29, S, =—>— (11,2,4).
k -t
1+1-%
k
In cazul cand k =360, avem S, =S, (1+Lj si
360
S, s
Sy = n (11,2,5) unde 1yreprezinta zile.
1+ —
360

15



2.3. METODE PRACTICE PENTRU CALCULUL DOBANZII SIMPLE

Metoda numerelor

Consideram formula dobanzii simple D :32%, in care impartind in membrul

al doilea si numaratorul si numitorul cu P, avem expresia D :%Sﬁ.
P
y . y < A 36000
Produsul Stse noteaza cu N si poarta numele de ,numar”, iar catul se

noteaza cu df si poarta numele de ,divizor fix". Cu aceste notatii ultima formula devine:
N

D=— (ll, 3,1).
o ( )

Principalul motiv pentru care in practica se considera in calculul dobanzilor
anul de 360 zile, este ca acest numar se poate utiliza mai usor in calcule si este divizibil cu
toate numerele de la 1 la 10 in afara de 7. acest fapt se poate constata si din tabloul

divizorilor ficsi:

P df = @ P df = @
1% 36000 6% 6000
2% 18000 7% 5142,857
3% 12000 8% 4500
4% 9000 9% 4000
5% 7200 10% 3600

Exemplu:
Sa calculam prin metoda numerelor, dobé&nda obtinuta de un depunator la o

suma de 100000 lei, cu 6% pe timp de 120 zile. Aplicam formula D:dﬁf, unde

N =100000120=12000000 iar df = % =2000ei.

Aceasta metoda aduce simplificari mari de calcul, atunci cand avem de calculat
dobéanda pentru o serie intreaga de sume depuse pe durate diferite, dar toate cu un acelasi

procent.
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Metoda partilor alicote ale sumei

Consideram formula dobanzii simple D :j—: si sa presupunem ca S =df . In

acest caz vom avea D :%:t .(11,3,2) Adica, daca suma este egala cu divizorul fix, dobanda

este egala cu numarul de zile.

Dobéanda fiind proportionald cu suma, se va descompune suma data in multipli
si submultipli divizorului fix. Acesti multipli si submultipli poartd numele de parti alicote.
Dobanda stabilindu-se ugor pentru fiecare din aceste parti, dobanda sumei date va fi egala
cu suma tuturor dobanzilor partilor in care ea s-a descompus.

Metoda partilor alicote ale timpului

In formula D :%dacé consideram t:%, adica timpul este egal cu a 100- a

df
o , St _“'100 S
parte din divizorul fix, avem D =—=—>—>=—{(1l,3,3).
df df 100

Adica, daca timpul este egal cu a 100-a parte din divizorul fix, atunci dobanda
este egala cu a 100-a parte din suma. Vom descompune deci in multipli si submultiplii
divizorului fix impartit la 100, pentru care se aplica aceasta reguld de stabilire a dobanzii,
apoi se face suma dobanzilor partiale.

Metoda partilor alicote ale procentului

Aceasta metoda se foloseste de obicei, atunci cand procentul este un numar

zecimal, adica in cazul cand divizorul fix este un numar cu care se lucreaza greu.

2.4. METODE DE CALCUL AL DOBANZILOR IN CONTURILE
PURTATOARE DE DOBANZI

Tn scopul explicarii metodelor, adoptdm in mod arbitrar conturi cu o linia turd de
sase coloane pentru debit si tot atatea pentru credit.

In prima coloana , se trece data la care se efectueaza operatia:

In a doua coloana, se trece operatia pe scurt cu detalii, indicatii etc.;

In coloana a treia, se Inscrie data la care incepe calcularea dobanzii:

Coloana a patra serveste pentru inscrierea sumei:

Coloana a cincia serveste pentru inscrierea zilelor pentru care se percepe

dobanda:
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Coloana a sasea serveste fie pentru a inscrie dobanda, direct, fie pentru a
inscrie numerele care vor fi folosite pentru calculul dobanzilor prin metoda numerelor si a
divizorilor ficsi.

1. Metoda directa sau progresiva

Dobéanzile sunt calculate, in metoda directa, pentru fiecare suma din debit sau
din credit, de la data inceperii calculului dobanzii pana la inchiderea contului, sau data
scadentei, daca aceasta este anterioara celei inchiderii contului.

In coloana a cincia se trece numérul de zile pentru care se calculeaza dobanda
sumei respective, iar in coloana a sasea se trec dobanzile respective, calculate cu unul din
mijloacele rapide de calcul.

Dupa ce toate cele sase coloane au fost completate se procedeaza la
nchiderea sau regularizarea contului.

Se face mai intai soldul dobanzilor, care se gaseste in coloana a sasea si se
trece apoi acest sold in coloana a sasea a debitului sau creditului, adica acolo unde totalul
dobéanzilor este mai mic cu explicatia ,Balanta dobanzilor cu 6%”.

Dupa aceasta inscriere, totalurile celor doua coloane a sasea de la debit si
credit trebuie sa fie egale. De la acest sold al dobanzilor cu 6% se trece apoi prin metoda
partilor alicote la dobanda corespunzatoare procentului nominal al contului. Aceasta
dobanda se va trece in partea opusa a contului fata de inscrierea soldului cu 6% si anume in
coloana a patra, dupa cum soldul este debitor sau creditor. Dupa aceasta inscriere, se face
apoi soldul sumelor din coloana a patra, care este soldul efectiv al contului. Acest sold se
trece in partea opusa a contului cu specificatia ,Balanta sumelor”. Dupa aceasta inscriere,
totalurile sumelor din coloana a patra trebuie sa fie egale.

Se subliniaza contul cu doua linii paralele si cu aceasta operatie se considera
contul inchis.

Se inscrie dupa aceasta din nou soldul in coloana a patra, a debitului sau
creditului, dupa cum soldul este debitor sau creditor, cu data zilei in care s-a inceput calculul
dobanzii si s-a incheiat contul. Contul astfel operat se poate continua apoi mai departe
inscrierea operatiilor viitoare. Se poate, ca in locul acestui cont, sa se deschida un nou cont
in care prima operatie este inscrierea acestui sold.

Exemplu:

Consideram un cont curent de dobanzi incheiat prin metoda directa, debitorul
acestui cont fiind Banca Nationald, iar titularul contului o societate oarecare, clientul A.

Procentele sunt reciproce. Procentul nominal al contului este de 4%.

Operatiile inscrise in acest cont curent de dobanzi sunt urmatoarele:
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1. la 11 ianuarie clientul A depune in contul sau suma de 50000 Iei.
Operatia se inscrie in creditul contului.

2. la 20 ianuarie se depune cererea de plata nr.10 pentru achitarea unei
facturi de platd la 31 ianuarie. Inscrierea se face n debitul contului,
pentru ca operatia se face pentru clientul A.

3. la 20 februarie se plateste, pentru clientul A, cererea de plata nr.102 in
valoare de 10000 lei, care conform principiului cunoscut se trece in
debitul contului.

4. la 26 februarie se primeste pentru contul clientului nostru suma de
20000 lei. Operatia se trece in credit.

5. la 10 martie clientul A depune suma de 10000 lei, deci operatia se trece
n creditul contului.

6. la 10 martie se achita cererea de plata nr.250, de plata facandu-se
pentru clientul A, operatia se inscrie in debitul contului.

Dupa inregistrarea acestor operatii se efectueaza inscrierea contului la data de
31 martie a.c. . Se completeaza in acest scop coloanele 5 si 6. coloana a cincia se
completeaza cu numarul de zile, ziua achitarii facturii neintrand in calculul zilelor. Astfel
pentru operatia de la 31 ianuarie, ziua de 31 ianuarie nu intra in calcul, numarul de zile fiind
28+31=59 .

Dupa calculul zilelor se efectueaza calculul dobanzilor cu 6%, care se trec in
coloana a sasea a contului. Se calculeaza apoi soldul dobanzilor, totalizand coloana a sasea
din debit si credit si se gaseste: 803-367=436. Acest sold fiind creditor pentru balansare se
trece n debitul contului in coloana a sasea. Se totalizeaza cele doua coloane a sasea si se
obtine acelasi total 803.

Se trece apoi de la dobanda cu 6% la dobanda corespunzatoare procentului
nominal al contului, adica la 4%. Calculul se face prin metoda partilor alicote ale procentului
si se gaseste 291 lei. Aceasta suma se trece in coloana a patra a sumelor. Se calculeaza
dupa acesta, soldul sumelor totalizdnd coloana a patra din debit si credit si se gaseste:
80291-60000=20291 lei. Acest sold fiind creditor, se trece pentru balansare in debitul
contului Tn aceeasi coloana a patra a sumelor. Se totalizeaza acum coloanele a patra a
sumelor din debit si din credit si se gaseste acelasi total 80291.

Se subliniaza cu doua linii aceste totaluri ale sumelor si ale dobanzilor, contul

fiind astfel incheiat.
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Pentru continuarea operatiilor si pentru ca soldul contului a fost creditor, se
inscrie din nou, in creditul contului, cu data de 1 aprilie, acest sold cu data inceperii

calculului dobanzii la 31 martie si valoarea sa de 20291 lei, cum se poate urmari :

Model
Metoda directa
Debit Credit
Data de N Data de N
... | c&nd incepe I Ao ... | c&nd incepe r. o
data explicatii calculul sume Z(?:a dobénzi data explicatii calculul sume Z(?:a dobanzi
dobanzii € dobanzii €
lan, 20 | Cererea de | o 20.000 | 59 | 197 lan. 11 | Varsamant | lan. 11 50000 |79 | 658
plata nr 10
Feb.20 | Cererea de | oo o, 10.000 | 39 | 65 Feb.26 | Varsamant | Feb. 26 20000 |33 | 110
platd nr 102
Martie | Cererea de | \\o o190 | 30000 | 21 | 105 Martie |\ ircamant | Martie 10 | 10000 |21 | 35
10 plata nr 250 10
Balanta Dobénzi cu
dob cu 6% 436 4% 291
Soldul 20.291
sumelor
sold din 80.291
Total ... 80.291 803 Apr. 1 nou Martie 31 803
20.291

2.Metoda indirecta

Aceasta metoda se mai numeste si metoda retrograda si se bazeaza pe
urmatorul principiu:

Daca D, este dobanda pentru t, zile, iar D, este dobanda pentru t, zile,
atunci D, —D, reprezinta dobanda pentru durata de timp t, -t,, t,si t,, reprezinta masura
a doua intervale de timp oarecare.

Metoda indirecta, tindnd seama de principiul prezentat se bazeaza pe
urmatoarea observare:

Fie Oto axa pe care marcam timpul t, si t,, doua limite de exemplu data

deschiderii si inchiderii contului, iar t; data cand incepem calculul dobanzii pentru suma S, .

2.5. INTRODUCEREA DOBANZII COMPUSE

Dobanda compusa este legata de operatiile financiare pe termene mai lungi.
Termenele lungi sunt impartite in perioade egale, de obicei de un an, dobanda calculandu-
se la sfarsitul fiecarei perioade si adaugandu-se la suma depusa. Asadar, la sfarsitul unei
perioade se produce o convertire a dobanzii in suma considerata. In perioada urmétoare, pe
langa suma depusa, dobanda va fi calculata si la dobanda din perioada precedenta. Aceasta

modalitate de calcul al dobanzii aduse de dobanzile anterioare, cunoscuta inca din vechime
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sub denumirea de anatocism, face sa obtinem pe langa suma plus dobanda sa simpla, inca
0 suma care reprezintd dobanda la dobanda. Dobanda compusa apare, deci, ca diferenta
dintre suma finala, marita prin convertirea dobanzii gi suma de care s-a dispus initial.

Acordam denumirea de suma finala sau valoare finala sumei totale care
include, pe langa suma initiala, toate dobéanzile obtinute dupa metoda de mai sus, pana la
expirarea duratei de timp considerate.

Sa stabilim valoarea finala S, a unei sume initiale S; cu dobanda unitara i,

peste t ani, daca la sfarsitul fiecarui an, suma de la inceputul anului respectiv se mareste cu
dobanda produs& de ea in cursul aceluiasi an. In aceasta situatie dobanzile produse in
cursul anului se convertesc in suma la sfarsitul fiecarui an.

Pentru a stabili In aceste conditii valoarea finala S,, facem urmatorul

rationament, folosind notatiile intrebuintate si pana acum.

Suma initialda S, lei, depusa la inceputul primului an, va produce in cursul
acestui an dobanda S;i lei. La sfargitul anului, aceastd suma impreuna cu dobanda
calculata, reprezintd suma S, + S,i . Notand aceasta suina cu S, avem:

S, =S, (1+1i).

Asadar, S, este noua suma realizata la sfarsitul anului, provenita din suma
initiala S, marita cu dobanda lui S, Tn cursul anului.

La inceputul anului al doilea, dispunem de suma S, care in mod analog va
produce dobanda S,i, agsa ca la sfarsitul anului al doilea, suma S, impreuna cu dobanda
produsa de ea in cursul anului, devine:

S, =S, (1+i).
Tindnd seama insa de valoarea lui S data de relatia precedenta, avem:
S, =S, (1+i)(1+i)=S, (1+i)’

Pentru a ajunge cu acest rationament pana la formula cautatd pentru S, ,
folosim urmatoarea schema:

S, lei devin dupa 1 an S, =S, +S;i =S, (1+i);

S, lei devin dupa 2 ani S,=S,+S,i=S, (1+i)=S, (1 +i)"

S, lei devin dupa 3 ani S,=S, +S,i=S, (1+i)=S,(1+i)’
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S, lei devin dupa tani S,=S_, +S,,i =S, (1+i)=S,(1+i).

Agadar, valoarea finala S, a sumei S; dupa t ani, in cazul cand dobénda
produsa in cursul unui an se adauga la suma la sfarsitul anului, este data de formula:
S, =S, (1+i) (11,5,1)
care poarta numele de formula dobanzii compuse.
Prin metoda inductiei matematice se poate demonstra usor ca formula (5.1)

este valabila pentru orice t intreg si pozitiv.

In adevar, pentru t = 0,1,2,...,t formula se verifica direct.

Admitem ca (l1,5,1) este valabila si sa aratam ca subzista relatia:

St =S (1+i)"  (152)
Cum:

Sy =S, +Si,
iar conform relatiei (11,5,1)

S, =S, (1+i),
avem

Sea =S (L+1)+S, (L+i) i =S, (1+i) (1+i)

sau

t+1

Sy =S, (1+1) (11,5,3)

In cazul cand t nu mai este un numar intreg, formula totusi subzista.
Sa presupunem ca t=t'+x unde t' este un numar intreg, iar x<1.

La sfarsitul a t" ani, valoarea finala a lui S, va fi:
Sp =S, (L+i)" (1,5,4)

iar la expirarea timpului t =t’'+ x vom avea pentru valoarea finala a lui S,:

S, =S, +S,ix (1,5,5)
sau.
S, =S, (@L+i)" +S,(L+i)" -ix (11,5,6)
adica:
S, =S, (L+i)" (L+ix) (1,5,7)

Tindnd seama de dezvoltarea in serie a lui Mac-Laurin,

(L+i)* =1+xi +%x(x—1)i2 +...
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si cum i este foarte mic (de obicei cateva sutimi) putem neglija termenii care
contin pe i%, i%, ..., asa ca vom putea lua
@+)* 0 @A+ix). (11,5,8)
Asadar formula (I1,5,7), devine:
S, =S (1+i) (1+i) =S, (1+)

t'+X

sau
S, =S, (1+i)
Dobéanda compusa fiind conform definitiei date, diferenta dintre suma finala si
cea initiala, notand-o cu Dy, va fi deci:
D' =

t

S, —$S,
sau
D/ =S, (1+i) -,
adica:
D; = Sy (1+i)' ~1] (11,5,9)
Formula (11,5,9) ne da valoarea efectiva a dobanzii compuse adusa de o suma
S, ntimp de t ani, cu dobanda unitara i%.

a) Calculul elementelor fundamentale ale formulei dobanzii compuse
Revenim la formula (I1,5,1),
S, =S, (1+i)".
care cuprinde 4 elemente S,, S,, i si t. Valoarea lui S, este conditionata de

cunoagterea celorlalte 3 elemente S;, i si t. La fel, tot din relatia (11,5,1) putem deduce

valorile acestor elemente.
Astfel:
S

"7 (1+ti)t =S, -(1+i) . (11,5,10)

formula care ne da valoarea sumei initiale S; in functie de suma finala S,,

dobanda unitara i si timpul t.
Valoarea 1+i, pentru simplificare, se noteaza cu u, adica:
u=1+i (1,5,11)

si poarta numele de factor de fructificare.
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Valoarea

1oyt
1+i
se noteaza cu v, adica:
y=i_b (11,5,12)
u 1+i

si poarta numele de factor de actualizare.
Cu aceste notatii formulele (11,5,1), (11,5,9)si (11,5,10)se scriu:

St :Sout (“1511)
D; =S, (u'-1) (11,5,9)
S, =SV (11,5,10)

Sa consideram o axa pe care sa notam timpul t.

Sy ~---------- S, —mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmo - »S,
0 S t ”
S, €---=----- e S,

Daca pornim de la 0 cu o suma initiala S.t, pentru a afla ce va deveni aceasta
la timpul t, adica pentru a afla pe S,, vom inmulti pe S, cu u' si obtinem S, =S,u'.
In cazul cand mergem de la 0 numai pana la s<t, atunci S, va deveni S_, si

avem:

S, =S, (1+i) =Su’

S

si in sfarsit, daca mergem cu o suma S.dela s la t, vom avea:

S, =S.u"

Valoarea pe care o obtinem inmultind o suma oarecare cu factorul ,u”, ridicat
la o putere egala cu intervalul de timp pentru care se calculeaza dobanda, este valoarea
finala a acestei sume sau valoarea disponibila dupa acel interval de timp.

Pe schema reprezentata, cu factorul ,u” se merge de la stanga spre dreapta.

Cand vrem sa actualizam o suma, mergem pe axa in sens invers, adica de la
dreapta la stanga, deci de la t spre 0 si folosim factorul de actualizare v astfel:

S, V',
Aceasta reprezinta in prezent valoarea unei sume, care peste t ani este S,

adica este valoarea actuala a lui S Tn momentul t =0, sau

24



_ t
So=SVv.
Daca vrem sa calculam la momentul s care este valoarea actuala a unei

sume, care dupa intervalul de timp cuprins intre s si t devine S,, deoarece acest interval

este egal cu t—s scriem

sau
S,u® =SV (1,5,13)
Pentru a putea stabili formula care ne da valoarea lui t, aplicam logaritmii in
formula (11,5,1) si avem:
lgS, =1g S, +tlg(1+i)
De unde deducem:

lgS,—1IgS
t="-t =0 11,5,14
lg(1+i) ( )

formula care ne da valoarea timpului t, cand se cunosc celelalte trei elemente
Sor S, Sil.
In sfarsit din (5, 14) deducem:

Ig(1+i):w (11,5,15)

formula care ne permite sa determinam pe ,i”, dobadnda unitara, cand

cunoastempe S, S, si i.

Calculul numeric al elementelor date de formulele mentionate este in practica
mult mai usurat prin folosirea tabelelor financiare, intocmite special ih acest scop.

Astfel, tabelele | si Il, anexate la sfarsit, ne dau valorile lui u si v, pentru
diferite procente P =100i, corespunzatoare valorilor lui t de la 1 panala 100 ani.

Aplicatii:

Sa se calculeze ce devine suma de 10.000 lei cu dobénda compusa de 3% pe
timp de 8 ani.

Aplicand formula S, = S,u‘in care:

S, =10000, t=8, i:i:0,03,
100

u=1+i=103,
iar

u'=u®=1,03°=1,26677008,
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valoare determinata cu ajutorul tabelelor financiare, avem:
S, =10000x1,266770=12667,70 lei.

Dobanda compusa produsa de suma de 10.000 lei Tn cazul problemei este:
D =12667,70-10000 = 2667,70 lei.

b) Comparatia dobénzilor simple si compuse
Fie
D(t)=Sit s D'(t)=8;|(1+i) -1]
functiile care definesc respectiv dobanda simpla si compusa.
Sa construim graficul acestor functii. Sa presupunemca S, =1
Sa consideram un sistem de axe rectangulare tOy. Pe axa Ot vom inscrie

timpurile, iar pe axa Oy dobéanzile corespunzatoare acestor timpuri.

Functia D(t):it este reprezentata printr-o dreapta care trece prin origine si
punctul A(Li).

Functia y=D'(t)=(1+i) -1 trece de asemenea prin origine si prin punctul
A(l,i)dar nu mai este o dreapta. Pentru a-i determina graficul, calculam primele doua

derivate in raport cu t si avem:

y'=(1+i) In(1+i)

y'=(L+i) [In(L+i)]
Sa observam ca y” >0 pentru orice valoare a lui t din intervalul (0,), asa ca

vom avea concavitatea curbei catre valorile

A pozitive ale lui y .
D'(1) 0 (0 Deoarece punctele O si A sunt
comune graficelor dobanzilor simple si compuse

si cum D’(t) are concavitatea in sus, rezulta ca
(L) pentru O<t<1 curba, D'(t)este situatd sub

dreapta D(t), iar pentru t>1, este situata

t deasupra acestei drepte (dupa cum se poate

o
\4

observa si in figura).

26



Asadar, comparand cele doua dobanzi simple si compuse atunci cand t
variaza in intervalul (0,oo) avem:
Daca 0<t<latunci D(t)>D’(t);
Dacéd t=1atunci D(t)=D'(t);
Daca t>1latunci D(t)<D'(t).
Prin urmare pentru duratele mai mici decat un an, dobanda simpla este mai
mare decéat cea compusa, dobanzile sunt egale cand durata este exact 1 an, iar cand durata

depaseste 1 an, dobanda simpla ramane mereu si din ce in ce mai mica decat cea

compusa.

2.6. DOBANDA PE FRACTIUNI DE AN. GENERALITATI

Atunci cand calcularea dobanzii se face pe fractiuni de an, dobanda adusa
pana la sfarsitul anului difera de aceea calculata cu procentul anual care s-a stabilit pentru
fiecare fractiune din an. Pentru mai multa claritate sa consideram exemplul urmator:

Presupunem ca avem suma de 100 lei, cu procentul de 10% si sa efectuam
calculul dobanzii de doua ori pe an.

In primele 6 luni, suma 100 de lei va aduce 5 lei. Deci, la sfarsitul acestei
prime perioade, vom avea 100+5 lei, adica 105 lei.

In cea de a doua perioad3 vom avea:

100 lei vor aduce dobanda 5 lei

5 lei vor aduce dobanda 0,25Ilei

Deci 105 lei vor aduce dobanda 5,25lei
Asadar, pe timp pe un an, suma de 100 lei va aduce o dobanda de 10,25 lei.

Primul procent de 10% poarta numele de procent nominal, iar cel de-al doilea

de 10,25% poarta numele de procent real sau efectiv.

a) Relatia intre dobénda unitard nominala si cea efectiva

Sa notam prin 100i procentul efectiv, iar prin 100j procentul nominal; deci i

este dobanda unitara anuala efectiva, iar j dobanda unitara anuala nominala.
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Sa presupunem ca perioada este 1/k din an, iar i, doba&nda unitara

corespunzatoare acestei perioade.

Asadar,
j=Kki, (1,6,1)
sau
i =) (1,6,2)
k

in consecinta, in cazul unei calculari a dobanzii de k ori pe an, dobanda unui
. , . . 1 ., .1
leu, care se va cuveni pentru fiecare din aceste perioade egale cu n din an, este i, = iar

dobanda unitara reala, efectiva, pentru intreg anul este i.

Sa stabilim care este relatia care leaga dobanda unitara efectiva, de dobanda
unitara nominala j.

Sa consideram suma de 1 leu si sa o supunem unui calcul al dobanzii de k ori
pe an.

Vom avea succesiv:

1 leu devine la sfarsitul perioadei 1-a, 1+i, ;

1 leu devine la sfarsitul perioadei a 2-a, (1+i,)";

1 leu devine la sfarsitul perioadei k, (1+i,)".

Deoarece 1 leu aduce efectiv intr-un an i lei vom avea egalitatea:

1+i=(1+i,)" (1,6,3)
sau:
NS
14 :(1+%] (116,4)
Din aceasta relatie deducem:
NS
i:(1+%j 1, (11,6,5)
Si
1
i= k[(1+i)k —1}, (11,6,6)

formule cu ajutorul carora putem trece de la dobéanda unitari efectiva la cea

nominala si invers.
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Este usor de remarcat ca intre aceste doua dobéanzi avem totdeauna

inegalitatea:

j<i

Formula dobanzii compuse pe t ani, in cazul cand anul este impartit in k parti

egale, iar dobanda este convertibila de k ori pe an (deoarece avem k perioade pe an),

devine:

j tk
St:SO(l'i'Ej .

Pentru determinarea dobéanzii unitare nominale j, care se mai noteaza si j,

(11,6,7)

(spre a atrage atentia asupra numarului de perioade din an), atunci cand se cunoaste

dobanda unitara efectiva, s-au Intocmit tabele in acest scop.

Dam ca model o parte dintr-o asemenea tabela.

100i 2 I s Jg h e
1 0,0099 7512 | 0,0099 6684 | 0,0099 6272 | 0,0099 5856 | 0,0099 5448 | 0,0099 5033
2 0,0199 0998 | 0,0198 6813 | 0,0198 5172 | 0,0198 3534 | 0,0198 1896 | 0,0198 0263
3 0,0297 7832 | 0,0297 0489 | 0,0296 6828 | 0,0296 3172 | 0,0295 9524 | 0,0295 5880
4 0,0396 0780 | 0,0394 7820 | 0,9394 1364 | 0,0393 4920 | 0,0392 8488 | 0,0392 2071
5 0,0493 9016 | 0,0491 8908 | 0,0490 8892 | 0,0489 8910 | 0,0488 8944 | 0,0487 9016

b) Dobanda unitar instantanee

Sa presupunem ca ne fixam dobanda unitara efectiva i si facem pe k,
numarul de parti in care am imparti anul, sa creasca necontenit. Vom determina in acest caz
pentru dobanda unitara nominala o limita, limitd ce constituie unul din elementele
fundamentale ale teoriei matematice a convertibilitatii dobanzii si este denumitd dobanda
unitara instantanee.

Astfel, considerand expresia lui j si facand pe k sa tinda catre infinit, avem:

lim j, = |imk[(1+i)i —1} )

k—o0 k—>o0 k—o0 1/k
. 1 . . o .
Daca punem E:a’ atunci cand k - o, a va tinde catre zero. Deci, vom

avea:

fim j, < tim (&) =%

k—0 a—0

(11,6,8)
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R . " : 0 A
Cum in membrul al ll-lea al acestei relatii avem o nedeterminare o’ aplicand

regula lui I'Ho6pital, obtinem:

ETE! i = In(1+i) (11,6,9)
Notand:
im j, =2
rezulta ca:
8 =In(1+i) (1,6,10)

Aceasta relatie ne arata legatura care exista intre dobéanda unitara instantanee
si dobanda unitara efectiva.
Avem inegalitatea 6 >i.
Pentru a demonstra aceasta sa consideram:
@ =i-6 (11,6,11)
sau:
¢(i)=i—ln(l+i). (1,6,12)

Derivand in raport cu i, rezulta:

1 i
=l-——=— 11,6,13
%o 1+i 1+i ( )

Dar cum i este totdeauna o cantitate pozitiva rezulta ca

¢l >0 (11,6,14)

Deci, ¢;, este o functie crescatoare in raport cu i in intervalul (0,0).

Dar cum
limg,, =0 (11,6,15)
rezulta ca
9 >0, (11,6,16)
Asadar,
i—In(1+i)>0
sau
i>5. (1,6,17)

La acelasi rezultat se ajunge considerand dezvoltarea in serie a lui In(1+i),

adica:
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soiol b (11,6,18)

Aplicatii:

1. Sa se determine procentul real corespunzator procentului nominal trimestrial
de 5%.

Aplicand formula (11,6,5) avem:
4
= (1+¥] —1=1,05094533-11] 0,0509.

Deci, procentul efectiv corespunzator procentului nominal trimestrial de 5%
este 5,09%.

2. Sa se calculeze procentul nominal trimestrial corespunzator procentului real
de 5%.

Aplicand formula (11,6,6) avem:

1
i = 4[(1, 05): _1} _ 4(1,0122722-1) = 0, 049088
Acest rezultat se poate citi direct si din tabela de la final Tn coloana lui j, si in

dreptul lui 100i =5.
3. Sa se calculeze ce devine suma de 20000 lei, depusa pe timp de 12 ani, cu
dobanda nominala de5%, convertibila semestrial.

Aplicam formula (I1,6,7) si avem:

2x12
S,, = 20000 (1+ 0’—205] =20000x1,025.

Valoarea 1,025* =1,80872595 se citeste din tabel, astfel ca:
S,, = 20000x1,808726 = 36174,52 lei.
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CAPITOLUL 111

DEZVOLTARILE iN SERIE ALE ELEMENTELOR
FUNDAMENTALE

Am introdus pana acum urmatoarele elemente fundamentale:

i - dobanda unitara efectiva;

] - dobanda unitara nominala;

o - dobanda unitara instantanee;

v - valoarea actuala a unei unitati monetare disponibile peste un an sau factorul

de actualizare;

d=1-v si f :k(l—vl"‘).

Sa exprimam acum valoarea fiecaruia din aceste sase elemente fundamentale
pe rand, in functie de celelalte cinci.

Vom observa in general ca toate dezvoltarile in serie, care urmeaza, sunt

valabile in intervalul de convergenta (—1,1). Numerele i, j, v, 6, d, f, cu care lucram,

sunt in practica intotdeauna mai mici decat 1, astfel incat convergenta seriilor pe care le vom
considera este asigurata. De aceea, nu vom insista asupra acestei probleme in fiecare caz in

parte.

3.1. DOBANDA UNITARA EFECTIVA |

1) Sa exprimam pe i in functie de j:

-\ k -\ k
Avem 1+i :(1+%] , de unde i:(1+%j -1, dar

N . a4\ a2 _ _ .3 42 _ _ .3
(1+ij :1+kl+k(k 1)J—+k(k Dk 2)J—+...:1+j+k 1J—+(k Dik 2)J—+...

21 k? 3! k? k 21 k? 3!

" VLo i b oy
Deci: i:j+k_1j—+(k 1)(2k 2)1_+(k 1)(k 32)(k 3)J_+
K 2! K 31 K 4
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2) Sa exprimam pe i in functie de 6 :

§=In(1+i).

e’ =1+i.

i=e’-1.

2 3

e =140 +—+—+..

2! 3!
I R It
Deci: I=—+—+—+
2t 3

3) Sa exprimam pe i in functie de v:

i—i-1.
v

4) Sa exprimam pe i in functie de d:
d=1-v,

g1 L
1+i

o4
1-d’
i=d+d?+d°+...

5) Sa exprimam pe i in functie de f:

k
d :1_(1_ij ,
k

d=1—Vi=i_,
1+i

sau
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-k 2 3
(1—ij :1+f+1+kf—+(1+k)(22+k)f—+...
k 21 k 3!

Deci:

k+1f_2 (k+1)(k+2) 3

i=f+ + 5 —+
k 2! k 3!

3.2. DOBANDA UNITARA NOMINALA |

1) Sa exprimam pe j in functie de 6 :

Avem:

-\ k
(1+ij =1+i,
k

Dar

§=In(1+i), iar e’ =1+i.
-\ k
Deci €’ :(1+%j si j=k(e”*-1)

Dezvoltand in serie pe ¢°’*, avem:

2 3
e‘”k:1+é+ 0 + 0 F...
k 2!k* 31k®
2 3 2 3
Prin urmare: j=k 1+é+ 0 =+ 0 s+.—1 sauj:5+£5—+i25—
k 2k 3k k 21 k= 3!

+...
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2) Sa exprimam pe j in functie de v:

-\ k
1+i:(1+lj ,

k
(1+i)1/k :1+%,

j=k| @iy -1].

Dar: v:i_,
1+i

oo 1431

3) Sa exprimam pe j in functie de d:

dol-v=1-+t - '
1+1 1+1

o4
1-d°’

De unde j= k[(l—d)‘“k —1].

2 3
fnsa: (1-d)™" :1+%d +%%+W%+m

2 3
Deci: j=k{1+ld n k+1d® (k+1)(k+2)d

K k2 E'F k2 §+...—1

2 (k+1)(k+2)d?
sau inca: j:d+kktl%+( + ?((2 + )%Jr
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4) Sa exprimam pe j in functie de f:

k
1-d :(1_ij |
k

Dar
1-d=1-vi=l- ' =1
I+1 1+1
Deci
k
L:(l_ij
1+i k
Insa
-\ k
. J
1+1=|1+=] .
k
Prin urmare

de unde scoatem

5) Sa exprimam pe j in functie de i:

(1+%)k =1+i.
j=k| @iy -1].
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3.3.

~ ~ . -\1/k
Dezvoltand in serie pe (1+i) , avem:

(1+i)1/k =1+

1. k-1, (k-1)(2k-1) o

I
Asadar:

- k-1i* (k-1)(2k-1)i®

DOBANDA UNITARA INSTANTANEE O

1) Sa exprimam pe 6 in functie de v:

In(1+i)=45,

L_:v, Inv=-6
1+i

sau:
o=—Inv.

2) Sa exprimam pe 6 in functie de d:

Avem:
1-v=d
-
1+1
Deci:
m(l—d):InI%T
Insa
§=In(1+i).
Deci
§=-In(1-d)

+ -
k 2! k? 3!
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Dezvoltand in serie pe L(1-d), avem

Asadar:

2 3
o=d +d—+d—+...
2 3

3) Sa exprimam pe 6 in functie de f:

Avem:

Deci:

5:f+if2+i2f3+...
2k 3k

4) Sa exprimam pe 6 in functie de i:

Avem:
5=In(1+i)si In(l+i):i—|E+———+...
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Deci:

5) Sa exprimam pe 6 in functie de j:

Avem:
j k
1+i)=1+—=|,
@ri)=(1+]]
-\ k
5=ma+0=m@+%),
5:km@+i)
k
Insa:
H 2 3
.n(l ij:i_l_z 7
k) k 2k? 3k
Deci:
R A
S=ij- - .
o e e

In mod analog se obtin dezvoltarile in serie si pentru celelalte elemente d,

Pentru valorile lui d avem:

2 3
d:1—€5:5———+§——m,
2! 3!
dzl—i_:l—v:vi,
1+i
i,
d=—-n=i—-1"+i"-...,
1+1

K 21 K

d :1_(1_ijk —f— k_lj_2 (k_l)(k_z) j°

3! T
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k k 21 k? 3!

ik i2 i3
d:1—(1+1j ::j_k+1j (k+1)(k+2) j

Pentru valorile lui f avem:

2 3
f=k[1-(1+0) "] =i k:1%+ (k +1)k(22k +1)é—...,

-1
J 1, 1
f=k|1-|1+=| |=]—= —J-.
{ ( +k] } : kJ +k2J ’

. k-1d® (k-1)(2k-1)d®

1/k
f=k[1-(1-d)"|=d T R
Pentru valorile lui v avem:
2 3
V:G”:1—5+§——§—+m,
21 3!

v=(14i) =1-iH it it 4,

v=1-d,

k ) _ _ -3
v:(#—mij :1—f+k_1—J——(k ]Jgk 2)—J—+....
k k 2! k 3!
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CAPITOLUL 1V

PROBLEMA AJUSTARILOR SI INTERPOLARILOR

4.1. CONSIDERATII GENERALE

Datele statistice referitoare la diferitele mase de persoane sau la alte
fenomene colective, care prezinta interes in economie, se succed in mod neregulat, atat din
cauza erorilor sistematice care intervin, cat si a erorilor accidentale.

Erorile sistematice, datorate unor operatii tehnice inexacte, unor culegeri
defectuoase a datelor, unor ipoteze initial gresite etc., pot fi in buna parte atenuate atunci
cand se procedeaza cu grija la culegerea si prelucrarea materialului statistic.

Aceste erori au prin urmare o cauza fixa, care, in mod constant, actioneaza in
acelasi sens.

Erorile accidentale sunt insa de alta natura, fiind inerente oricarui fenomen de
masa. Ele provin din actiunea numeroaselor cauze exercitatd asupra unui astfel de fenomen.
Aceasta actiune pentru fiecare cauza in parte nu poate fi analizata si nici nu prezinta interes,
deoarece numai actiunea globala a acestor cauze prezinta o importanta. Sa luam astfel ca
exemplu fenomenul mortalitatii. Intr-o regiune anumita s& presupunem c& mortalitatea este
1,5% si ca In aceasta regiune existd anumite subregiuni. In fiecare din aceste subregiuni
mortalitatea va oscila in jurul procentului de 1,5% din anumite cauze bine determinate. Nu
intereseaza insa decét actiunea globala a fenomenului mortalitatii.

Erorile accidentale nu pot fi inlaturate prin masuri de aceeasi natura ca pentru
erorile sistematice. Oricata grija si atentie va pune statisticianul in cercetarile pe care le face
asupra maselor de indivizi, rezultatele statistice oferite de experientad vor fi intotdeauna
dispuse neregulat.

Inl&turarea acestor neregularitati, datorite erorilor accidentale, se impune si din
punct de vedere teoretic si practic. Din punct de vedere teoretic, cercetatorul din domeniul
calculului probabilitatilor stie ca frecventele unui fenomen statistic se dispun, atunci cand
exista o lege de probabilitate, in jurul unor anumite medii. Legea de probabilitate ne poate da
indicii asupra evolutiei fenomenului si, degi poate fi dedusa aproximativ din examinarea unui
numar limitat de frecvente, niciodata caracteristicile ei, de naturad pur teoretica, nu pot fi

confundate cu rezultatele experientei, date de frecvente. Din punct de vedere practic, studiul
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mortalitatii serveste in actuariat, la evaluarea valorilor actuale ale asigurarilor asupra vietii.
Este de mare interes ca rezultatele acestor evaluari sa se succeada in mod regulat, dupa
anumite criterii simple, pentru a avea un control imediat asupra exactitatii calculelor
actuariale efectuate.

Sub o forma generala, problema ajustarilor se poate pune astfel: fiind date de

punctele x,, X,, ..., X, valorile numerice vy,, y,, ...,Y,, corespunzatoare unui fenomen, care
variaza sub influenta Tntdmplarii, sa se inlocuiasca valorile de mai sus prin altele vy, v,
..., Y. care, dispunandu-se Tn mod continuu si regulat, sa ne dea o imagine mai apropiata de

realitate a fenomenului considerat.
Ce inseamna acest lucru putem sa deducem dintr-un exemplu.

Pentru precizarea ideilor, sa presupunem ca Y,

. reprezintd frecventa unui
fenomen pentru care avem motive sa admitem existenta unei probabilitati constante. De

exemplu, in cazul mortalitatii unui grup omogen de persoane, Y, ar prezenta raportul dintre

i
numarul mortilor si numarul persoanelor expuse la riscul mortii.

Cunoscand probabilitatea, stim legile dupa care variaza fenomenul si
intervalele in care, cu certitudine practica, variaza frecventele lui. insemnam pentru fiecare
abscisa x punctul superior si inferior al intervalului corespunzator si facand sa varieze pe x
obtinem o banda in care, cu o probabilitate foarte mare, se gaseste oricare reprezentare
grafica a fenomenului. Fenomenul devine statisticeste cunoscut. El nu poate iesi din banda
astfel precizata si pentru aplicatiile noastre practice poate fi privit drept cunoscut.

Noi insa nu cunoagtem probabilitatea, ci numai frecventa. Din cunoagterea
frecventei trebuie sa deducem probabilitatea. Aceasta este problema calculului

probabilitatilor la care se reduce ajustarea in cazul de fata.

Cea mai buna reprezentare a fenomenului este acea in care Y, Y,, ..., Y,
reprezinta probabilitatile lui, adica atunci cand valorile actuale Y,, Y,, ..., Y, sunt inlocuite
prin valorile potentiale Y,', Y, , ..., Y, .

Este insa imposibil ca din frecventda sa deducem valoarea exacta a
probabilitatii, chiar daca exista. Prin urmare, din punct de vedere practic nu vom putea obtine

decéat niste valori aproximative ale adevaratelor probabilitati Y,', Y,, ...,Y,. Din aceasta

cauza, nu are nici un sens sa cautam adevarata reprezentare a fenomenului. Diferitele
metode de ajustare dau rezultate care se apropie de realitate, insa nu se poate afirma ca

reprezinta fenomenul in realitate.
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Daca am avea la indeména siruri numeroase de valori Y,, Y,, ..., Y problema
gasirii valorilor potentiale Y,", Y,, ...,Y. ar fi cu mult mai usoara si, fara indoiala, rezultatele

mai precise.
In general Tns&, nu ni se d& decat un numar relativ mic de serii de valori.

Ajustarile sunt de trei feluri: grafice, mecanice si analitice.

4.2. AJUSTAREA GRAFICA

Ajustarea grafica este o operatie care depinde in primul rand de indeméanarea
desenatorului care poate dispune, cu privire la ea, de un mare grad de libertate.

Doua persoane efectuand cate o ajustare grafica asupra aceluiasi material, nu
vor ajunge niciodata la acelasi rezultat; aplicand insa toate regulile dupa care se face
aceasta ajustare, cu siguranta ca nu vor ajunge la rezultate mult diferite intre ele.

Sirul de valori numerice Y, Y,, ..., Y, corespunzatoare absciselor x, X,,
..., X, fiind dat, in ajustarea grafica desenatorul tine seama de modul cum sunt distribuite si
le Tnlocuieste printr-altele Y/, Y, , ...,Y, astfel incat acestea din urma sa fie libere de orice
influenta a intamplarii.

Pentru aceasta, el trebuie sa tind seama de unele reguli.

Mai intéi sirul Y,, Y,, ..., Y, fiind dat, valorile desemnate Y/, Y,, ...,Y." trebuie
sa se supuna neaparat inegalitatilor:
f(1-f f(1-f
f—3—( )<p<f+3—( )
n n

unde f este frecventa si p probabilitatea.

Modul cum se aplica in practica ajustarii aceasta formula, va fi insa mai usor
de inteles dintr-un exemplu.

Sa presupunem astfel ca din 100.000 de persoane de varsta data au murit
1.615 in timpul unui an. Insemnand aceasta varsta pe axa Ox, ludm drept ordonatd numarul

1615
' 100.000

In formula de mai sus, avem deci

1615
100.000
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Prin urmare, Y, va trebui sa fie cuprins intre limitele cu o probabilitate foarte

mare in intervalul:

1.615 _3 1.615 (1_ 1.615 j 1 Yo 1.615 .3 1.615 (1_ 1.615 ] 1
100.000 100.000 100.000 )100.000 ' 100.000 100.000 100.000 /)100.000
adica:
1.496 , 1734
<Y/<
100.000 100.000

Desenatorul are prin urmare posibilitatea s& aleagd ca valoare Y.,

reprezentand frecventa persoanelor moarte din grupa de 100.000 orice valoare cuprinsa

- 1496 . 1734
intre Si
100.000 100.000

contrazice existenta unei probabilitati de moarte pentru varsta considerata.

. O valoare ce iese din acest interval nu poate fi admisa intrucat

Mai exista insa si alte mijloace care pot sa dovedeasca daca o ajustare grafica

efectuata poate sau nu sa fie admisa Y, jucand rolul unei abateri, iar Y, al probabilitatii,

diferenta Y, -Y," este abaterea redusa.

Se stie insa ca probabilitatea de a obtine o abatere redusa pozitiva este egala

cu probabilitatea de a obtine o abatere redusa negativa, amandoua aceste probabilitati fiind

egale cu % :

Efectuénd prin urmare n experiente, valoarea medie a numarului de abateri

negative trebuie sa fie egala cu valoarea medie a numarului de abateri pozitive si anume cu

n
2
Se stie ca avem
M (X)=np
cand p reprezinta probabilitatea constanta.

Rezulta ca, in practica, numarul diferentelor negative (Yi —Yi')trebuie sa fie cat

mai apropiat de numarul diferentelor pozitive.

Mai mult decat aceasta, calculul probabilitatilor ne arata si modul cum abaterile
trebuie sa fie grupate.

Sa numim permanenta succesiunea a doua abateri de acelasi semn si variatie,

succesiunea a doua abateri de semne contrarii. Probabilitatea ca sa obtinem o abatere
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pozitiva fiind % probabilitatea ca sa obtinem de doua ori la rand cate o abatere pozitiva

este % La fel, probabilitatea ca sa avem doua abateri negative la rand este %

Probabilitatile ca sa avem intai o abatere pozitiva gi apoi una negativa si invers, sunt de

asemenea egale cu % Rezultéd ca probabilitatea unei permanente este }/ iar a unei

variatii tot % Aplicand formula M (X)=np, rezultd ca valoarea medie a permanentelor

n . L n . y s
este > iar a variatiilor tot > Prin urmare numarul permanentelor trebuie sa fie egal cu

numarul variatiilor.

Ajustarea grafica fiind efectuatd, va trebui deci sa observam numarul

diferentelor (Yi—Yi') pozitive gi numarul acelora negative. Ambele numere trebuie sa fie

egale intre ele sau sa nu difere prea mult. in cazul contrar, ajustarea nu este corects.
Acelagi rationament ca acela facut mai sus ne arata ca valoarea medie a
permanentelor pozitive este egala cu valoarea medie a permanentelor negative. Consecinta
este ca in practica va trebui sd avem aproximativ tot atatea permanente negative cat si
pozitive. Acelasi lucru il putem afirma gi despre variatii. Va trebui sa avem tot atatea variatii

de un sens cat si altele de sensul contrar.

Modul cum se succed semnele diferentelor Y, —Y," prezinta de asemenea mare

importantad in practica ajustarii grafice. Este clar ca nu putem admite un lung sir de

permanente pozitive, caci probabilitatea unui asemenea eveniment, este foarte mica. Prin

urmare, semnele diferentelor Y, —Y, vor trebui s fie astfel grupate incat s& dea impresia ca

i
au variat dupa schema urnei lui Bernoulli si pentru aceasta exista criteriile cunoscute de
recunoastere date de calculul probabilitatilor.

Am aratat pana acum cateva metode generale de care trebuie sa se tina
seama in construirea unei ajustari grafice. Fiecare fenomen reprezentat are insa
particularitatile lui, care ii dau nota caracteristica. Ele trebuie sa fie respectate in ajustare.

Din cele mentionate pana acum, rezulta lesne care sunt punctele de orientare
in ajustarea grafica. In primul rand, acel care face ajustarea trebuie sa studieze fenomenul
care urmeaza sa fie reprezentat, cu scopul de a putea deosebi influentele datorite unor
cauze sistematice, particulare fenomenului, de acelea datorite intdmplarii. Dupa aceea, el va

elimina ultimele influente, tindnd seama de regulile pe care le-am dat si avand intotdeauna
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grija sa nu se atinga de datele care dau fenomenului o forma particulara, caracteristica,

intrucat tocmai acestea sunt cele care prezinta interes In orice domeniu.

4.3. AJUSTAREA MECANICA

Am vazut ca ajustarea grafica da libertate celui care o efectueaza sa ajunga la
orice rezultat, cuprins bineinteles intre anumite limite, aceasta libertate constituind un
avantaj pentru reprezentarea cat mai corecta, mai apropiata de realitate, a fenomenului.

De multe ori insa, este necesar ca datele ajustarii sa fie lucrate dupa o metoda
uniforma, care sa duca la rezultate precise, independente de vointa acelui care le lucreaza.
In cazul acesta, se poate recurge la ajustarea mecanica.

Procedeul general al acestui fel de ajustare consta in aplicarea succesiva a
unei formule, stabilite de mai Tnainte, la intregul sir de date, fara nici o exceptie.

Vom arata mai multe feluri de ajustari mecanice.
a) Ajustarea lui Wittstein

Wittstein se bazeaza pe o formula de medie elementara. vy,, v,, ..., vy, fiind
sirul de date ce urmeaza sa fie ajustat si v, ,, Y. 1» Yus Yma» Yme UN grup de 5 valori

succesive luate din sirul intreg, valoarea lui y_ el o inlocuieste cu y' prin relatia:

r ym—2 + ym—l + ym + ym+1 + ym+2
ym - 5

Aplicand aceasta formula pentru toate valorile y/ , sirul initial se inlocuieste

printr-altul, Tn care toate valorile sunt schimbate afara de primele doua si ultimele doua.

Prin ajustarea lui Wittstein ajungem prin urmare la sirul de valori:
Yir Yar Yar Yarees Yoo Yoo Vi

unde y’ are valoarea data de formula de mai sus.

b) Ajustarea lui Finlaison

Finlaison a adus o usoara modificare metodei de ajustare a lui Wittstein.

Pornind de la sirul de date initiale:

yl! y2! y3""! yn—2! yn—l’ yn (IV!3!1)
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prin ajustarea lui Wittstein pentru intaia oara, se ajunge la

Yir Yar Yareoo Yoas Yoao Vi (IvV.3.2)
si prin aplicarea din nou a aceleiasi metode, la
Yir Yar Yareeo Yozr Youo Vi (IvV.3,3)

Avem relatiile de legatura:

" ym—2 + ym—l + ym + ym+1 + ym+2

Y c
w Yoot Yot Yot Y+ Yoo
ym - 5

1
Yo = g(ym—4 TYnst Yoot Ynat ym) ’

, 1
ym—l = g(ym—S + ym—2 + ym—l + ym + ym+1) ’

, 1

Yo =g Yzt Ynat Yo+ Yma + Yimez)
, 1

Y = g( Yoat Yot Yt Yoo t ym+3) ’

, 1
ym+2 = g( ym + ym+1 + ym+2 + ym+3 + ym+4) )

’ ’ ’ ’ ’ 1
ym—2 + ym—l + ym + ym+1 + ym+2 = g( ym—4 + 2ym—3 + 3ym—2 + 4'ym—l + 5ym + 4'ym+1 + 3ym+2 + 2ym+3 + ym+4)

Rezulta:

"_ ym—4 + ym+4 + 2(ym—3 + ym+3)+3(ym—2 + ym+2)+4(ym—1 + ym+1)+ ym
25

Aceasta este formula finala a lui Finlaison.

y (IvV,3,4)

in ea intra 9 date consecutive si se observa o simetrie a coeficientilor
termenilor egal departati de centru.
Prin aplicarea metodei lui Finlaison, primii 4 termeni si ultimii 4 din girul initial

raman neschimbati ceea ce constituie un dezavantaj, mai ales pentru seriile scurte.

C) Ajustarea lui Higham

Metodele de ajustare ale lui Wittstein si Finlaison pot sa fie generalizate,

folosind p termeni consecutivi sau alte procedee asemanatoare, bazate pe media

aritmetica.
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Se ajunge astfel la un rezultat simetric de forma:
yrgw = ap (ym—p + ym+p ) +ap—1 ( ym—p+1 + ym+p—1) +.. +ai (ym—l + ym+1) + aOym (IV!3!5)

unde «,, a,, @,, ..., a, sunt coeficienti numerici, determinati in diferite

moduri.
Sirului initial, Higham 1i substituie valorile obtinute prin aplicarea mediei

aritmetice la p, termeni consecutivi. Noului sir, astfel obtinut, i se aplica acelasi procedeu,
considerand insa p, termeni, in loc de p,. Operatia se repetda de un numar finit de ori,

schimband sau lasénd neschimbat numarul de termeni care intra in compozitia mediei
aritmetice.

Determinarea directa a sirului final, in functie de primul, nu comporta nici o
dificultate. Este preferabil insa sa intrebuintam metoda diferentelor.

Se stie ca daca avem un sir de numere

Yo Yor Yareers Yoreees
primele diferente ale acestui sir
Ay, AY,,...,AY,,...
sunt date de relatiile:
AY, = Yy — i

Diferentele de ordinul al doilea
A%y, A%Y,,..., Ay ...
ale sirului y. sunt diferentele de primul ordin ale sirului Ay, .
Avem, cu alte cuvinte:
A%y = Oy =AY, = Voo = 2Ypn + Vi
Procedeul de mai sus se poate aplica indefinit si avem:
A", = Y =Cna o+ (1) CEYpn g o+ (1) Vi

formula care se poate scrie simbolic

A"y, =(1-y)",
cu grija ca in membrul al doilea, dupa dezvoltare, sa inlocuim pe y® prin y .
Pe de alta parte, avem insa

Yir = Y TAY -
Din aceasta formula deducem:

yk+2 = yk+1 + Ayk+1
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AYy =AY +A%Y,

Avem deci
Yoo = Yo + 24y, +A%Y,,
formula care, pentru n oarecare, devine:
Yeor = Vi +CIAY, +...+CEA%y, +...+ A"y,

Putem scrie aceasta egalitate simbolic:

Vi =(1+4)" ¥,
avand grija ca, dupa dezvoltare, in membrul al doilea sa consideram expresia

A"y, ca diferenta de ordinul u a sirului vy, .

Ultima formula ne permite sa dam imediat rezultatul ajustarii lui Higham,

Intr-adevar, folosind mereu notatia simbolica, avem:

1 1 - . (A1
yl’:B(yﬁy2+...+ykl):3[1+(l+A)+(1+A)2+...+(1+A)p Tyl si ylz( p)A Y,
1 1

Aplicand sirului y’, acelasi procedeu, insa facand sa intre in media aritmetica

p termeni, obtinem sirul y;’, dat prin egalitatile:

, 1 (1+A)™ -1 (1+A)™ -1
yi=— - Vi
PP A A

Vom avea astfel pana la sfarsit:

w1 (1A -1 (1+a)" -1 (1+A) -1

— . . ER .y
P, P,... Py A A A !

adica formula care ne da. sirul obtinut prin ajustarea Iui Higham in functie de
elementele sirului initial. Este evident ca in formula de mai sus puterile lui A reprezinta
diferentele de ordinul corespunzator ale lui vy, .

Una dintre formulele lui Higham cele mai des intrebuintate este urmatoarea:

yr, =0.2106Y, +0.192(y,,, + Y,y ) +0.14186(Y,., + Vo, ) +0.07946( y,.5 + Vo5 )+ 0.024( Y0 + Vos ) —
- 0-0053( Yois T ¥ns ) - 0-016( Ynie T Yns ) - 0-0144( Yoir t Yng ) - 0-00693( Ynig T Yn—s)

d) Ajustarea lui Woolhouse

Ajustarile mecanice aratate pana acum se deduceau din aplicarea succesiva a

unor operatii de insumare. Exista insa o intreaga categorie de ajustari mecanice care, pentru
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stabilirea formulei fundamentale, pornesc de la un concept geometric, prin considerarea
unor parabole de diferite ordine.
Cea mai simpla dintre aceste feluri de ajustari este a lui Woolhouse.
Pornind de la sirul initial de valori:
Yir Yor Yauoos Vi

si alegand o valoare arbitrara y_ dintre ele, le agezam pe celelalte 14 care o

preced si succed in ordinea urmatoare:

Y7 Y2 Yimes
Y6 Y1 Yines
() Ym-s Y Yimes
Y4 Y Yimes
Y3 Yime2 Yimer

Prin fiecare grupa de trei valori, asezate in linie orizontala, trece o singura

parabola de forma:
y=ax’+bx+c (1V,3,6)
Prin urmare, vom obtine cinci parabole distincte, fiecare dintre ele taind

ordonata punctului x, Tn cate un punct. Media aritmetica a valorilor astfel determinate
constituie tocmai valoarea cautata y;, .

Vom proceda acum la determinarea precisa a lui y, .

Observam ca grupele ternare (I) pot fi cuprinse in formula mai stransa

Ymik-s Ymek o Ymekes
(m=0, £1, £2)
Punem acum conditia ca parabola (1V,3,6) sa treaca prin punctele:
(M+K=5Yous): (M+K Vo) (M+K+5 Yo0s)
si obtinem relatiile:
Yous =a(m+k=5)° +b(m+k-5)+c
Iy Yo =a(m+k) +b(m+k)+c

Yikss :a(m+k+5)2+b(m+k+5)+c
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Ajustarea mecanica este o operatie locala, care se aplica fiecarui punct in
parte. Pentru acest motiv, Tn sistemul (II) facem m=0 si obtinem:
a(k-5)" +b(k-5)+c=vy,
(1 ak®+bk +c =y,

a(k+5)° +b(k+5)+c=y,.s

Sistemul (lIl) rezolvat ne da valorile lui a, b, c. Pentru scopul urmarit nu este
necesara insa decat valoarea lui c, egala cu
k(k+5 k+5)(k-5 k(k-5
C:uyk_s_( )( )yk+ ( )yk+5

50 25 50

Aceasta este valoarea ordonatei parabolei pentru origine. Dam acum lui k

valorile -2, -1, 0, 1, 2, insumam valorile lui ¢ si calculam media aritmetica.

Obtinem valoarea finala:

1
Vo= 3Vt +Yoor) =2V + Yoe) 43V +Yora) 47+ Vo) + 2 Yoo+ Yo )+ 24 Yo+ o))+ 25V,

Ea constituie formula fundamentala din ajustarea lui Woolhouse.
e) Ajustarile lui Karup si Sprague

Karup a adus ajustarii lui Woolhouse o insemnatd imbunatatire, inlaturand
dezavantajul care provenea din faptul ca parabolele intrebuintate in acest din urma fel de
ajustare nu erau tangente intre ele. Pentru remediere, el intrebuinteaza parabole de ordinul
al treilea, carora le impune in plus conditia de a fi tangente in punctele de intretaiere.
Procedeul este urmat apoi ca in ajustarea lui Woolhouse.

Din cauza acestei proprietati de tangenta, ajustarea lui Karup poarta numele i
de ajustarea racordanta.

Sa consideram patru valori succesive

Yir Yar Y3 Y4

din sirul valorilor y, care trebuie sa fie ajustate.
Ne propunem sa determinam ecuatia parabolei
y=ax®+bx*+cx+d

care trece prin punctele y, si y, pentru valorile respective ale lui x, 0 si 1, iar

in aceste puncte are tangentele paralele cu directiile (y,,y;)si (Y, Y.)
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Vom avea n primul rand conditiile:
d=y,,
a+b+c+d=y,
Coeficientul unghiular al tangentei duse in punctul (0, y2) la parabola de mai

Sus, este:

[ﬂ} :(3ax2+2bx+c) =c
dx ‘<0 x=0

Pe de alta parte, tangenta trebuind sa fie paralela cu dreapta determinata de

punctele (-1,y,) si (1y,) trebuie s avem in plus:

CZYz_yl

2

Punénd conditia ca in punctul (1, y3), tangenta la parabola sa fie paralela cu
dreapta determinata de punctele (0,y,) si (2,y,) obtinem:

3a+2b+c=%

Recapituland, ajungem la sistemul:
d=y,,
Yo=Y

c=222L

2

3a+2b+c=%,

a+b+c+d=y,.
care ne permite sa determinam valorile a, b, c, d infunctiede vy,, y,, ¥;,Y,.

Obtinem astfel:

Y, =3y, +3Y, -y,

2
b= -V, +4y3 _5y2 + 2y1
2 ]
c= Yo=Y ’
2
d= Y,
iar pentru parabola cautata, ecuatia:
_ Y4 _3y3 ;'3)/2 —Y RV —Y, +4y3;5y2 +2y1 v Y, ;yl X+ Y, (|V,3,7)
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Pentru a aplica acelasi procedeu ca in ajustarea lui Woolhouse se considera

gruparile de puncte:

Yoo Yos Yot Yass
Yos Yos Yns2 Yns7
(V) Yoor Yoo Ynis Ynie
Yas Yo Ynes Ynss
Yos Yo Yois Ynet0

si prin fiecare din cele patru puncte aflate pe aceeasi orizontala se trece o parabola

indeplinind conditiile de mai sus.

. X . o : .
Daca in (1V,3,7) punem = in loc de x, iarinlocul valorilor y,, y,, Y,,Y, scriem

respectiv y, ., Y, Yn.s: Yoo Obtinem ecuatia parabolei:

y= Yns10 _3yn—5 +3yn ~Yos 3+ ~Ynao +4yn+5 _5yn + 2yn+5 X+ Yois ~ Yns X+Y, (IV,3,8)
250 50 10

care trece prin punctele (10,y,) si (15,y,s), iar in aceste puncte are

tangentele respectiv paralele cu dreptele determinate de punctele:

(=5 Yns) (5. Yaus) $1 (0.¥,) (10, Y0
Cu alte cuvinte, (IV,3,8) reprezinta ecuatia parabolei corespunzatoare ultimei
linii din tabloul (1V).
Inlocuind succesiv pe x prin x-1, x-2, x-3, x—4 sipe n prin n-1, n-2,

n—3, n—4 obtinem parabolele corespunzatoare celorlalte linii din (1V).

Avem astfel:
y= Yns10 _3yn+5 + 3yn ~Yas X3 Y10~ 4'yn+5 + 5yn — 2yn—5 X2+ Ynis ~ Yns X+,

250 50 10

y= Yno _3yn+4 +3yn—1 —Yns e = Ynio _4yn+4 + 5yn—l - 2yn—6 X2 4 Ynia ~Yns X+Y,
250 50 10

y = Ynss _3yn+3 + 3yn—2 Yoo v Ynig — 4'yn+3 +5yn—2 — 2yn—7 X2+ Yniz = Yoz XY,
250 50 10

y= Yoz _3yn+2 +3yn—3 —Yos v Yoz — 4'yn+2 + 5yn—3 — 2yn—8 X2+ Yni2 ~Yns X+Y, 4,
250 50 10

y= Yo _3yn+1 + 3yn—4 — Yoo e = Yoie 4'yn+l + 5yn—4 - 2yn—9 X2 4 Y~ Yoo XY,
250 50 10
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Fiecare din aceste parabole taie dreapta x=0 intr-un singur punct la distanta

finitd. Media aritmetica a acestor valori ne da valoarea ajustatd y’' Inlocuind x=0 In

formulele de mai sus, obtinem prin adunare:
Yy, =0,2y,+0,1824(y,,, + Y, )+0,1392(y,., + ¥,,)+0,0824(y, .+ ¥, ;)
+0.0336( Vg + Yoa ) —0.0128( Y6 + Yy ) +0.0144(y,., + Y, ;)
—0.0096( Y, .5 + Yog)—0.032( Yo, + Yas)

adica formula de ajustare mecanica datorita lui Karup. Sprague a dat o formula
analoga cu a lui Karup, folosind o serie de parabole de gradul al cincilea, avand in punctele
de intretaiere nu numai aceleasi tangente, ci si aceeasi curba.

Un calcul analog cu acela de mai sus ne da pentru valoarea ajustata
urmatoarea formula:

Y =0,2y,, +0,18688( Y. + Y1) +0,14528(y, ., + Y, ) +0.08768( Y, 3 + Vs ) —
—0.03488( Y, 4 + Yy_s ) —0.01952( Y, . + Yy s ) +0.02272(y, s + Y7 ) —
—0.01472(Y,.q + Y ) +0.00512( Y, o + Vi) +0.00256 (Yyay + Vit ) —

—0.00288( Y,.1, + Y15 ) +0.00160( Y15 + Ysz ) +0.00032 (Y16 + Yiss)

f) Ajustarea lui King

Metoda Iui King consta in aplicarea unei ajustari racordate la grupele de céate

cinci valori consecutive, gasindu-se apoi prin ajustare valorile intermediare.

Fie:
Yor Yir Yor Yareees Vi (Iv,3,9)
sirul de date ce urmeaza sa fie ajustat.
Notam:
Yo=Y+ Yo+t Y, (Iv,3,10)

si aplicam o ajustare racordanta, de gradul al treilea, sirului:
Yy, Yo, Yo, Vg, oo (Iv,3,11)
Un calcul de identificare ne arata ca formula generala a interpolarii racordante

de gradul al treilea este:

y =Y, +(X+1)Ay, + Yo (1v,3,12)

0

x(x2+1) APy + x? (x+1) A2

unde simbolul A inseamna, ca si pana acum, diferentele:

AYO =YY
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A%y, =AY, —AY, =Y, =2y, + Y, (Iv,3,12")
A%y, =A%y, — A%y, =Y, =3Y, +3Y, - Y,
Fie Y., o valoare oarecare cuprinsa in sirul (1V,3,11). Aplicand acestui sir
formula (1V,3,12), gasim:

7 7 6
Y5m+2 :YSm +EAY5m +2_5A2Y5m _EASYSm

+§AY +EA2Y 9 AYY.

Y, +— :
5m 25 5m 125 5m

5m+3

Y,

5m

Rezulta:

1 1 3
Y5m+3 = _EAYSm _EAZYSm _2_5
Tinand teama insa de egalitatea (IV,3,10), rezulta ca:

Y, Y,

smi2 ~ Ysmiz = Ysm2

A%,

5m

Y,

5m+2

Prin urmare:

1 1 3
Yomiz = _EAYsm __AzYsm _2_5A3Y5m

Ultima formula se poate scrie si mai simplu.

Introducem pentru aceasta urmatoarea notatie:
Yot Vit Y.+t Ys Y, =U

Ys+Yst Y7+ Yst Yo =Us

Yiot Y+ Y2 + Y3+ Y = Uy

Rezulta atunci:

AY,

5m

=Y,

5(m-+1) —Yor = _(ySm T Ysmi T Yomiz T Yomiz Y5m+4)

sau, tindnd teama de notatia de mai sus:

Y5m =—Usp,,
AZY5m = _AUSm J

3 2
A%, =—A"Ug,
Prin urmare:

1 1 3
Ysma2 :gu5m +EAU5m +2_5A2u5m

sau, sub alta forma:

y5m+2 = 01 2u5(m+1) - 01 020A2U5m
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in felul acesta se obtin valorile: v,, ¥, Vi, Y -

Din formula (1V,3,12) se deduc usor acum valorile intermediare. Avem astfel:

y5m+3

y5m+4

y5m+5

y5m+6

y5m+7

5
= Ysm-2 +gAy5m—2 )

6
y5m 2 +— AySm 2

: A Yy, +

= Yon 2 +£Ay5m_2 +215A2y5m_2 -

= Yon o +%Ay5m_2 —%Azym_z -
Ysn 2 +2Ay5m 2+ 18 A*Ygr

125

125

125

6

9

125

8

y5m 2

ASy5m—2 !
Asy5m—2 !

A3 y5m—2 !

Daca m variaza, obtinem intreg sirul de valori ajustate.

King a dat si alte metode de ajustare, toate sprijinindu-se pe aceeasi idee ca

mai sus, adica pe determinarea unor valori centrale.

Singura diferenta este ca valorile centrale vy, , sunt calculate cu ajutorul altor

formule de interpolare.

Dupa modul de alegere a acestor formule, se obtin diferite rezultate.

Considerand astfel gi diferentele de ordinul patru, se ajunge la formula:

Ysmiz =0, Zus(m

,—0,008A%,

—0,0009A%u ,

Valorile centrale vy, ., fiind stabilite pe calea aceasta, valorile intermediare se

obtin printr-o interpolare racordanta.

4.4 CONSIDERATII GENERALE ASUPRA AJUSTARILOR MECANICE

Formulele de ajustare mecanica pe care le-am dat se bucura de anumite

proprietati comune.

Astfel, in fiecare din ele, valoarea ajustata y' este o suma liniara de un numar

determinat de valori empirice:

yn—k! yn—k+1’

v Yoo e

' yn+k—1’ yn+k
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in fiecare din aceste sume, coeficientii termenilor y_, si y_, sunt egali Intre ei.
Cel mai mare coeficient corespunde lui vy, , iar ceilalti coeficienti descresc in general in
valoare absoluta, cu cat termenul corespunzator se departeaza mai mult de vy, .

Suma coeficientilor, in afara de rare exceptii, este egala cu 1. Desigur ca
aceste observatii nu au o importanta practica. Ajustarile mecanice, fatd de celelalte ajustari,
prezinta insa si o serie de proprietati comune, utilizabile in practica.

Astfel, este de semnalat ca ajustarile mecanice se pot exprima in functie de
diferentele valorilor empirice.

Intr-adevar, avem egalitatea usor de stabilit:

wuk4xw_a
41 Aot 6!

2 k*(k*-1)

Kk
yn—k + yn+k = 2 yn +§A2yn—1 + AGyn—3 +..

Formula ajustarii mecanice este data in general de forma:

yr’1 = yn +zak (yn—k + yn+k)
k-1

Din celelalte relatii, rezultad imediat:
Yo=Y+ BA Yo+ BoAY, p + BAY, 5+

Valoarea coeficientilor . variaza de la ajustare la ajustare. Avem astfel:

y =y +2A%y 4. (Ajustarea Wittstein),

y =y —5,4A%Y ,+.... (Ajustarea Woolhouse),
Yo=Y, —TAY, , +..... (Ajustarea Karup),

y =y +6A%y +.. (Ajustarea Higham),

y, =y, +10,4A% . +.... (Ajustarea King).

Din formulele mentionate reiese eroarea teoretica y, -y, , care, dupa cum se

vede, se exprima in raport cu diferentele de ordinul al doilea sau de un ordin mai mare.

Rezultatele ajustarilor mecanice pot fi deci prevazute, dupa ordinul de marime
al diferentelor, de diferite ordine a marimilor de ajustare. De exemplu, daca diferentele,
incepand de la ordinul al doilea, sunt destul de mici, ne putem multumi cu formula lui
Wittstein. Tn cazul contrar, este preferabil sa intrebuintdm celelalte ajustari.

Sa introducem notatia:
2
Snk+1 = yn—k + yn—k+1 +..t+ yn +..t+ yn+k—1 + yn+k
k 2k+1 2k+1 2k+1 2k+1
Sn+1,2k+1 = Sn—k + Sn—k+1 +..t Sn+k—1 +3S

n+k
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r
—_——

unde S’™" reprezinta iterarea operatiei S’ de r ori.

Avand la dispozitie datele de ajustat y  valorile S?

n?

ShP, SPPP .. se pot

calcula usor prin insumari succesive.

Este Tnsa de remarcat ca majoritatea ajustarilor mecanice se pot exprima in

functie de sumele S”, astfel incat calculul lor practic se simplifica in mod simtitor.

Avem astfel:
1 . . .
Yo = c S (Ajustarea Wittstein),
' 1 55 . . .
Yo = 2—55n' (Ajustarea Finlaison),

' ﬂss,s,s_ 3 Ss,s,s_iss,s,s_iss,s,s

= — Aj Woolh
Yn 125 125 >0 1 o5 128 O (Ajustarea Woolhouse),

6 85,5,5 + 6 85,5,5+ 6 85,5,5_ 4 85,5,5_ 4 85,5,5

1250 " T1250°" T1250°" 1250 "0 1250 ¢ (Alustareakarup),

A

Dupa cum am mai afirmat, formulele de mai sus sunt de mare importanta

practica, deoarece permit calculul valorilor ajustate prin adunari succesive.

4.5. AJUSTAREA ANALITICA

Ajustarea analitica, spre deosebire de ajustarea mecanica, este o operatie de
calcul globala, care se efectueaza tinand seama de toate datele care trebuie sa fie ajustate.
In acest scop se foloseste o functie continua, contindnd un numar de parametri, care prin
diferite metode trebuie sa fie determinati numericeste.

Este de la sine inteles ca prin introducerea unei functii continue, continuitatea
reprezentarii fenomenului si a succesiunii regulate a datelor lui este de mai inainte asigurata,
astfel incat unul din scopurile ajustarii va fi neaparat atins.

Fenomenul nu admite insa, de cele mai multe ori, o lege analitica de
repartizare si uneori, chiar daca o admite, legea poate ramane necunoscuta. Functiunea de
ajustare o introducem atunci in mod arbitrar, de unde rezulta ca ajustarea analitica prezinta,
pe langa celelalte feluri de ajustare, dezavantajul ca introduce in plus inca un element

conventional, arbitrar.
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In legaturd cu alegerea functiunii analitice, vom da cateva indicatii. De indata
ce ni se prezinta un sir de date ce urmeaza sa fie ajustat analitic, trebuie, in primul rand, sa
constatam din ce grupa de fenomene face parte seria prezentatd. De exemplu sa
presupunem ca lasam sa cada o greutate de la o anumita inaltime si masuram timpul
parcurs pana la atingerea cu pamantul.

Fie x, X,, ..., x, Tnaltimile avute si t, t,, ..., t timpurile de parcurgere

n
corespunzatoare.
Lipsa de precizie in executarea experientei nu ne permite sa gasim pentru

timpurile t. valori precise si pentru aceasta ne multumim sa inlocuim sirul empiric t, t,, ...,
t. prin altul teoretic, mai apropiat de realitate, folosind o ajustare analitica.

Din numarul infinit de functiuni pe care le-am putea folosi la acest scop, va
trebui deci sa alegem una singura. In cazul de fata, se stie din mecanica ca legea de cadere
a corpurilor este data de formula:

x=at’+bt+c (IV,5,1)

Functia de ajustare va trebui sa fie un polinom de gradul al doilea in t. Cele
mai precise metode de ajustare aplicate unei alte functiuni nu ne vor putea conduce la o
reprezentare convenabila a fenomenului, pentru ca legea exacta dupa care el se dezvolta
este data de formula de mai sus.

Ins& nu toate fenomenele din naturd se supun unei legi analitice, ci dimpotriva,
n imensa lor majoritate; ele sunt supuse unor legi statistice. Cu alte cuvinte, numai Tn cazuri

particulare dependenta intre doua fenomene naturale este astfel facuta incat, daca-l

insemnam pe unul prin x si pe celalalt prin y, sa rezulte y= f(x). Influentele altor agenti

din natura distrug orice relatie de aceasta forma, dar ea are motive ca sa reziste.

Multimea acestor influente si faptul ca cele mai multe nu sunt cunoscute, face
imposibila introducerea in formula de mai sus a unor termeni de corectie, de natura tot
analitica. De aici rezultd ca, in general, dependenta intre doua fenomene naturale este
aproape intotdeauna de natura statistica.

Prin urmare, in majoritatea cazurilor, nu existd o formula analitica care sa
cuprinda in mod riguros intreaga dezvoltare a fenomenului, ci numai in functiuni de care
fenomenul se departeaza foarte putin. Uneori, pentru fenomenele des repetate se constata
prin experienta care este functiunea care il aproximeaza cel mai bine. Cand ni se prezinta
spre ajustare un asemenea fenomen, este firesc sa intrebuintam aceasta functiune.

Alteori insa, fenomenul este cu totul nou gi nu avem putinta sa constatam cum

s-a comportat in trecut. Tn acest caz, examindm modul cum sunt distribuite datele Iui, care
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prin unire ne dau curba empirica ce-l reprezinta. Daca aceasta curba este repede
crescatoare, este evident ca pentru reprezentare va trebui sa alegem o curba de asemenea
repede crescatoare.

Prin urmare, examinarea atenta a graficului fenomenului ne da indicii asupra
alegerii formulei analitice ce intra in ajustare.

In orice caz, oricare ar fi formula intrebuintata, ea trebuie sa satisfacd o

conditie esentiala si anume sa dea loc la cat mai putine si mai simple calcule.

y=f(x) fiind formula ce ne-am ales, in aceastd formuld intrd& un numar
oarecare de parametri. Fie a,, a,, ..., a, acesti parametri.
Pentru determinarea precisa a lui f(x) este necesar sa cunoastem valoarea

numerica a parametrilor. Vom avea prin urmare nevoie de r relatii distincte intre coeficientii

a,, astfel incat din rezolvarea sistemului de ecuatii la care ele dau loc, sa gasim valorile a, .
Calculele devin din ce in ce mai complicate cu cat numarul ecuatiilor din sistem creste.
Pentru acest motiv in functiunea y= f(a,x) trebuie sa existe un numar cat mai mic de

parametri.

Trebuie sa mai observam ca alegerea unui numar redus de parametri din
formula ajustarii nu duce la rezultate mai putin precise decat atunci cand numarul
parametrilor este ridicat. S-a dovedit astfel ca ajustarile nu un numar mare de parametri
arbitrari, executate in aceleasi conditii ca si altele cu un numar redus, au dus chiar la
rezultate mai slabe decat acestea din urma cerand totusi un aparat de calcul cu mult mai
complicat.

Vom expune cateva metode de ajustare analitica, mai des intrebuintate.

a) Metoda celor mai mici patrate

Fie doud axe OX si OY si o serie de puncte M,(x,Y,), M,(%,,Y,), ...,
M., (X, y,) care corespund unui anumit fenomen. Ne propunem s& gdsim prin metoda celor
mai mici patrate o curba:
y="f(%a,0,0,..a,) (IV,5,2)
care sa Tnlocuiasca curba discontinua obtinuta prin unirea punctelor M, .
Fie M/, M;, M;, ..., M/ punctele in care liniile de ordine corespunzatoare lui

X,, Xy, X3, ..., X, taie respectiv curba (1V,5,2).
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Metoda celor mai mici patrate consta in a alege astfel curba (1V,5,2) incat sa

avem:

MM, +M,M} +..+M_M’ - minim.
Din cauza acestei conditii i s-a dat si numele de metoda celor mai mici patrate.
Pornind de la anumite consideratii din calcului probabilitatilor, acestei metode i
se poate da, Tn unele cazuri, o justificare teoretica, care insa in cazul general al reprezentarii
fenomenelor nu mai poate avea nici o valabilitate. Demonstratiile care s-au dat metodei celor
mai mici patrate presupun indeplinirea unor ipoteze care nu sunt satisfacute de orice
fenomen. Pentru acest motiv, cea mai buna justificare a conditiei de minim, in cazul ajustarii,
este sa aratam ca indeplineste unele conditii care ni se par firesti.

Sa insemnam astfel prin ¢ eroarea totalda ce o obtinem inlocuind curba
empiricd prin y="f(x) si prin &, ¢, .., & erorile MM/, MM, ..., MM
corespunzatoare punctelor M,, M,, ..., M in parte.

Eroarea totala este o functie de erorile partiale ¢, care urmeaza sa fie definita
si pe care o notdm F(¢,,¢,,...¢,) . Avem astfel:

€= F(el,gz,...,gn)

Functiunea F trebuie sa satisfacd anumite conditi. Este natural sa

presupunem ca atunci cand eroarea ¢, creste, eroarea totala creste si ea.
F este prin urmare o functie crescatoare de ¢, . O eroare negativa produce

prin cresterea ei in valoare absoluta, acelasi efect ca si una pozitiva, de unde rezulta ca F

trebuie sa creasca o data cu valorile absolute ale lui ;.

Marind toate erorile ¢ in acelasi raport k, eroarea totala se mareste si ea de
k ori. Aceasta conditie:

KF (&,,€,,....6,) = F (ke ke, .. ke,)

ne arata ca functia F este omogena si de primul grad de omogenitate in ¢, .

Erorile ¢ fiind accidentale, efectul a doua valori egale si de semne contrarii
trebuie sa fie acelasi. Prin urmare, F(¢,,¢,,...,¢,) trebuie s fie o functie paré in raport cu ¢;.

Pe de alta parte, cum nu se da o preferinta unuia din punctele M., este natural

sd admitem ca F(¢,,¢,,...,¢,) este si simetrica in raport cu variabilele ei.
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Dintre toate functiunile care se bucura de aceste proprietati, cea mai simpla
este:

e =gl+el+..+el
Aplicand metoda ajustarii, este insa preferabil ca eroarea totala pe care o
obtinem sa fie cat mai mica posibil. Ajungem astfel in mod natural la conditia:
€® =minimsaue? +¢&. +...+ &2 = minim
Sa notam la ce calcule da nagtere aceasta conditie.
Fie:
y=f (gl,gz,...,gm)

functia de ajustare.

Atunci:
&=MM/=Tf (X0, 0a,,...a,)=X%
n n 2
zgiz :z[f(x;al,az,...,am)—yi]
i=1 i=1
Cum dorim sa determinam constantele «,, «,, ..., «, astfel incat ultima

expresie sa fie minima, rezultad ca trebuie sa anulam derivatele partiale ale ei in raport cu
fiecare din « .

Prin urmare, avem relatiile:

2f( I)cs;;xi)_g icsg(lxi):0
n St(x) & of(x)

;f( ) da, Rea da, =0
n ............ 5f(XI) ..... n ...... 5f(XI)_
i1 f(Xi) oa,, _i:1 i oa,, =0

care sunt in numar de m si permit deci, in general, gasirea valorilor cautate.

Ramane ulterior sa se verifice daca valorile astfel gasite conduc la un minim sau nu.

b) Ajustarea lui Pearson sau a momentelor

In cazul particular cand functia f(xa,8a,,.a,) din ajustarea analitica este un

polinom, executiile la care am ajuns aplicand metoda celor mai mici patrate capata o forma
remarcabila.

Sa presupunem astfel ca avem
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f(Xag,a,..a,)=aX"+aXx" ' +..+a,
Fie n numarul punctelor cunoscute:
My (% Y2)s My (%0 ¥5) 0 ey Mo (X0 V)

Avem astfel sistemul:

3 Y X" +a ) XM a, ) X =y
8 Y X" ra )y XM e,y X =)y

Obtinem prin urmare un sistem de (m+1) ecuatii cu (m+1) necunoscute:

,a,,...,a_ care este Intotdeauna compatibil.
2 m

Intr-adevar, fie A determinantul principal al sistemului (I).

Avem:

Do I Y
A_ZXizm‘l Do

S T L S

Fie acum & urmatorul determinant al lui Vandermonde:

1 1 1 1
Xl X2 X3 Xn
_ 2 2 2 2
5 - Xl X2 X3 Xn
n-1 n-1 n-1 n-1
X XX X

Un simplu calcul ne aratd ca A este o suma de determinanti & ridicati la

patrat.
Anularea lui A atrage dupa sine si anularea lui 6 care nu este posibila, dupa

cum se stie, daca abscisele x,, X,, ..., X, sunt diferite intre ele. Prin urmare, exceptand
cazul cand doua puncte M. au aceeasi abscisa, 6§ este diferit de zero si metoda celor mai

mici patrate da intotdeauna o solutie unica si bine determinata
Sistemul Il se poate pune insa sub o forma susceptibila de generalizare.

Intr-adevar, observam ca el poate fi scris sub forma:
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a X" +ax" 4. +a, =f(x)
Sa notam valoarea teoreticd f(x) prin y;. Sistemul Ill devine atunci:

z yi’Xim = z Yi Xim
Y, z y;Xim_l = z Yi Xim_l

Se stie insa ca in calculul probabilitatilor o expresie de forma Zyixir n
b

domeniul discontinuu, sau jf(x)xrdx n domeniul continuu, poartda numele de moment de
a

ordinul r. Tn primul caz, momentul se refer la distributia discontinua de valori y,, y,, ..., Y,
iar in al doilea caz, la distributia continua daté prin functia f (x).
Sistemul IV ne arata atunci ca momentele pana la ordinul m, ale distributiilor:
Yio Yar ooos Yo
Yir Yo oo Vi

sunt aceleasi.

Primul sir reprezinta insa tocmai datele observate, pe cand sirul al doilea
datele teoretice. Metoda celor mai mici patrate, in cazul polinoamelor, conduce deci la
rezultate prin care se egaleaza momentele valorilor observate cu momentele valorilor

teoretice, bineinteles pana la un anumit ordin.

Pearson a extins ultimul rezultat la orice functie de ajustare (fx;a,,a,,....,a,)
fiind o functie arbitrata, continand (m+1) constante a,a,,...,a, ; pentru determinarea ei avem

nevoie de (m+1) ecuatii. Pearson obtine aceste ecuatii prin alegerea momentelor pana la

ordinul m.
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Sistemul V concretizeaza metoda momentelor lui Pearson.

Ajustarea astfel obtinuta, continand elementul arbitrar f (x;a), nu poate sé fie

justificata teoretic. Calculele la care conduce sunt insa foarte simple si de cele mai multe ori
dau rezultate bune in practica. Dealtminteri, dupd cum am vazut, in cazul functiilor

polinomiale, ea coincide cu metoda celor mai mici patrate.
c) Ajustarea prin medie

Fie M, (X, Y1), M, (%, Y,), ..y M, (X,,Y,) O serie de puncte din plan rezultand

din observarea unui anumit fenomen.
Prof. O. Onicescu si-a propus sa ajusteze aceasta serie de puncte printr-o
curba parabolica de gradul r (un polinom de grad r <n) determinata in functie de toate

curbele parabolice de gradul r, care se pot ataga distributiei de mai sus.

M,, M,, ..., M, fiind punctele date, prin (r +1) dintre ele trece Tn general o
singuré parabola de gradul r. Vor exista prin urmare s=C'" parabole distincte care trec
prin cele n puncte ale distributiei date. Aceste s parabole taie ordonatele fiecarui punct M,
in s puncte, a caror medie aritmetica o notam prin M.. Ceea ce este interesant este ca
toate punctele M,, M,, M;, ..., M/ se gasesc pe o parabola de gradul r.

Trebuie sa se observe ca in general punctele n nu se gasesc pe aceeasi
curba polinomiala de grad inferior lui n. In cazul nostru, numai din cauza constructiilor lor
speciale, punctele M, indeplinesc aceasta conditie.

Fie:

y="f(x), y="1,(x), ... y=f,(x)

ecuatiile celor s parabole de gradul r, care intra in distributia celor n puncte

date (s=C™).

Este evident ca ecuatia:
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reprezinta tot o parabold de gradul r, care corespunde constructiei geometrice propuse
pentru determinarea formulei de ajustare. Prin urmare, relatia de mai sus ne da formula de
ajustare parabolica a prof. O. Onicescu.
Mai mult decat atat, formula de mai sus ne arata care este procesul intim al
acestei ajustari si anume o prelungire a principiului mediei aritmetice in domeniul ajustarilor.
Se postuleaza in calculul probabilitatilor ca valoarea cea mai plauzibila a unei

variabile y, care intr-un gir de observatii a luat valorile y,, vy,, ..., y,, este media aritmetica
si ca aceasta ultima valoare se apropie din ce in ce mai mult de valoarea adevarata vy, cu

cat numarul observatiilor creste.

In toate teoriile facute asupra erorilor de observatie, s-a admis intotdeauna
postulatul mediei aritmetice.

Ajustarea prin medie contindnd ca orice ajustare analitica elementul arbitrar
introdus prin functiunea parabolica, se poate justifica totusi teoretic prin faptul ca extinde in
domeniul ajustarilor postulatul mediei aritmetice, unanim admis in aplicatile practice ale

teoriei probabilitatilor.
d) Metoda ariilor a lui Cantelli

Metoda ariilor a lui Cantelli are dezavantajul, din punct de vedere teoretic, ca
introduce, pe linga functia de ajustare, un al doilea factor arbitrar care insa in practica aduce
mari foloase.

Principiul metodei este simplu. Curba
y="f(xa,a,..3a,),
fiind aceea care ajusteaza fenomenul, se traseaza in mod arbitrar o serie de
drepte paralele cu axa Oy si se pune conditia ca portiunile determinate de Ox, paralele cu

Oy si respectiv curba cautata si curba empirica data sa fie egalata. Se considera atatea arii
partiale cate constante arbitrare intra in functiunea f(x;a) si prin urmare numarul ecuatiilor

rezultate este in general suficient pentru determinarea lor.
Modul de aplicare al ajustarii se intelege lesne. Calculele depind de ecuatiile

celor doua curbe, teoretice si empirice. Evaluarea ariei se face cu ajutorul formulei:

Xis1

f (x)dx
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X, si x,, fiind abscisele care limiteazd o arie partiala. Cand calculul direct este prea

i
complicat, se recurge la anumite formule de cvadratura, care dau valoarea aproximativa a
unei integrale definite.

Ajustarea lui Cantelli da bune rezultate in practica din cauza posibilitatii ce lasa
de a se alege ariile partiale in modul cel mai convenabil. in chipul acesta se atageaza in
realitate fiecarei date observate o anumita pondere, proportionala cu gradul de precizie cu

care data a fost obtinuta.

4.6. PROBLEMA INTERPOLARII

Fiind cunoscut un sir de valori corespunzatoare unor abscise date, se pune
adeseori problema determinarii valorii corespunzatoare unei abscise intermediare. Valorile
cunoscute uneori variaza in mod statistic, iar alteori pot reprezenta valorile numerice ale unei
functii, cunoscuta sau nu.

Procedeul clasic al interpolarii consta in a trece prin punctele corespunzatoare
absciselor si ordonatelor date o curba, a carei ecuatie nu este cunoscutd. Ordonata

punctului situat pe curba, corespunzand abscisei intermediare, ne da apoi valoarea cautata.

a) Formula lui Newton

Fie :
Yoo Yis You -oos Yoo
ordonatele corespunzatoare absciselor:
0,1,2,...,n

Pentru determinarea ordonatei corespunzatoare unei abscise intermediare X,

vom trasa, prin cele (n+1) puncte:

(0Yo)s (L¥:)s (2Y2) s s (1Y),
o parabola de gradul n, adica o curba de forma:
y=aX"+ax" +..+a _,X+8a,
Se constata ca nu este decat o singura curba de acest fel care sa treaca prin
punctele de mai sus si ca ecuatia ei poate capata urmatoarea forma, datorita lui Newton:

X();!_l)Azy0+X(X_l)(X_2)A3 ) ix(x—l)...(x—k+1)Aky+ X(X=D).(x=n+])

n

3! 0 e 1 k! 0 e 1 n! 0

X
Y=Yor M+
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Formule asemanatoare, in care in loc sa se considere numai diferentele

corespunzatoare lui y, mai intervin si diferentele, celorlalte valori y, au mai fost date de

Gauss, Stirling si Bessel.
b) Formula lui Lagrange

Formula lui Lagrange difera de aceea a lui Newton prin faptul ca abscisele
corespunzatoare ordonatelor cunoscute nu sunt oarecare.

Pornim deci de la n puncte in plan:
(4 ¥n) s (%1 ¥2) s eer (%0 ¥n)

si ne propunem sa determinam ecuatia parabolei de gradul (n—l) trecand prin
ele.

Problema se reduce la determinarea polinomului in x de gradul (n-1), care
pentru valorile x;, X,, ..., X, iarespectiv valorile y,, y,, ..., Y,.

Coeficientii acestui polinom sunt functii de vy,, y,, ..., y, si, in mod evident,
functii liniare de vy, .

Putem scrie, prim urmare:

P(x)=y,f,(X)+y,f,(X)+..+Yy,f (x),
unde f,(x) este un polinom pe care urmeaza sa-l gasim, de gradul n-1.
Pe de alta parte, pentru x = x, trebuind sa avem :
P(x)=",

rezulta conditiile:

fi(x)=1, f,(x%)=0, f(x)=0, .., f,(x)=0

In mod analog se deduce:
f,(x,)=0, f,(x)=1, f,(x,)=0, ..., f,(x)=0
f,(x,)=0, f,(x,)=0, f;(x,)=0, ..., f (x,)=1
Polinomul f (x) anulandu-se pentru x,, X;, ..., x, admite aceste valori ca

radéacini si avand gradul (n —1), rezulta ca este de forma:

fL(X)=k(X=%,)(X=%;)...(X=X,),

unde k este o constanta.
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Ins& pentru x=x,, avem f,(x)=1.
Deci:
L=k (% %) (% %) (4= %,),
1
(% =%, ) (X = X3 ) (X = X%;)
(X=%, ) (X=%;)...(X=X,)
X =%, ) (% =% ). (X —X;)

in mod analog, se obtine:

k:

fl(x):(

) - (X=X )(X=%3)..(X=X,)
f2 (x) (% = %) (X =% ) (X, = %,)
. (X=X )(X=%,)...(X=X,)

s (%) (% =% ) (X = %5 ) oo (X — X, )

fo )_(xn—xz)(xn—xs)...(xn—xn_l)

Formula de interpolare a lui Lagrange este prin urmare:
(X=%,)(X=%;)...(x=X,) Ly (X=X )(X=%;)...(x=X,) oty (X=%,)(X=%;).e.( X=X, ;)
(%) (6 =%)- (% =%) 7 (% =) (% =% ) (=% ) (= %) (%, %) (%, = %)

P(X)=y,

C) Interpolarea liniara

In practica asigurérilor prezintd adesea mai mult interes suma valorilor
interpolate decéat determinarea prin interpolare a unei valori unice.

Cunoastem astfel valorile y,, vy,, ¥,, ..., ¥, ... luate de functie, variind statistic

sau nu, in punctele respective 0, 1, 2, ..., n, ... .Se impart intervalele (0,1), (1,2), ...,
oA " , : o —_ k

(n-1, n) in cate m parti egale fiecare, iar valoarea necunoscuta a functiei in punctul p+— o
m

insemnam prin y (p este un numar intreg, pozitiv, cuprins intre 0 si n inclusiv si k un
p+

k
m
numar intreg, pozitiv, mai mic sau cel mult egal cu m).

Ne propunem sa calculam valoarea sumei:

S=Yo+Y,+Y, +ot Yoa ¥ty o tY o ety g

m m m m

in functiede y,, y,, ¥, ..y Y, -
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Insemnand:

Sp:yp+y 1+y

P+
m

+..tYy

2 m-1
m m

avem in mod evident:
S=5,+S5+S,+..+S ,,
iar intregul calcul se reduce la determinarea lui S . Valoarea aproximativa a

expresiilor y , o vom determina printr-o interpolare liniara.
pt+—

Ecuatia dreptei care trece prin punctele (0,y,) si (1, yp+1) este

Y=Y, +X(Ypu—¥,)-
Rezulta din aceasta formula pentru y |, valoarea :
p+

k
m

k
Yo=Yt (You )

P+
m
sau

m+1 m-1
Sp = 2 yp_ 2 yp+1’

1
S =m(yo+y1+---+yn_1)+5(yn—yo)-

Aceasta formula sumatorie ne da in anumite imprejurari valori destul de

apropiate de realitate.
d) Formula lui Lubbock

Procedeul de interpolare intrebuintat mai sus se generalizeaza in mod natural,
folosind in loc de dreapta, o parabola de un anumit grad.
Procedand astfel se obtine formula lui Lubbock.

Conform formulei de interpolare a lui Newton, ecuatia parabolei de gradul n,

care pentru valorile 0, 1, 2, ..., n—1, trece prin punctele
Yor Ypur -
este:
1 x(x-1) , x(x-1)..(x=n+1)
y_yp+;Ayp+TA Y, +..t o ATy, ..
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. - . . 1
formula de mai sus inlocuim, succesiv, pe x=0,—,...,——.
m

Lubbock:

Valorile y,, y ,, ... intrebuintand notatiile de mai sus, se vor obtine daca in
p+—
m

m+1
m

Prin adunare, vom obtine astfel:

S, =my, +AAy + AN’y +..+AA"Y,
unde

A :(‘1);“‘ x(x—l)(x—lf!)...(x—k+l) (k=12,...n).

Coeficientii A, nu depind prin urmare de p, fiind functii numai de m.
Cunoscand valoarea lui 6,, ¢ rezulta imediat.

Avem astfel:
n-1 n-1 n-1
S=m(y,+Y,+..+Y,)+ AIZAyp +...+AkZA"yp ot AZA“yp
p=0 p=0 p=0

Insa:
Akyo _ Ak—lyl _Ak—lyo
A Y, = Ak_lyz _Ak_lyl

Prin adunare, obtinem:

n-1

DAY, =AY, —ATy,

p=0

Astfel, putem scrie pe 6 sub urmatoarea forma aproximata, datorita lui

5 =M(Yo+ Yy +ot Vo )+ A (Y, = Yo )+ A (AY, —AY, )+t A ATy, —A™y, )

Coeficientii A, rezulta imediat din relatiile de mai sus.

Obtinem astfel: =
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In cazul particular, cand valorile y, se anuleaza dupa n, avem:

Yo+ ¥y +et Yoy ot yn_l =

m m m

m-1 . . m? -1 m-1 , (m*-1)(19m*-1)

=n(Yo+ Yo tetYos)— =0 A%y, + ...

e) Formula lui Woolhouse

O formula de insumare a lui Euler-Maclaurin ne da:

1 (- 1)+ 1
2m? " 720m*

0 1 1 " 4
!f(t)dtza(f(ﬁf1+...+fn)—%(fn+f0)— (fr—fm)+...

unde f(t) este o functie continua, care admite derivate de anumite ordine, in

intervalul (O,n), f, reprezinta valoarea acestei functii pentru n=p, f" valoarea derivatei

p
de ordinul al treilea in acelasi punct etc.

Daca in formula lui Euler-Maclaurin m=1, obtinem:

n 1 1 ] ] 1 m m
!f(t)dt:(f0+f1+...+fn)—E(fn+fo)—E(fn—fO)+7—20(fn—f )+

Prin scadere, obtinem:

1 m? -1 m* -1

1 m-— ' ' " "
E( fot f+o+f)=(f+f+..+ fn)—ﬁ( f + fo)—W(fn—f )+720m4(fn—f )

Aceasta formula de insumare este utila in cazul cand ni se da functia si putem

prin urmare sa-i calculam derivatele succesive.

72



CAPITOLUL V

METODICA ACTIVITATII DIDACTICE LA MATEMATICA

5.1. DATE GENERALE

Dupa cum se stie de la cursul de pedagogie sarcinile didactice se realizeaza
cu ajutorul metodelor, tehnicilor si procedeelor didactice.

Folosirea judicioasa a metodelor are o deosebita importanta pentru reu-
sita maxima a muncii profesorului, caci metoda aleasa influenteaza in mare masura
calitatea cunosgtintelor. Pe de alta parte, continutul fiecarui obiect de invatamant si
obiectivele pe care si le impune sa le indeplineasca, pretind metode adecvate.
Continutul nou al matematicii scolare a determinat largirea evantaiului de metode
utilizate pentru invatarea lui.

Discutiile desfasurate la diverse sesiuni de comunicari sau cristalizate in
multiple lucrari au pus in evidenta ideile centrale care trebuie sa stea la baza Tnnoirii
metodelor utilizate la matematica :

a) Unele dintre aceste idei au caracter general :

— Utilizarea mijloacelor celor mai eficace de individualizare a invatamaéntului.

— Activismul care pretinde o activitate personala si o participare a elevului la
invatare.

b) Continutul innoit al matematicii pretinde ca la baza invatarii lui sa stea

anumite idei directoare.

— Una din cele mai importante este aceea de a prezenta matematica
0 stiintd deschis&, in dezvoltare. Este daunator sa fie predatd matematica
sub forma unei suite de cunostinte prefabricate, statice.

Matematicieni ca Revuz, Polya si altii, au aratat ca predand matematica in
acest fel, se da elevului o imagine deformata a acestei discipline.

Invatarea matematicii trebuie inteleasad atat ca o matematicd concep-
tuala cat si ca o tehnica de calcul eficace. Activitatea proprie determina formarea la
elev a unor notiuni semnificative, bine structurate si cu mari posibilitati de transfer. De

asemenea, explicarea proprietatilor fundamentale ale diverselor operatii pot, sa duca
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pe elevi la situatia de a intelege de ce si cum se aplica un algoritm (ex. rezolvarea
ecuatiilor).

Dorinta de a pune accent pe notiunile teoretice a dus la acordarea unei
atentii scazute formarii deprinderilor de calcul.

Mai mult, s-a vehiculat o idee rau inteleasa ca matematica moderna
nu ar avea nevoie de calcul. In ultimul timp, consfatuirile internationale au
subliniat falsitatea acestei afirmatii si s-a scos in evidenta faptul ca notiunile trebuie
sa fie operante, deci sa se poata aplica in conditii cat mai variate si sa permita
transferul lor la situatii inrudite. Aceasta inseamna ca anumite deprinderi de calcul

mintal si scris trebuie sa fie stapanite si exersate.

— Matematica trebuie prezentata in acelasi timp ca o disciplina abstracta autonoma cat
si ca un instrument de calcul operational al altor discipline, Tn acest sens
matematica scolara trebuie sa ilustreze acest deziderat atéat prin aplicatiile existente
in manual, cat si prin coordonarea programelor in asa fel ca notiunile matematice sa
poata fi utile altor discipline (fizica, chimie, geografie).

— Sa-i facem pe elevi sa inteleaga si sa cunoasca metodologia proprie
activitati matematice. Aceasta presupune sa-i invatam pe elevi marile posibilitati
precum si limitele procesului de matematizare, deci de construire a unui model
plecand de la o situatie concreta cat si de concretizare a rezultatelor obtinute pe
model. Totodata se impune acordarea importantei cuvenite diverselor forme ale
demonstratiilor matematice.

— 1In fine, se remarcd o preocupare sporitd pentru dezvoltarea la elevi a
motivatiei Tnvatarii si a unei atitudini pozitive fatd de matematica. In acest
sens se mentioneaza preocuparile de utilizare a unor jocuri matematice,
aplicatii interesante, creatoare, stimularea spiritului de competitie, con-
cursuri, olimpiade etc.

In cele ce urmeazd vom c&uta s& analizam metodele utilizate la ora
actualda in scoala la matematica si anume, demonstratia matematica, expunerea,
conversatia, problematizarea, modelarea, demonstrarea materialului intuitiv’, exercitiile,
invatarea pe grupe mici, metodele muncii cu manualul, jocurile matematice si instruirea

programata.

" Utilizam denumirea de demonstrarea materialului intuitiv pentru a se putea face distinctie fatad de
demonstratia matematica.
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In tratarea acestor metode ne vom margini la sublinierea specificului
pe care acestea le imbraca in predarea matematicii si la contributia lor in realizarea

obiectivelor matematicii scolare.

5.2. DEMONSTRATIA MATEMATICA

Demonstratia matematica este o metoda de predare-invétare specifica mate-
maticii. Ea apare ca o forma a demonstratiei logice gi consta intr-un sir de rationamente
prin care se verifica un anumit adevéar, exprimat prin propozitii.

Unele propozitii matematice poarta denumirea de axiome si adevarurile
exprimate de acestea se accepta fara demonstratie. Alte adevaruri matematice sunt
introduse prin definitii, care si ele sunt propozitii ce nu se demonstreaza. Propozitiile

deductibile din axiome si definitii se numesc teoreme.

a) TEOREMELE

Fiecare teoreméa contine o ipotezé&, care poate incepe prin ,fie” sau ,daca”
si o concluzie, exprimata mai des cu ,atunci” sau ,sa se demonstreze ca”.

Demonstratia consta in a arata ca daca ceea ce se afirma in ipoteza are
loc, atunci concluzia rezultd din ea in mod logic. In demonstratie ne putem baza numai
pe axiome sau pe teoreme demonstrate inainte. Nu avem voie sa utilizam teoreme
care inca nu au fost demonstrate, deoarece acestea din urma se pot baza la randul
lor pe teorema de demonstrat, obtinAndu-se un cerc vicios. in acelasi timp nu ne
bazam nici pe ,evidente”.

O teorema are forma p—q (p implica q), unde p si q sunt propozitii care
reprezinta ipoteza si respectiv concluzia. Fiind data o teorema, putem formula in mod
logic din ea propozitii noi ca propozitia reciprocéd si propozitia contrard. Astfel, daca
este datd teorema p—>q, numitd directd, atunci q—> preprezintd reciproca si p—q

(sau non p implicad non q), reprezinta propozitia contrara.

Daca se construiegte tabelul de adevéar al implicatiilor care definesc teo-
rema directa si reciproca se observa ca daca teorema directa este adevarata nu
rezultd ca si propozitia reciproca este adevarata. Acest fapt matematic il ilustram

cu urmatoarele exemple :
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Teoreme directe:
a. Daca produsul a doua numere naturale este un numar impar, suma lor este un
numar par (clasa a V-a).
b. Dacéa bisectoarele unghiurilor unui poligon convex sunt concurente, atunci poligonul
poate fi circumscris unui cerc (clasa a IX-a).

c. Orice functie derivabila intr-un punct este continua in acel punct (clasa a Xl-a).

Propozitiile reciproce la exemplele de mai sus se enuntad respectiv
astfel:
a,. Daca suma a doua numere naturale este un numar par, atunci produsul lor este
numar impar.
bi. Dacéa un poligon convex este circumscris unui cerc, atunci bisectoarele unghiurilor
sale sunt concurente.

c1. Orice functie continua este derivabila.

Analizand teoremele directe si reciprocele corespunzatoare constatam ca
reciproca (ai) nu exprima aceeasi valoare de adevar ca si teorema directa, pentru ca
este o propozitie falsa. De asemenea reciproca teoremei din exemplul (c) este o
propozitie falsa, deci nu este o teorema. Teorema din exemplul (b) si reciproca sa
(b1) sunt améandoua propozitii adevarate, deci (b;) este o teorema.

Pentru stabilirea valorii de adevar a anumitor propozitii este suficient a
da un contraexemplu. Astfel, la propozitia reciproca (a;) avem4+6=10, deci suma e
numar par, termenii sumei numere naturale, iar produsul 4.6=24 este tot un
numar par.

Pentru propozitia reciproca (c1), fie f:®—>®R, f(x)=|x|, care este o

functie continua in origine, dar nu este derivabilad in acest punct.
Trebuie ca profesorul s& atraga atentia elevilor prin exemple, asupra
relatiei dintre teorema directa si propozitia reciproca, contrara directei si contrara

reciprocei si sa sublinieze ca teorema directa si contrara reciprocei sunt echivalente,
adica (p—>q)<—>(5—>a). De asemenea, echivalente sunt gi propozitia reciproca si
contrara directei, adicd (q— p) <—>(E—>a)

Aceste echivalente se pot discuta fara dificultate in clasa a 1X-a, la capi-
tolul ,Elemente de logica matematica”, chiar daca ideea se prezinta inca din clasa a VI-

a.
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Tn matematica intalnim uneori teoreme unde ipoteza este datd prin mai
multe propozitii. In acest caz se pot formula mai multe propozitii reciproce.

De exemplu, teorema celor trei perpendiculare (clasa a VIII -a):

Dacéa o dreapta d este perpendiculara pe un plan «a si prin piciorul
ei trece dreapta a, continutd in plan, perpendiculard pe o altd dreaptd b
continuté in plan, o dreapta c care uneste orice punct M al perpendicularei d pe
plan, cu intersectia P a celor doué perpendiculare din plan, este perpendiculara
pe a treia dreapta b.

Transcrisa in simboluri matematice teorema se prezinta astfel:

Ipoteza :
dla, aca, bca, alb,

Concluzia:
clh.

Se pot formula doua teoreme reciproce :

1) Ipoteza:
dla,aca, bcea, cLlb,
Concluzia :
alb.
2) Ipoteza :
dla,clb,alb aca, bce,
Concluzia :

d 1l a.

Esential, atat pentru elevii din scoala generala céat si pentru cei din liceu,
este ca in predarea-invatarea teoremelor sa se tina seama de urmatoarele aspecte :
— sa se asigure insusirea faptului matematic exprimat prin teorema;
— sa se desprinda ipoteza de concluzie si sa se transcrie in simboluri
matematice ipoteza si concluzia (se poate scrie ,se da” in loc de ipoteza
si ,se cere” in loc de concluzie).
Dupa insugirea faptului matematic urmeaza efectuarea demonstratiei.
Elevii trebuie depringi cu forma de scriere a demonstratiei, forma prin care sa se puna
in evidenta etapele regulii de deductie a inferentei (modus ponens), (pA p — q) —q.
Un alt aspect, care trebuie luat in considerare pentru realizarea obiec-

tivelor propuse, folosind metoda demonstratiei, este formularea teoremelor. La clasele
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mici, pentru a distinge ipoteza de concluzie, formularile subliniaza ipoteza incepand cu
cuvantul ,dacd” si concluzia Tncepand cu cuvantul ,atunci”. In clasele mai mari,
adeseori teorema directa si reciproca se inlocuiesc cu un singur enunt, exprimat sub
forma ,conditia necesara gi suficienta ca...” sau ... dacd gi numai daca...”.

Atragem atentia asupra importantei ce o au exercitiile de logica, la elevii
mici, Tn etapa de pregatire a introducerii notiunii de teorema. Aceste exercitii constau
in exemple de propozitii din viata de toate zilele, directe gi reciproce la care se
analizeaza valoarea de adevar. Un astfel de exemplu, este urmatorul: ,Daca un elev
este bolnav, el lipseste de la scoald”, o propozitie directa, pentru care reciproca se

exprima: ,Daca un elev lipseste de la scoala, el este bolnav”.

b) DEMONSTRATIA PE CALEA ANALITICA SI SINTETICA

Demonstratia teoremelor poate urma calea analitica sau sintetica.
— in calea analitica se porneste de la ceea ce se cere spre ceea ce este dat.
Intrebérile ce se pun sunt de natura ,ce trebuie s& stim pentru a arata ca...”.
— in calea sintetica se porneste de la ceea ce se da prin ipoteza sau este cunoscut
a fi adevarat, spre ceea ce se cere, intrebarile fiind formulate ,ce se poate

determina stiind ca...”.

Exemplu:

Dacéa x si y sunt doud numere pozitive, media lor aritmeticé este cel putin

egala cu media geometrica (clasa a VIll-a).

Pentru demonstratie mai ntai transcriem in simboluri matematice

enuntul scriind ipoteza gi concluzia, adica se dau x gi y doua numere pozitive, stiind

. X+ . , L , - y y
ca Ty este media lor aritmetica si /xy media lor geometrica se cere sa demonstram

relatia XLzyz \/x_y :

Demonstratia analitica se prezinta in urmatorii pasi:

X+

Ly @) xryz2 (), (x+y) 24 (2)

X2+ y2+2xy 2 4xy (?), X -2xy+y? 20, (x-y) 20
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Adica inegalitatea data o inlocuim cu o serie de inegalitati mai simple,
fiecare din ele fiind echivalentd cu precedenta si urmatoarea. in acest sir de inegalitati,

ultima este o inegalitate adevarata, oricare ar fi x si y, numere.

Demonstratia sintetica se prezinta astfel:

Daca sunt date doua numere x gi y, pozitive, atunci oricare ar fi ele este
adevarata inegalitatea (x—y)220. Se Inlocuieste aceasta inegalitate cu inegalitati
echivalente:

(x—y)zzo, X2 —2xy+y? >0, X*=2xy +y* +4xy > 4xy,

X2+ 2xy+ Y2 2 4xy, (x+y) 24xy, x+y>2xy, X;yzﬂ

Deci, am pornit de la o propozitie adevarata si printr-un sir de inegalitati

echivalente am ajuns la inegalitatea de demonstrat.

Tn demonstrarea diverselor propozitii matematice se aplicad o combinatie

de aceste doua cai.

c) METODA REDUCERII LA ABSURD

O metoda specifica de demonstratie matematica este ,metoda reducerii
la absurd care constituie o problema de logicd importanta si destul de dificila pentru
o parte considerabila din elevi. Ea se foloseste in matematica incepand cu clasa a VI-
a. Din punct de vedere logic metoda reducerii la absurd consta in demonstrarea
teoremei contrara reciprocei, care are aceeasi valoare de adevar cu teorema directa,
pentru ca, dupa cum am mai subliniat, ele sunt echivalente.

Metoda reducerii la absurd are la baza principiul logicii al tertiului exclus si
consta in urmatorul rationament: se presupune ca ceea ce trebuie demonstrat nu este
adevarat (se neaga concluzia) si prin deductii logice se ajunge la o contradictie cu
ipoteza sau cu un adevar exprimat si deja admis. Altfel spus, luam ca punct de
plecare, in demonstratie, propozitia ce se obtine prin negarea concluziei gi folosind

A propozitii adevarate facem un sgir de silogisme
corecte, in urma carora ajungem la o propozitie
falsa (falsitatea este incontestabild). Rationam apoi
astfel: daca propozitia obtinuta prin negarea concluziei

ar li fost adevarata, atunci in urma rationamentelor
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logic corecte am fi putut ajunge numai la o concluzie adevarata; s-a ajuns la o
concluzie falsa prin rationamente corecte pentru ca propozitia obtinuta prin negarea

concluziei este falsa.

Exemplu:

Fie triunghiul ABCsi De|BC|. Dacd ||||DC||||:H atunci [AD este

bisectoarea unghiului BAC (teorema reciproca a bisectoarei, clasa a 1X-a).

Demonstratie:

Presupunem cd [AD nu este bisectoarea unghiului BAC si fie D'e|BC],

astfel Tncat [AD’ este bisectoarea unghiului BAC (fig. 1).

Din teorema directa rezulta ”BD” = ”BD ”

(V,2,1)
[ocl o]

Din ipoteza si relatia (V,2,1) rezulta ca M:M adica punctul D’

[oc] o]
Tmparte segmentul |BC| in acelasi raport ca punctul D, ceea ce reprezinta o
contradictie, deoarece s-a demonstrat unicitatea punctului ce apartine unui segment
si care il imparte intr-un raport dat. Deci D'=D si [AD’ este bisectoarea unghiului

BAC .

Facem observatia, asupra finalului demonstratiei de mai sus, ca este
obligatoriu a mentiona in ce consta contradictia. Uneori elevul este tentat sa se
opreasca la pasul ,contradictiei”, fara sa explice in ce consta aceasta si ce rezulta in

urma demonstratiei.

d) METODA INDUCTIEI COMPLETE

O alta metoda de demonstratie matematica este metoda inductiei com-

plete sau a inductiei matematice.

La baza acestei metode sta principiul inductiei matematice: ,Dacd o

propozitie p(n) (care depinde de un numar natural n) este adevarata pentru n=0 si din

faptul ca este adevarata pentru n=k (unde k este un numar natural oarecare), rezulta ca
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ea este adevératd si pentru numdérul natural n=k+1, propozitia p(n) este adevarata

pentru orice numar natural n”.
O demonstratie care se bazeaza pe metoda inductiei matematice este
formata din doua etape :

— Se verifica mai ntéi ca p(m) este adevarata, m numar natural.
— Se presupune ca p(k) este adevarata si se demonstreaza ca

p(k+1) este adevarata, unde k>m.

Exemplu:
JFie X, %, ..., X,, ... un gir de numere reale. S& se arate cé acest gir este

n
0 progresie aritmeticad daca si numai dacéa oricare ar fi n numar natural, avem relatia:
1 1 1 n-1
+ ot =
X1X2 X2X3 Xn—lxn X1Xn

Aceasta propozitie este un exemplu in care teorema directa si reciproca

(v,2,2)

sunt enuntate Tmpreuna. Acest enunt mai poate fi exprimat si folosind cuvintele

,conditia necesara si suficienta ca sirul de numere...”.

Demonstratia consta in a arata atat teorema directd (necesitatea)
cat si reciproca (suficienta).

Necesitatea:

Se da sirul x, X,, ..., X, ... . Se cere sa aratam ca are loc egalitatea

n

1 1 1 n-1
+ ot =—

X1X2 X2 X3 Xn—lxn Xlxn

Din ipoteza rezulta ca x,-x=r k=1, unde r este ratia

progresiei aritmetice si de asemenea relatiile :

X ,+X

2

n-1

=X, n=2,% =x+(k-1)r

Demonstram prin inductie:

— Etapa de verificare;  p(3): ! + 1 _ 2 - (?)
X1X2 X2X3 X1X3
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1 1 X, + 2X 2 .. . .
Avem, + s Bty R, B , adica folosind ipoteza
Xl X2 X2 X3 Xl X2 X3 X1 X2 X3 Xl X3

X, +X% =2x,, In etapa de verificare rezultd ca p(3) este adevarata.

— Etapa de demonstratie:

1 1 1 k-1
+ +..+ =

XXy XoXg XX XX

p(k):

Presupunem p(k) adevarata si adaugind ipoteza ca sirul
X, X, ., X, ... €Ste progresie aritmetica, trebuie sa aratam ca p(k+1)

adevarata, adica:
1 1 1 k
+ +..+ =
X1X2 X2 X3 Xk Xk +1 X1Xk +1
Aplicand proprietatea A=B—> A+C=B+C avem:
1 1 1 1 k-1 1
+ +..+ + = +
X1X2 X2 X3 Xk —1Xk Xk Xk+1 Xlxk Xk Xk +1

Din ipoteza deducem ca x, =X, —kr si X ,—X =r

p(k+1):

Tindnd seama de relatiile de mai sus, prin calcul avem:

k-1 1 _ (K =1) X\, + %, _ (K —=1) X,y + Xy —Kr _ K(X1—T) _

XX Xy X X Xk Xic o1 X Xk Xic o1 X X Xon
_ kI:Xk+1_(Xk+l_Xk )] _okx K
X XX XXX XXy

Deci p(k+1) este adevérata.

Rezulta din cele doua etape ca egalitatea (V,2,2) are loc oricare ar
fi n numar natural.
Suficienta:

Se da relatia (V,2,2) si trebuie sa aratam ca sirul x, x,, ..., X,, ... este o

progresie aritmetica.
Procedam prin inductie:
— Etapa de verificare:

Sa aratam ca numerele x, X,, X, sunt Tn progresie aritmetica, adica

stiind ca x +Xx, =2x, este adevarata propozitia

p(3):

11 _3-1
Xl X2 X2 X3 X1 X3
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Din ultima relatie adevarata avem:

X, + 2 X, + 2X
TX 2 KetR 2%
X1X2 X3 X1X3 X1X2X3 X1X2X3

Numitorii fiind egali, din egalitatea ultima rezulta c.t.d.
— Etapa de demonstratie:
Presupunem ca:

1 1 1 k-1
+ .ot =
X1X2 X2 X3 Xk—lxk X1Xk

p(k):

adevaratd X, X,, ..., X sunt k numere in progresie aritmetica, adicd x =x +(k-1)r

(V,2,3)unde r=x,—X, =...= X, — X, -

Stiind ca p(k+1): PR S S k
X1X2 X2 X3 Xk Xk +1 X1Xk +1
adevarata, trebuie sa demonstram ca numerele x;, X,, ..., X, X,,, sunt in progresie aritme-
tica, de ratie r.
Are loc:
k-1 1 k
+ —

Xlxk X k Xk +1 X1Xk +1

Deducem de aici relatia
(K =1) X,y + X, = kx, (V,2,4)

Inlocuind pe x, dat de relatia (V,2,3), in egalitatea (V,2,4), obtinem
(k=1)X,,+%, —(k-1)r=kx, sau (k-1)x,, =(k-1)x +(k-1)r, deci x., =X +r, ceea ce
exprima ca numerele x;, X,, ..., X, X,,, sunt in progresie aritmetica.

Din demonstratia prin cele doua etape rezulta deci ca oricare ar fi n, in

conditiile date sirul x;, X,, ..., X,, ... este o progresie aritmetica.

Metoda demonstratiei prin inductie completa se aplica tuturor propo-
zitiilor matematice care depind de un numar natural. Cu aceastd metoda dezvoltam la
elevi aptitudini necesare abordarii inductive si deductive. Elevii Tsi Tnsusesc cu
ocazia studierii acestei metode fapte matematice deosebite, invata ca judecatile sunt

generale si particulare (De exemplu, propozitia ,Toate numerele ce se termina cu
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zero sunt divizibile cu 5” este o judecata generala, dar propozitia ,Numarul 20 se
divide cu 5” este o judecata particulara).

Trecerea de la judecétile particulare la cele generale se numeste inductie,
iar trecerea de la judecétile generale |la cele particulare se numeste deductie.

Matematica foloseste atat rationamentul inductiv cit si pe cel deductiv. In
liceu, cand se studiaza metoda inductiei se dau exemple de inductie incompleta si apoi
se arata importanta metodei de rationament numita inductie matematica (sau inductie
completa).

Demonstratia matematicd, dupa cum am vazut gi in exemplele conside-
rate, este o metoda care implica utilizarea mai multor procedee, tehnici de invatare si

ea domina intreaga activitate matematica.

5.3. EXPUNEREA SISTEMATICA A CUNOSTINTELOR

In predarea matematicii, dintre cele trei forme pe care aceastd metod&

le poate lua (povestirea, prelegerea si explicatia), se utilizeaza cu precadere explicatia.

Elemente explicative domina intregul proces de instructie matematica.
Utilizand aceasta metoda profesorul expune logic si argumentat modul lui de gandire,
iar elevii il urmaresc cautand sa-l inteleaga. Dezavantajul metodei este atitudinea pasiva
a elevilor. Din aceasta cauza profesorul trebuie sa-i stimuleze si sa-i determine sa
gandeasca odata cu el. Pentru a mari eficienta explicatiei se impune ca profesorul sa
regandeasca lectia prin prisma cunostintelor elevilor si cu mijloacele lor de gandire.

Modul de expunere sa fie clar si cu anumite pauze.

Accentul trebuie pus Tnsa pe modul de gandire, cu argumentari
temeinice scotandu-le in evidenta si cum nu este bine sa gandeasca. Daca exista
mai multe moduri de a introduce o notiune (lege) este bine sa se indice aceste cai
si sa se compare, scotandu-se in evidenta calea cea mai rationala.

Cu toate acestea, transmiterea cunostintelor prin explicatie se face rar
in conditii perfect univoce. Elevul primeste ceea ce i se comunica in functie de propria-i
stiinta, de propriile presupuneri, de intelegerea codului de comunicatie, fara sa mai
vorbim de oscilatiile de atentie. De aceea, este necesar pe cat posibil, ca profesorul
sa controleze daca este urmarit de elevi. Mimica elevilor este edificatoare in special la
elevii mici, pe fata carora se oglindeste imediat satisfactia de a fi putut urmari
predarea, sau ingrijorarea in cazul cand au pierdut firul explicatiei. intrebari, repetitii,

explicatii suplimentare, permit si ele acest control. In general in matematica recurgem
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la explicatie atunci cand tema este complet noua si printr-o alta metoda mai activa
nu se poate descoperi acest nou. Suntem nevoiti sa recurgem la explicatie pentru:

— intelegerea anumitor notiuni matematice;

— Tintelegerea unor rationamente matematice ce conduc la demonstrarea
unor legi, relatii. Metodici mai vechi mentioneaza ca explicatia se poate
folosi si pentru rationamentele ce conduc la rezolvarea unor
probleme sau pentru explicarea proprietatilor unor figuri geometrice.
Credem ca pentru realizarea acestor deziderate este mai indicata
folosirea unor metode mai active, ca, problematizarea, diversele forme
de munca independenta etc.

Dam spre exemplificare cateva situati in care se foloseste explicatia,
i) explicatia cu scopul de a intelege anumite notiuni date prin definitie.

De exemplu la geometrie, cl. a 1X-a, notiunea de mulfime convexa. Se

numeste multime convexd o multime M de puncte, care are urmétoarea proprietate: daca

P si Q sunt doud puncte distincte oarecare ale multimii M atunci M contine toate

punctele segmentului |PQ| (fig.2).

P.QeM —|PQ|eM

Fig. 2

Analiza acestor notiuni, pe mai

multe exemple si contraexemple vin sa

NI
usureze explicatia. In cazul de fata se
analizeaza si se stabileste daca urmatoarele
multimi sunt sau nu convexe: multimea vida, Fig. 3

multimea formata din douad puncte sau

multimea din figura 3.

In clasele gimnaziale momentele de explicatie se intalnesc pentru intro-
ducerea notiunii de putere, numere rationale, ecuatii etc. in clasele de liceu aceste

momente sunt mai numeroase. Se folosegte explicatia pentru introducerea notiunilor:
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structuri algebrice, determinanti, logaritmi, derivate, primele notiuni de calculul
probabilitatilor etc.
i) explicatia cu scopul de a intelege rationamente cum este in cazul notiunii de
produs a doua matrice, clasa a Xl-a.
Celelalte doua forme de expunere sunt foarte putin folosite la matematica.

Astfel pentru trezirea interesului se introduc printr-un fel de povestire
anumite elemente de istorie matematica, rezolvari de probleme celebre sau elemente de
biografie ale unor matematicieni, care s-au ocupat de problema respectiva. De exemplu,
in clasa a V-a, la capitolul numeratie se vorbeste despre formarea notiunii de numar;
la sistemul metric se amintesc vechile unitati de masura; cu ocazia teoremei lui
Pitagora se dau alte demonstratii ale teoremei la chinezi, egipteni etc. Cand o
anumita teorema este legata de numele unui matematician celebru este bine sa fie
insotita de cateva elemente din biografia acestuia.

Elemente de istoria matematicii mai pot interveni si pentru marirea moti-
vatiei invatarii anumitor capitole, prin expunerea unor intdmplari amuzante care au dus
la descoperirea lor. De exemplu, cum a gasit suma progresiei aritmetice, micul Gauss.

In clasele mai mari expunerea imbracd o form& mai riguros stiintifica,
ea poate fi considerata ca o prelegere.

Pentru faptul ca duce la pasivitate nu se recomanda prea mult utilizarea
acesteia. Ea se alterneaza cu conversatia ca in acest fel elevii sa fie depringi treptat cu
efortul de a urmari un timp mai indelungat cuvantul profesorului.

Prelegerea se foloseste rar si numai la clasele mari. Se utilizeaza
atunci cand tema respectiva cere o expunere continua, iar fragmentarea ei pe
mai multe ore ar prejudicia intelegerea. Exemplu, structuri algebrice, binomul

lui Newton etc.

Indiferent de forma expunerii folosite ea nu se aplica de-a lungul

unei ore intregi, ci se imbina cu celelalte metode de predare.

5.4. METODA CONVERSATIEI

Metoda conversatiei consta in dialogul dintre profesor si elev, in care
profesorul nu trebuie sa apara in rolul examinatorului permanent, ci in rolul
unui partener, care nu numai intreaba dar si raspunde la intrebarile elevilor.

Cu metoda conversatiei se stimuleaza gandirea elevilor in vederea insusirii de
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noi cunostinte sau fixarea, sistematizarea cunostintelor si deprinderilor

asimilate anterior.

Alaturi de demonstratia matematica si metoda exercitiului,
conversatia se foloseste mult la matematica. Ea determina o participare activa
din partea elevilor pentru ca profesorul adreseaza intrebari clasei in orice
moment al lectiei. De asemenea elevul poate adresa intrebari profesorului in
legatura cu subiectul predat. Este recomandabil a deprinde elevii sa adreseze
ntrebari profesorului cand nu inteleg ceva, aceasta bineinteles cu conditia
sa nu se perturbe procesul de invatare pentru ceilalti elevi (intrebarile sa fie
concrete si la subiect). Prin utilizarea corecta a acestei metode se obtine un
ritm de munca in care sunt atrasi si elevii neatenti sau mai putin disciplinati.

Metoda conversatiei ajuta la formarea rationamentului
matematic la elevi, la realizarea obiectivelor formative ale Tinvatarii
matematicii. Exista mai multe criterii ce pot sa stea la baza clasificarii formelor
de conversatie.

Astfel, dupa numarul de persoane carora li se adreseaza intrebarea,
conversatia este:

— individuala, cand se poarta intre profesor si un singur elev;

— conversatia frontala, cand intrebarile se adreseaza intregii
clase, iar raspunsurile vin de la diferiti elevi.

Dupa obiectivele urmarite in diversele variante de lectii,
conversatia este :

— introductiva, folosita Tn momentele captarii atentiei si
reactualizarii cunostintelor insusite anterior, conversatie cu
care se trezeste interesul pentru lectie;

— conversatia in cadrul prezentarii materialului nou;

— conversatia pentru fixarea noilor cunostinte, cand se
asigura retinerea materialului predat, si care se discuta
acum sub o alta formulare daca este posibil;

— conversatia pentru recapitulare, care la matematica se
desfasoara 1in special pe marginea rezolvarii anumitor
exercitii, probleme cu caracter mai general,

— conversatia in procesul de evaluare a cunogtintelor etc.

De asemenea conversatia este clasificata ca:
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— euristicéd (initiatd de Socrate), care consta in dialogul in care intrebarile se
adreseaza judecatii, rationamentului;

— catiheticd, in care intrebarile se adreseaza memoriei, care cer raspunsuri de
reproducere din memorie a unor definitii, formule, reguli.

Indiferent de forma conversatiei purtate, intrebérile trebuie sa indepli-

neasca anumite conditii din care subliniem urmatoarele :

— Sa fie precise, sa nu fie vagi, sa vizeze un singur raspuns. Exemplu de intrebari
vagi : ,Ce putem spune despre patrulatere?”, ,Ce putem spune
despre definitia derivatei unei functii ?”.

— S& nu contina raspunsul, sa nu ceara un raspuns prin ,da” sau ,nu”’. De

N

exemplu nu se pune intrebarea: ,,sin45°:7 ?”.

— Sa contribuie la dezvoltarea gandirii, adica sa fie instructive.

Se utilizeaza cu mai multa eficientd conversatia frontala, in care intre-
barile sunt adresate intregii clase, apoi se numeste elevul caruia trebuie sa i se
acorde un timp de gandire.

Raspunsurile acceptate trebuie sa fie corecte, exprimate in termeni
precisi si complete, sa oglindeasca intelegerea. Dam exemplu de conversatie frontala,
din momentul reactualizarii cunogtintelor necesare introducerii notiunii de transformare

geometrica, la clasa a Xl -a:

Transformarea geometricd este o functie speciala care se va defini in lectie
si se reactualizeaza notiunile Tnvatate despre functia bijectiva.
Profesorul: Cand o functie se numeste injectiva?

Elevul A: O functie f:E—>F E,Fc® se numeste injectivda daca
VX, X, €E, X #X,, rezultd f(x)= f(x,).

Profesorul: Enuntati o alta definitie echivalenta a functiei injective.

Elevul B: O functie f:E—>F,E,Fc® se numeste injectiva daca
Vx, %, €E, f(x)=f(X) implicd x,=x,.

Profesorul: Care este definitia functiei surjective?

Elevul C: O functie f:E —>F, E,F R, se numeste surjectiva daca VyeF, IxeE
astfel incat y= f(x).
Cand raspunsurile sunt gresite, trebuie sa fie imediat corectate, prin discutii

mai ample, din care profesorul deduce si cauza greselii.
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Conversatia va fi astfel dirijatd de catre profesor, incat sa se contureze

bine o idee Tnainte de a trece la altele, realizandu-se in acelasi timp unitatea lectiei.

O importanta deosebita a metodei conversatiei este aceea ca ea ajuta
la dezvoltarea limbajului matematic.

Daca limbajul matematic este un instrument indispensabil si pretios
pentru adult, el capata o importanta si mai mare pentru dezvoltarea rationamentului
matematic al copilului.

Dificultatile pe care copilul le intampina in aceasta privintda se reper-
cuteaza atat asupra inteligentei cat si pe plan afectiv.

Analiza amanuntita facuta acestor dificultati au scos in evidenta nece-
sitatea examinarii lor pe mai multe planuri si anume :

— limbaj scris sau oral ;

— reprezentari schematice ;

— utilizarea simbolismului matematic.

Limbajul scris si oral. Profesorul de matematica trebuie sa fie constient
de dificultatile de limbaj pe care le au elevii la diversele varste scolare si sa vegheze la
intelegerea cuvintelor si a expresiilor intalnite. Foarte adesea dificultatea unei
probleme este data si de limbajul ,tehnocratic” prin care este enuntata.

Mialaret considera cuvintele limbajului matematic ca apartinand la trei
categorii :

— cuvinte din limbajul obisnuit care au aceleasi intelesuri si in
matematica;

— cuvinte al caror inteles diferd in oarecare masura fata de cel din
limbajul normal;

— cuvinte proprii matematicii.

Daca prima categorie de cuvinte nu ridica nici o problema, trebuie acor-
data o atentie deosebita celorlalte categorii.

Se intélnesc in matematica cuvinte al caror inteles difera de cel pe care
il au in limbajul cotidian. La aceste cuvinte este necesar sa se scoata in evidenta
intelesul matematic in paralel cu cel din limbajul curent. De exemplu, notiunea de
,inaltime” cunoscuta de elev ca inaltimea unui copac, a unei case, inseamna fin
matematica un segment care de multe ori este orientat altfel decat vertical. Tot aici
se includ si cuvintele care trebuie sa reprezinte o operatie matematica, de exemplu,

,CU a mai mare” sau ,,de a ori mai mare”.
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Se remarca si anumite contradictii ale intelesurilor pe care unele cuvinte
le au in matematicad si limba maternd, de exemplu, ,sau in limba uzuald este

exclusiv pe cand Tn cel matematic nu.

O importanta deosebitda sa se acorde cuvintelor proprii matematicii, ce
trebuie introduse in mod analog cu cele ale unei limbi straine. Pentru invatarea lor,
Mialaret propune mai multe etape:

— Prezentarea cuvantului si a proprietatilor corespunzatoare.

— Exercitii care permit trecerea de la cuvant la figura (proprietate) si
invers.

— Exercitii care vizeaza utilizarea cuvantului intr-un context.

— Fixarea lui prin aplicatii frecvente.

Dificultatile intdmpinate se datoreaza faptului ca aceste cuvinte noi sunt
introduse deodata cu anumite notiuni matematice, deci imbogatirea limbajului

matematic se face deodata cu dezvoltarea si elaborarea gandirii matematice.

Pentru ugurarea intelegerii, este bine ca acolo unde se poate, semnificatia
cuvantului sa fie apropiata de expresii uzuale Tnrudite, exemplu, comutativitate cu
mutatii, permutare. Tn cursul invatarii unui cuvant se intadmpla deformari ale
cuvantului ce trebuie cu grija si rabdare corectate si exersate.

Experientele au demonstrat ca este mai ugor sa se recunoasca (intelegere
pasiva) un cuvant decat sa se invete utilizarea lui (intelegere activa).

Tn timpul invatarii acestor cuvinte se pot intampla confuzii intre :

— realitati vecine, exemplu, inaltime, mediana, mediatoare;

— denumiri asemanatoare, exemplu, mediana, mediatoare.

In aceste cazuri profesorului ii revine sarcina de a-l face pe elev s& dis-
tinga diferentele, atragand atentia asupra notiunii pe care o definesc.

Stapanirea limbajului se repercuteaza mai pregnant in rezolvarea proble-
melor, in acest sens neintelegerea textului problemei face imposibilda nu numai
rezolvarea dar si orice initiativa si incercare de rezolvare. In afard de aceasta,
traducerea corecta a limbajului curent in expresii algebrice si invers, exprimarea n
cuvinte a semnificatiei unei expresii matematice este o conditie sine-qua-non a unei
rezolvari corecte.

Utilizarea schemelor se face devreme si vine sa usureze demersul mate-
matic Tn Tnsusgirea unor notiuni si in rezolvarea problemelor. Schemele sunt utile atunci

cand sunt intelese si se poate face cu usurintd traducerea semnificatiei lor in limbaj

90



uzual. Natural ca pentru a fi utile li se impun anumite conditii, conditii asupra carora
vom insista la demonstrarea materialului didactic.

In fine, utilizarea simbolurilor se considerad a fi a treia latura a dezvoltarii
limbajului (limbajului scris). Specialigtii care s-au ocupat de problema limbajului, acorda
o importanta deosebita folosirii unui sistem de simboluri matematice de la véarsta
scolara mica. Tot ei constata ca aceste simboluri sunt bine asimilate si ca utilizarea lor

se face cu usurinta. Astfel simbolurile teoriei multimilor €, <, U, N, & se introduc

deodata cu primele notiuni despre multimi gi nu trebuie sa& faca obiectul unor
sedinte aparte.

Tot asa simbolurile —, <, L, [J precum si cuantificatorii, se Tnsusesc

odata cu notiunile respective. Natural ca se impune exersarea lor, analog cum s-a
procedat cu invatarea cuvintelor.

Importanta limbajului matematic la elevi se reliefeaza nu numai pe plan
matematic, ci si pe plan afectiv motivational, caci nestapanirea acestui limbaj
provoaca la adolescenti o inhibitie. Utilizarea gresita a unor denumiri matematice 1l face
pe elev sa se simta ridicol si mareste tracul. Aceasta duce la un ,mutism” gi la
amplificarea timiditatii adolescentine.

Nici o clipd s& nu se piarda din vedere ca odata cu formarea notiunilor
matematice se formeaza si limbajul adecvat. Prin faptul ca profesorul i invata pe
elevi cuvinte matematice, le arata importanta lor, scoate in evidentd exprimarea cea
mai clara si corecta, nu face altceva decéat sa-i invete spiritul matematic, dar in

acelasi timp contribuie la formarea lor intelectuala.

5.5. PROBLEMATIZAREA S| INVATAREA PRIN DESCOPERIRE LA
MATEMATICA

Predarea si invatarea prin problematizare si descoperire presupun utili-
zarea unor astfel de tehnici care sa produca in mintea elevului constientizarea
conflictului dintre informatia existenta si o noua informatie, intre diferite niveluri de
cunoastere si lichidarea acestui conflict sa duca la descoperirea a noi proprietati ale
obiectului studiat.

Aceste stari conflictuale se numesc in pedagogie situatii-problema si pot
fi de mai multe tipuri :

— contradictii intre posibilitatile existente ale elevului si cerintele in care e pus de noua

problema;
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— necesitatea selectarii din cunostintele sale anterioare pe acelea cu valoare
operationala;

— integrarea notiunilor selectate intr-un sistem gi congtientizarea ca acest sistem este
ineficient operational si pretinde completarea informatiei.

Problematizarea are o sfera de existenta comuna cu conversatia euristica,
intrebarile frontale sau individuale utilizate in etapa de pregatire a introducerii unei
notiuni sau chiar in etapa prezentarii materialului nou, intrebari care se adreseaza
gandirii sau rationamentului, determina situatii conflictuale.

Organizarea acelor situatii-problema trebuie sa fie astfel incat intrebarile
sa apara in mintea elevului fara ca acestea sa fie formulate de profesor.

Dintre ideile care se vehiculeaza azi in ceea ce priveste predarea si inva-
tarea prin problematizare la matematica, retinem pe cele ale pedagogului-matematician
G. Polya. El considera ca scopul predarii matematicii este de a face pe tineri sa
gandeasca si mijlocul 1l reprezinta rezolvarea de catre elevi a problemelor care cer un
anumit grad de creatie, de nerutinare. Relativ la conditiile pedagogice pe care
trebuie sa le indeplineasca problema se subliniaza :

— sa aiba sens si sa fie adresata in cel mai oportun moment din punctul

de vedere al elevului;

— sa tina seama de cunostintele insusite anterior de elev, sa trezeasca

interesul, sa fie clar enuntata, sa solicite efort din partea elevului.

Problematizarea privita prin rezolvari de probleme o gasim si in con-
ceptia lui R. Gagne.

Acesta arata ca rezolvarea de probleme poate fi privita ca un proces prin
care elevul descopera ca o combinatie de reguli invatate anterior, o poate aplica
pentru a ajunge la o solutie referitoare la o noua situatie problematica.

in conceptia lui R. Gagne, evenimentele implicate in rezolvarea de
probleme sunt:

— prezentarea problemei (verbal, scris, printr-un enunt cursiv sau tabel,

grafic s.a.);

— elevul definegte problema, adica distinge caracteristicile esentiale ale

situatiei, isi insuseste enuntul, gaseste legatura intre date;

— elevul isi formuleaza ipoteze care pot fi aplicate Tn vederea unei so-

lutii;
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— realizeaza verificarea ipotezelor sau a catorva ipoteze succesive,
pana
gaseste una care sa-l duca la solutia cautata.
Expresia ,rezolvare de probleme” este folosita peste tot unde este vorba
de gasire de solutii la probleme noi si nu la acelea in care se substituie valori numerice in
diferite expresii matematice sau acele probleme de calcul date pentru formarea

deprinderilor de calcul.

Exemplu:

Intr-o urnd se afla bile de 3 culori; 4 galbene, 5 rosii si 3 albastre. Care
este cel mai mic numar de bile ce trebuie extrase pentru a fi siguri cd am extras cel
putin 3 bile de aceeasi culoare? (Clasa a Vl-a).

Pentru rezolvare elevul trebuie sa inteleaga ca problema cere sa
extragem o singura data un numar de bile, astfel incat sa fie cel putin 3 de aceeasi
culoare, dar prin rationament se vor face evident mai multe ipoteze de extragere.
Enuntul contine expresiile ,cel mai mic numar de bile”, ,cel putin 3 bile”, care fac ca
reprezentarea problemei sa fie complexa si explicitd. Enuntul nu da indicatii asupra
mersului rationamentului in rezolvare si elevul isi formuleaza ipoteze; daca se extrag 3
bile pot sa fie toate de aceeasi culoare (caz fericit), 2 de o culoare si una de alta,
toate 3 de culori diferite. Deci aplicarea acestei ipoteze nu duce ia siguranta ceruta.
Cea mai nesigura este ipoteza extragerii a 3 bile de culori diferite, care conduce la o
noua ipoteza, a extragerii a 6 bile. Cazul cel mai nefavorabil la verificarea acestei ultime
ipoteze este cand 2 bile sunt galbene, 2 rosii si 2 albastre. Se formuleaza acum ipoteza
care se verifica, adica, ipoteza extragerii a 7 bile, care duce la siguranta ceruta,

deoarece a saptea bila poate fi de oricare din cele 3 culori.

In problema de mai sus s-a realizat verificarea a 3 ipoteze succesive,

ultima a dus pe elev la solutia cautata.

Cand un elev intalneste aceasta problema, prima oara nu se bazeaza
pe o experienta la care sa recurga, dar el igi reactualizeaza ce inseamna ,cel mai
mic numar posibil”, ,cel putin”.

A doua problema de acest tip nu mai constituie ,0 problema” in sensul
amintit, elevul actualizeaza modul de abordare de la problema intai si chiar daca apar

alte date sau cerinte, rationamentul se efectueaza analog.

Exemplu:
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Intr-o urna se afla 4 bile galbene 5 rosii, 3 albastre. Care este cel mai mic
numdr de bile ce trebuie extrase pentru a fi siguri cd am extras cel putin o bilé de culoare rogie
1? (Raspuns: 8 bile).

Formularea de probleme de acest tip, de catre elevii insisi, constituie
forme ale creativitatii si presupun ca elevul si-a format niste deprinderi intelectuale cu
eficacitate din punctul de vedere al generalizarii si aplicabilitatii.

Dupa natura problemelor, in matematica se pot crea diferite situatii
problema :

— Probleme din viata cotidiana, enuntul fiind dat prin grafice, tabele etc.

Exemplu:

S& se stabileascd o formula pentru functia definitd pe (O,»), cu valori

reale, daca graficul ei este dat, figura 4 (cl. a Vlll-a, a 1X-a).

VA Raspuns:

Se cere deci sa se determine
legea de corespondentda daca este

cunoscuta multimea:

sz{(x,f(X))‘XE(0,00)}, data grafic. Din

analiza desenului se gaseste:

1 daci x € (0,1]

x daca x € (1,o0)

f :(0,00)—>[1,oo), f(x):{

=<V

Fig. 4

— Probleme care se pun in legatura cu efectuarea de catre elevi a
anumitor desene, machete. (De exemplu, macheta pentru
teorema celor 3 perpendiculare, clasa a Vlll-a, a X-a.)

— Probleme in care se folosesc cunostintele algoritmice si se deduc
proprietati noi (de exemplu, algoritmul lui Euclid pentru determinarea

c.m.m.d.c. a 2 polinoame, clasa a X-a).
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— Probleme de perspicacitate, care asa cum arata E. Rusu nici ele
nu merg in gol, este necesar un bagaj de cunostinte si rezolvarea

depinde de modul cum se aleg cunostintele.

Exemplu:

,cine este mai mare, x sau x*, xe®R ? (clasa a Vl-a, a VllI-a).

Pentru rezolvare este necesar sa stim ce valori reale i se pot atribui lui X;

astfel pentru xe(-»,0)uU(Lx) este adevaratd relatia x<x’, pentru xe{0,1} este
adevarata relatia x=x* si pentru XG(O,l) avem relatia x> x°.

Prin aplicarea in predare a problematizarii, rezultatul final este totdeauna
descoperirea solutiei problemei puse.

Descoperirea deci, in matematica, o vedem ca o intregire a problema-
tizarii.

Vorbim despre descoperire daca elevul gaseste el insusi, printr-un efort
personal de analiza, inductie, generalizare o teorema, o demonstratie, un procedeu
de calcul etc.

Se pot pune in evidenta trei modalitati de invatare prin descoperire:
inductiva, deductivd gi prin analogie, clasificarea avand la baza tipurile de rationamente
folosite.

Exemplul 1 (descoperire inductiva). La clasa a Vll-a, pentru obtinerea
formulelor de calcul prescurtat se porneste de la exemple concrete de inmultire,
cerandu-se elevilor ca la inmultirea a doua binoame cu aceiasi termeni sa compare
termenii din paranteze cu termenii produsului (rezultatului).

Dupa doua, trei exemple se formuleaza regula si se aplica apoi regula la alte
exemple.

Exemplul 2 (descoperire deductiva). La clasa a Xl-a, pornind de la defi-
nitia derivatei unei functii se descopera regulile de derivare ale functiilor elementare
(functia constanta, putere, logaritmica, functiile trigonometrice).

Exemplul 3 (descoperire prin analogie). La clasa a Vlll-a, se descopera
regulile de calcul pentru operatii cu fractii algebrice cunoscénd regulile de calcul

pentru fractiile aritmetice.
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Problematizarea si descoperirea fac parte din metodele asa-zise for-
mativ-participative. Ele solicita elevul sa gandeasca, 1i pune la incercare vointa, i
dezvolta imaginatia si-i imbogateste experienta de rezolvare de diverse probleme.

n lectiile Tn care se aplica aceste metode profesorul alege problemele,
le formuleaza, dirijeaza Tnvatarea, controleaza si apreciaza munca depusa de elev

in toate etapele activitatii.

5.6. MODELAREA

5.6.1. MODELAREA MATEMATICA, METODA

Modelarea ca metoda pedagogica este definita ca un mod de lucru prin
care gandirea elevului este condusa la descoperirea adevarului cu ajutorul modelului,
gratie rationamentului prin analogie. Tot mai multi specialisti pedagogi gi
matematicieni acorda o atentie speciala acestei metode.

In acest sens se constata existenta a doua categorii de modelare: similara si
analogica.

Modelarea similara consta in realizarea unui sistem de aceeasi natura
cu originalul, care sa permita evidentierea trasaturilor esentiale ale originalului. Acest
gen de modelare se preteaza la biologie, in diverse ramuri ale tehnicii, dar ea se
aplica Tn mica masura si matematicii.

Dam spre ilustrare urmatoarele
exemple :

Pentru calcularea tnaltimii unui
turn se face schita model alaturata (fig. 5).
Aceasta permite calcularea Tinaltimii cu
ajutorul functiilor trigonometrice. Rezultatul

obtinut, adica inaltimea calculata, se

transfera asupra originalului.

Fig. 5 Acelasi demers este oferit si
de problema:
Determinarea inélfimii unui copac, despartit de observator printr-un obstacol,

folosind legile reflexiei intr-o oglinda plana (fig. 6).
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Modelarea analogica nu presupune
o asemanare perfecta cu originalul ci numai o
analogie. Ea consta in construirea unui sistem

S, a carui descriere matematica este aceeasi cu

sistemul original S, desi de natura diferita. Prin

investigatile efectuate asupra lui S, se gasesc

solutii ce se pot aplica lui S.

Momentele cunoasterii in procesul modelarii sunt:
— Trecerea de la original la model;
— Transformarea modelului sau experimentarea pe model;
— Transferul pe original a rezultatelor obtinute pe model;
— Verificarea experimentala a existentei (la original) a proprietatilor obtinute pe

model.

Sa urmarim aceste etape pe un exemplu.

Operatiile cu fractii algebrice se studiaza pe baza modelului servit de
fractiile ordinare. Modelul ,fractii ordinare” are aceleasi trasaturi esentiale ca si
originalul, reprezinta aceeasi operatie si au aceleasi proprietati. Deci pentru deducerea
adunarii fractiilor algebrice avem:

— Alegerea modelului (fractii ordinare).

— Algoritmul de adunare a fractiilor ordinare.

— Transferarea asupra fractiilor algebrice. Algoritmul de adunare a fractiilor
algebrice.

— Adunarea fractiilor algebrice.

Trecerea de la original la model se face prin simplificare. Se impune insa
o atentie deosebita ca aceasta simplificare sa nu fie exagerata si prin ea sa nu
omitem unele trasaturi esentiale. Totodata sa nu se scape din vedere ca valoarea
modelului va fi judecata prin prisma eficacitatii lui, adica a posibilitatilor pe care el le
ofera pentru atingerea scopului. Informatiile noi obtinute pe baza modelului sa fie
transferate cu grija asupra originalului avand in vedere diferenta specifica intre

model si original.
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Modelul este purtatorul unei semnificatii, informatii, care poate fi exprimata

printr-un suport material sau ideal. De exemplu teorema lui Pitagora poate fi modelata

ideal sub forma a* =b*+c? si prin suma ariilor patratelor construite pe laturi.

5.6.2. CLASIFICAREA MODELELOR

Exista o multitudine de clasificari ale modelelor. Ne vom opri asupra
acelora care clasifica modelele dupa natura suportului sub care se vehiculeaza
informatia.

In acest sens distingem :

a). Modele materiale care au suport material si care se folosesc foarte putin in
invatarea matematicii, numai sub forma de machete.
b). Modele ideale, care dupa suportul prin care sunt exprimate apar ca:

— modele ideale de ordinul I, care au suportul construit din imagini ce reprezinta
0 oarecare asemanare cu originalul; de exemplu, schita reprezentativa a unei
probleme sau teoreme ;

— modele ideale de ordinul Il, exprimate prin sisteme de semne in care
asemanarea cu originalul este reprezentata prin simboluri. Din aceasta cate-
gorie fac parte urmatoarele modele:

i) modele grafice, de exemplu, curba reprezentativa a variatiei unei functii
trigonometrice sau a unui loc geometric etc.;
i) modele logice, care sunt scheme de rationament, sau prescriptii algoritmice;

iii) modele matematice, exprimate in general sub forma de formule.
De exemplu, pentru deducerea ecuatiei dreptei ce trece prin doua puncte
(fig. 7), modelul matematic este dat de scrierea relatiei cd B(x,,y,)ed de ecuatie
y—Y, =m(x—x,). Transformarile, acestui model permit aflarea ecuatiei sub forma tot a

unui model matematic:

Xy
X—= — .
X_))(Z:yy_yyl si %y 1=0
; TR,y

Aceasta ultima forma este pur simbolica.
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De multe ori se folosesc mai multe feluri de modele, de exemplu, pentru

deducerea ecuatiei elipsei.

><
A
7

F'(-c,0) O F(c,0) x

<Y

Fia. 7 Fia. 8 Fia. 9

— model ideal de ordinul | (fig. 8) si transformarea lui in modelul matematic:
X2 y2
?4_? =1

— model ideal de ordinul II (fig. 9), model grafic.

5.6.3. VALOAREA S| APLICABILITATEA METODEI LA MATEMATICA

in invatarea matematicii se acordd modelarii mari valente
educative. Se confera modelului o valoare euristica, pentru ca prin utilizarea
lui se dezvolta spiritul de observatie, capacitatea de analiza, sinteza, se
dezvolta creativitatea si flexibilitatea rationamentului, trasaturi indispensabile
celui ce studiaza matematica.

In aplicarea modelarii in invatarea matematicii trebuie sa se aiba
in vedere doud etape ale aplicarii ei. Intr-o prima etapa, invatarea se va
face pe baza modelelor construite de profesori. in aceasta etapa se vor analiza
trasaturile modelului si compararea cu originalul. Pentru a reliefa conditiile ce
trebuie sa le indeplineasca modelul se vor da si contraexemple sau exemple de
modele cu eficacitate scazutd. In a doua etapa elevii vor ii deprinsi sa-si
construiasca singuri modelul.

A. Revuz scoate in evidenta importanta de a determina elevul sa
descopere singur modelul. Procedand in acest fel se indeplinesc doua sarcini
importante Tn predarea matematicii :

— obignuirea elevului de a matematiza anumite situatii;
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— matematica nu mai pare o stiinta gata facuta ci ajuta elevul
sa o descopere, dezvoltandu-i astfel rationamentul.
Eficacitatea modelarii, pentru elevii care invata matematica, este
marita de utilizarea a cat mai multor tipuri de modele, tindnd cont de
particularitatile de varsta si cunostintele elevilor. In clasele mici sa predomine
modele materiale si grafice, ce se vor diminua sau disparea in clasele mari.
Confectionarea si crearea de catre elevi a unor astfel de modele contribuie la
dezvoltarea spiritului inventiv al elevilor si orientarea lor spatiala.
Folosirea modelelor ideale este indicata pentru toate clasele.
Modele ideale de ordinul I sunt mai accesibile si contribuie la o mai buna

ntelegere a informatiei transmise.

5./. DEMONSTRAREA
MATERIALULUI INTUITIV

Dupa cum se stie de la cursul de pedagogie ,prin demonstratie
intelegem prezentarea sistematicd si organizatd a unor obiecte, procese etc, sau
producerea unor fenomene, experiente in fata elevilor, cu scopul de a usura
intelegerea si executarea corectd a unor activitati .

Daca pare destul de simplu de definit in general, cand este vorba
de a preciza ce se intelege prin intuifia matematica parerile sunt impartite.

I. L. Nicolet spune ,dupa unii intuitia pare un fel de experienta
mintala, pentru altii ea pare mai mult o veritabila experienta sensibila, pentru
altii o simpla observare si notare a unor fapte. Deseori pentru unii sub
numele de intuitie se ascunde acel fel de rationament ce trebuie numit inductiv
si aceasta pare destul de aproape de adevar’.

Zancov, socoteste ca intuitia trebuie considerata in unitate cu
gandirea.

Corelatia intre cuvant si imagine se poate realiza, in raport cu

necesitatile instructiei, Tn diverse feluri. Dintre acestea reamintim:
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— intuitia — sursé de cunostinte;

— Intuitia — surséa de generalizare;

— intuitia — mijloc de verificare.

In cadrul intuitiei cuvantul are si el mai multe roluri:
— rol de orientare si dirijare;
— rol de aridica de la particular la general;

— sursa de cunostinte.

Matematica in general si matematica moderna in special, studiaza relatii
de mare generalitate. Tot mai des se aud voci care considera perimata predarea
intuitiva la matematica. Experienta celor 20 de ani de aplicare a matematicii moderne n
Europa, dovedeste ca ea este utila si necesara pentru marirea accesibilitatii
matematicii. Inca la colocviul de modernizare a matematicii de la Bucuresti, Jean de
Siebental a aratat ca matematica nu poate fi desprinsa decat in mod artificial, numai
aparent, de bazele ei intuitive si de extinderea ei in real. Axiomatica singura nu
constituie alfa si omega matematicilor.

Convertirea principiului intuitiei in metoda demonstratiei imbraca ferme
foarte diferite, datorita diversitatii materialului intuitiv :

— demonstrarea materialului natural;
— demonstrarea cu ajutorul materialului grafic;
— demonstrarea cu ajutorul machetelor;
— demonstrarea, cu ajutorul foliillor de retroproiector, desenului animat
si filmelor didactice;
— folosirea televiziunii scolare.

In scoala generalad materialul natural vine numai ca o prima concretizare
a diferitelor notiuni matematice, de exemplu, prisma, cilindrul, simetria etc. Treptat,
intuirea se bazeaza pe reprezentari, pe imagini din ce in ce mai schematice sau pe
imagini conventionale. Imaginile utile sunt acelea care nu copiaza realitatea ci o
modeleaza, pastrand esentialul. Cu cat elevii carora li se adreseaza sunt mai mari cu
atdt modelele sunt mai schematice permitdnd mai usgor trecerea spre modele

matematice.

Este indiscutabil ca metoda demonstrarii se foloseste in special in pre-
darea geometriei, dar in mai mica masura si alte discipline matematice recurg la ea.

Demonstrarea cu material grafic imbraca diverse forme :
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Desenul la tablé cu ajutorul instrumentelor are importanta deosebita la
clasa a Vl-a — a Vll-a. Punerea accentului asupra corectitudinii unei schite facute la

tabla, fixeaza notiunile teoretice si le clarifica.

De exemplu, constructia bisectoarei, clasa a Vl-a (fig. 10).

) (1 /B Fig. 11

(1) Trasarea AB de raz loA]",
(2) Trasarea arcelor a si b de raza |AM|=||BM|,

(3) Trasarea semidreptei [OM :

Aceasta prescriptie algoritmica clarifica faptul ca orice punct de pe

bisectoare este egal departat de cele doua laturi ale unghiului. Pentru aceasta

profesorul va insista asupra faptului ca |OA| si |AM| au fost luate arbitrar. Prin

evidentierea de catre profesor a etapelor de constructie se scot In evidenta tocmai
etapele de rationament.

Schitele pe tabla reprezinta ilustrarea anumitor teoreme sau probleme.
Aceste schite usureaza intelegerea faptului matematic continut in teorema respectiva. in
acelagi timp ele sunt si suport de notatie prin care se poate formaliza demersul
demonstratiei. In unele cazuri schita si mai ales liniile ajutatoare vin s& sugereze ideea
demonstratiei.

De exemplu, la teorema: suma masurilor unghiurilor unui triunghi este

180° (fig. 11). Trasarea lui xy[1AB il face pe elev sa se gadndeasca la existenta unor

unghiuri formate de drepte paralele taiate de secanta.

* Utilizam notatia folositd de manualul din cl. a IX-a, considerand ca uniformizarea notatiei se impune
pe tot parcursul gcolaritatii.
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In acest sens, intuitia fsi aduce un aport substantial in insusirea notiu-
nilor matematice si pentru a fi intr-adevar utile, schitele sa fie ordonate, cu
evidentierea elementelor congruente cu cretd de aceeasi culoare. In acelasi timp ea
trebuie sa oglindeasca toate datele problemei sau teoremei si pentru aceasta este
necesara o revedere a enuntului. Este bine ca profesorul sa scoata in evidenta
necesitatea demonstratiei matematice, in special la elevii mici pentru care imaginea
este mai convingatoare decat demonstratia.

in afard de geometrie se mai folosesc schitele si la algebra (reprezentarea
graficd a lui (a+b)’ =a®+2ab+b?, geometria analitica, trigonometrie etc.

Teoria multimilor recurge si ea in mare masura la schite prin care se
usureaza intelegerea si In unele cazuri se evita greseli. De exemplu (fig. 12), fiind
date multimile A={1,2,3} si B={a,b} se cere produsul cartezian AxB si BxA (clasa
a IX-a).

Prezentata in acest mod se evita confuzia ca produsul cartezian ar fi

comutativ, deoarece cuplurile (1,a) si (a,1) sunt distincte.

AxB Bx A
5 ) [ib) 2b) D) — (@) (69))
e _fea) o0 . (2.2) |(b:2)
/
B Lo (a,1) |(b1)
7

OO TN

B

~—

Fia. 12

Atunci cand desenele sunt mai complicate se recurge la planse gata facute.
Aceste planse trebuie corect executate, ingrijit lucrate, sa scoata in evidenta esentialul

si destul de mari, pentru a putea fi vazute din orice colt al clasei.

Plansele se vor expune timp suficient pentru a putea fi vazute de toti.
Profesorul incitad clasa, prin conversatie, la scoaterea in evidenta a elementelor

principale ale materialului respectiv.
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Pentru dezvoltarea imaginii spatiale se utilizeaza machetele. Ele sunt mo-
dele materiale, care evidentiaza caracteristicile corpului geometric respectiv, sectiuni in
acesta sau ilustreaza anumite probleme. Pentru a putea sa realizeze aceste deziderate
este necesar ca machetele sa fie facute din materiale transparente sau sarma, fapt care
permite observarea legaturii intre elementele corpului respectiv. La fel ca si plansele,
machetele trebuie sa fie destul de mari si nu prea incarcate. Elevii, sub indrumarea

profesorului, scot in evidenta esentialul ce se impune reliefat.

Pentru ca fiecare elev sa poata opera sectiuni asupra unei machete etc,
sunt foarte utile modele confectionate de elevi. Avantajul lor mai consta si in faptul
ca in timpul confectionarii, elevii se familiarizeaza cu trasaturile esentiale ale corpurilor

respective.

Toate aceste materiale sunt supuse la ora actuala unei critici serioase,
in acest sens se subliniaza ca desenul este insuficient pentru a da un caracter
constructiv _geometriei intuitive. Dupa parerea lui E. Castelnuovo desenul nu ne
sugereaza problema fiindca ofera un numar finit de imagini si impiedica prin aceasta
gandirea elevului de a fi libera; prin faptul ca e static, el nu ne conduce la o
observare reala si in consecintd nu conduce la intuitia adevarului; in acelasi timp nu
permite o imagine reala a unei situatii in spatiu.

in afara de aceasta, cand elevul executa o figura, atentia ii este atrasa
asupra conturului figurii si nu de ce este Tn interior. Nu trebuie sa se uite ca
geometria ca gi celelalte stiinte matematice nu are un caracter descriptiv static.
Cuvantul profesorului, oricat ar fi de experimentat, nu poate suplini impresia falsa data

de material.

In ultima vreme s-a cautat s& se remedieze aceste dezavantaje prin di-
verse aparate sau mici sisteme, modele. Castelnuovo descrie niste bare telescopice, de
lungimi diferite, utilizate pentru demonstrarea inegalitatilor intre laturile unui triunghi si a
cazurilor de asemanare. Prin manipularea acestor bare, elevul va vedea ca nu
totdeauna din orice bare va putea forma un triunghi si va banui existenta
inegalitatilor respective.

Dezavantajul prezentarii materialului static s-a cautat a fi remediat pe

mai multe cai:

Diapozitivele, care pentru matematica, dupa parerea noastra, nu aduc

avantaje fatd de o plansa. Din contra, faptul ca ele sunt proiectate pe intuneric
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impiedica luarea de notite. Chiar daca ar avea un contrast corespunzator, permitand
proiectarea lor cu ajutorul aspectomatului in conditii de lumina, nu sunt avantajoase
pentru ca prezinta cate o singura imagine statica, una dupa alta, fara posibilitate de
comparare, facand astfel dificila munca individualizata.
Utilizarea retroproiectorului prezinta avantaje serioase fatd de diapozitive
si anume :
— se poate proiecta in plina zi;
— permite profesorului sa scrie dar si sa priveasca clasa;
— se pot cu usurinta reliefa trasaturile esentiale prin culori diferite;
— e adevarat ca imaginea este statica, dar se pot suprapune folii care

permit, in acest fel, analiza comparativd a mai multor situatii; de exemplu,

2 2
graficele lui y=x*; y=2x*; y=3x* si y:x?; y:%_

Se sugereaza ca pentru a activa clasa, elevii sa fie pusi si ei sa efectueze
anumite folii, fapt care ar mari motivatia.

Dezavantajul prezentarii statice este corectat de desenele animate si fil-
mele matematice. Desenele animate prezinta avantajul imaginii mobile si in special al
tratarii problemelor sub mai multe aspecte.

Experimentele intreprinse au demonstrat ca cele mai utile filme didac-
tice sunt cele scurte, de 2—5 minute.

Se impune aici sublinierea ferma ca rolul acestor materiale nu este de a
parafraza demonstratia. Ele pot sa sugereze enuntul teoremei sau datele problemei.
in acelasi timp ele vin sa sublinieze necesitatea de demonstratie. Pentru a satisface
acest deziderat, in analiza figurilor gi materialelor, se va scoate in evidenta
incertitudinea ,se pare ca”, aceasta pentru a sublinia necesitatea demonstratiei.

Televiziunea gcolara este utilizata la noi numai sub forma de consultatii,
care vin sa intregeasca cunostintele dobandite la clasa. Eficienta lor ar fi gi mai
mare daca la ore s-ar purta discutii pe marginea problemei ridicate aici.

Prin demonstrarea materialului intuitiv, sarcina profesorului este de a
duce pe elevi la o intelegere mai usoara si un progres mai rapid.

Trecerea de la intuitie la rationamentul matematic este o adevarata
,2frecerea la limita”. Intuitia convinge dar nu demonstreaza si deci poate sa fie o

sursa de erori. Nu acelasi lucru se poate spune despre demonstratia matematica; ea insa
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nu este asa de convingatoare decat dupa ce ai inteles-o deplin. imbinarea si folosirea
ambelor cai duce insa la o intelegere deplina.

Rolul profesorului este mare caci el trebuie sa determine efortul de
gandire la elev pentru a urmari descrierea unui model. Nu este suficient sa dai unui
elev un material sa-l vada, ci el trebuie invatat ,sa vada”. El trebuie sa vada exact,
precis si ordonat. Deci prin aceasta se realizeaza o parte a obiectivului principal al

invatarii matematicii si anume acela de a forma rationamentul matematic.

5.8. METODA EXERCITIULUI

5.8.1. DATE GENERALE

Exercitiile sunt actiuni efectuate in mod constient si repetat cu scopul
dobéandirii unor priceperi si deprinderi sau chiar a unor cunostinte noi, pentru a usura
unele activitati si a contribui la dezvoltarea unor aptitudini.

Insusirea cunostintelor matematice este organic legata si conditionata
de rezolvarea exercitiilor si problemelor. Aproape nu exista lectie de matematica in
care aceasta metoda sa nu-si aiba aplicabilitate.

Avantajele acestei metode sunt bine concretizate de Verbist R. in felul
urmator :

— Este metoda indicata sa formeze o gandire productiva.
— Ofera posibilitatea unei independente.

— Ofera posibilitatea de discutie asupra diverselor metode si solutii.

— Activeaza atitudinea critica si invata pe elevi sa aprecieze metoda

cea mai buna de lucru.

— Ofera posibilitatea analizei erorilor.

Reiese limpede ca pentru matematica aceastda metoda nu contribuie
numai la formarea priceperilor si deprinderilor, ci aduce un aport substantial la
dezvoltarea unui rationament flexibil si operant.

Academician N. Teodorescu reliefeaza modul in care exercitiile si
problemele trebuie alese, formulate, tratate si folosite.

Alegerea problemelor sa fie conditionata de: programele analitice;
metodele de prezentare a notiunilor in manuale; tehnica de stabilire a rezulta-

telor si elevii carora se adreseaza.
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Formularea sa tina cont de limbajele manualelor, de modul de
prezentare a cunostintelor, de notiunile anterioare pe care le poseda elevii si de
caracterul fundamental sau aplicativ al problemelor.

Tratarea sa aiba in vedere obtinerea rezultatelor pe cai clare si
verificabile, analiza metodelor utilizate, retinerea tipurilor de rationamente folosite,

deschiderea unor perspective pentru probleme analoage sau mai complexe.

Folosirea sa vizeze lamurirea continutului activ in cunoasgterea notiunilor
invatate si adancirea semnificatiei lor, asimilarea metodelor de .rezolvare si

aplicarea lor la rezolvarea altor probleme.

5.8.2. CLASIFICAREA EXERCITIILOR

Clasificarea exercitiilor are la baza aportul capacitatilor intelectuale
necesare efectuérii lor. Tn acest sens distingem:

Exercitii de recunoagtere a unor notiuni matematice.

Recunoasgterea notiunilor din mediul finconjurator prin care se
asigura prima concretizare a notiunilor abstracte. Se utilizeaza la elevii din ciclul

primar si gimnazial.

Recunoasterea unor figuri, de exemplu, care dintre figuri reprezinta
functii (fig. 13).

. = / >
\ e
e

A B B

Fig. 13
Fata de exercitile anterioare acestea au un grad mai mare de

abstractizare, recunoasterea facandu-se intre diagrame pe baza definitiei functiei.
Cu un grad mai mare de abstractizare este recunoasterea unor formule.

De exemplu, recunoasterea ecuatiei elipsei dintre urmatoarele ecuatii:

2 2 2 2

2 o1 aosy=1; T L o9 243y’ =6
3 1 7 9
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Daca in exercitiile anterioare recunoasterea se baza pe realitate sau pe
modele grafice, de data aceasta ea se bazeaza pe analiza unui model matematic din
punct de vedere al caracteristicilor abstracte cuprinse in definirea notiunii respective.

In cazul nostru, se aduc ecuatiile la forma:

Xy
a2 +F:l

Exercitii aplicative ale unor formule sau ale unor algoritmi. Exercitiile
aplicative ale wunor formule urmaresc aplicarea acestora in anumite conditii date.

Ele se folosesc ca primele exercitii de fixare.

De exemplu, la clasa a I|X-a, dupa ce s-a dat formula distantei intre

doua puncte

[N =0 )" (v =)
se rezolvd exercitiul: Aflati distanta fintre punctele M (a+2,b-3) si N(a-5b+7).

Prin aplicarea formulei se obtine |[NM|/=+/149.

in privinta acestui gen de exercitii, Mialaret indicad urmatoarele etape ce
trebuie respectate:
— retinerea formulei ;
— utilizarea de valori numerice simple pentru a se asigura o retinere cat mai
perfect posibila;
— complicarea progresiva a valorilor numerice sau literale.
De exemplu, dupa axioma de separare a planului la cl. a IX-a sunt

propuse problemele:

> MeAB, A¢[MB], B¢[MA] - M <|AB|,

» Ce|AB|, De|AC| —» De|AB|,

> Orice segment contine o infinitate de puncte.

Sau, pentru exercitii de aplicare a formulei (a+b)2 se pot rezolva exercitii de

tipul:

2 2
(2a+3b)°, (ax+1)", (5xy+2x)’, (a2x+a2y)2, (§+%] , (7x+%yj :

(3%a+1§]z . [x+(a+b) y]z
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O varianta a acestui gen de exercitii, care pretinde din partea elevului
o0 buna cunoastere a formulelor, este aceea in care se da o forma particulara si se
cere recunoasterea formei generale de la care s-a pornit. Mialaret recomanda sa se
acorde o atentie deosebitd acestui gen de exercitii. Ele trebuie precedate de un numar
suficient de exercitii de aplicare directa a formulei. Recunoasterea sa se faca pe baza

unei analize temeinice, analiza efectuata comparativ cu forma generala.

De exemplu:
x2 +6xy+9y? se analizeaza comparativ cu formula (a+b)’ =a®+2ab +b?.

Analiza remarca existenta a doud patrate perfecte x* si 9y® deci

a’=x*si a=x, b®=9y” si b=3y.
Se trece apoi la verificarea daca 6xy =2ab; 2x-3y=6xy.

Exercitiile aplicative trebuie utilizate atat cat ele trezesc interesul, caci
repetarea lor prea mult duce la efecte contrarii. Contraexemplele insotite de o
analiza amanuntita vin sa sublinieze trasaturile esentiale.

In acelasi timp, analiza erorilor este foarte utild si dezvaluie anumite

lacune Tin cunostintele elevilor. De exemplu, se cere sa se arate pentru ce valori

reale este definita expresia m; raspunsul: R+{12}, in locul lui R+{-1,-2}

ne arata ca elevul nu stie s manipuleze simbolurile si ca nu a inteles nimic.

Exercitii care urmaresc aplicarea unor algoritmi de calcul, de exemplu:
algoritmul pentru calcularea celui mai mare divizor comun a doua polinoame
prin algoritmul lui Euclid. Acest gen de exerciti au avantajul ca algoritmul
respectiv furnizeaza sgi evidentiaza etapele de rationament, care se fixeaza
si se retin. |

Calculul mintal Tsi gaseste o larga aplicativitate in toate domeniile. Im-
portanta calculului mintal consta in faptul ca el usureaza formarea deprinderilor de
calcul scris si insugirea noilor cunostinte. In acelasi timp, in rezolvarea problemelor,
stapanirea unui calcul mintal rapid face ca atentia sa poata fi indreptatd asupra
rationamentelor si nu asupra calculelor.

Calculul mintal este o adevarata gimnastica a mintii, iar prin exersarea
lui grabeste si ordoneaza dezvoltarea gandirii.

Cam cu acelasi aport intelectual, dar vizadnd cu totul alte laturi, sunt

exercitiile grafice, care au urmatoarele variante :
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Figurarea datelor unor teoreme sau probleme.

De exemplu: Doua plane perpendiculare o si f se taie dupa o dreapta

(d). Se ia un punct A in planul a si un punct B in planul . Se noteaza cu M
mijlocul segmentului |AB| si A’, B’ picioarele perpendicularelor din A gi B pe (d)

Sa se arate ca |[MA|+|MB/| (cl. a Vlil-a).

(04 (04
A A
d d A\
M Y
A
B ° 5 o ° 8
Fig. 14 Fig. 15 Fig. 16

n constructia figurii se fac urmatorii pasi:

Se deseneaza doua plane perpendiculare «a si p si se noteaza cu
d=anp (fig. 14).

Se figureaza punctele A si B in planele a, respectiv g (fig. 15) si se
noteaza cu M mijlocul segmentului |AB|.

Se duc perpendiculare din A si B pe d, se noteaza cu A, B

picioarele acestor perpendiculare (fig. 16).
Se uneste M cu A’ si B’ (fig.17).

Se scrie acum ipoteza si concluzia.

Segmentele |MA| si |[MB'| trebuie incadrate Tn triunghiuri (pas de
rationament).

Se unesc punctele B cu A" si A cu B’ (fig. 18).

Se uneste M cu A’ si B’ (fig.17).

Se scrie acum ipoteza si concluzia.

Segmentele |MA| si |[MB| trebuie incadrate in triunghiuri (pas de

rationament).
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Se unesc punctele B cu A" si A cu B’ (fig. 18).
Urmeaza apoi demonstratia logica. Procedand in acest fel se usureaza

rezolvarea problemei iar pasii respectivi dau si o schema de rezolvare.

A: A:

! d ! d

S VAN

A!: '/// A!: ,"//

B v B

 — p G- p
Fig. 17 Fig. 18

Probleme de constructii grafice care fac obiectul preocuparilor unor ore
de geometrie, atat. la cl. a VI-a cat si la cl. a IX-a. Aceste probleme permit aplicarea

unor notiuni matematice studiate, numai cu scopul de constructie.

De exemplu, la cl. a IX-a: S& se construiasca cercul care trece prin

doua puncte date gi este tangent unei drepte date, la cl. A Vl-a: S& se

construiascd un triunghi ABC in care se cunosc |BC|=a, |AB|-|AC|=m,
(|AB|>|AC|) si unghiul B.

Exercitii care permit insusirea unei notiuni.

Datorita legaturilor care exista intre notiunile matematice, anumite teoreme
pot fi puse sub forma de exercitiu (acest lucru poate fi ugor remarcat in manualul de cl.
a Vl-a, geometrie, cand anumite teoreme sunt trecute in randul problemelor). Nu ne
ocupam mai detaliat de ele, deoarece au facut obiectul atentiei noastre la studiul
problematizarii.

Toate exercitiile anterioare au fost exercitii simple care au mobilizat
mai putine notiuni matematice. Specific matematicii sunt insa exercitiile complexe, al
caror grad de complexitate difera de la faza formarii deprinderilor de calcul.

De exemplu:
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1 a 4)6a° . :
—+—+—|-—— adunare si inmultire,
2 3 5) 7

3u 2u ) 6u®+10u e
adunare, impartire, ridicare la putere,

+ : 5
1-3u 3u+1)1-6u+9u
1-x 1+ X

1-— 1+—
1+x  1-X

+1 adunare, Tmpartire, inmultire.

Exemplele de mai sus ilustreaza si conditiile pe care trebuie sa le inde-
plineasca exercitiile:
— Sa fie variate trasaturile neesentiale Tn asa fel ca sa permita formarea
notiunii;
— Exercitiile sa fie gradate, adica fiecare exercitiu sa aduca un plus de
dificultate.

5.8.3. METODICA REZOLVARII EXERCITIILOR

In rezolvarea exercitiilor este indicat sa se tind seama de urmatoarele
etape:
— analiza initiald a exercitiului, pe baza caruia sa se faca un plan de
rezolvare, ce va permite tuturor elevilor clasei sa lucreze independent;

— rezolvarea propriu-zis&; la exercitiile a caror rezolvare se poate face pe

mai multe cai, sa se sublinieze calea rationala ;

— verificarea, care va permite elevului sa-si dea seama daca a lucrat bine.

In etapele enumerate predomina analiza. Daca in general elevii au deprin-
derea de a rezolva problemele, ceea ce denota ca profesorii acorda atentia cuvenita
acestei activitati, nu acelasi lucru se poate afirma de priceperea de a alcatui
probleme in mod independent. In special aceastd preocupare este aproape cu
desavarsire uitata de la cl. a V-a in sus. Punerea problemei, asa cum se oglindeste
ea 1n literatura de specialitate, poate fi formulata in anumite feluri: completarea
datelor care lipsesc, punand intrebarea ce lipseste, compunerea unor probleme
care sa utilizeze o anumita formula si in fine complicarea anumitor probleme date.

Probleme cu text se reduc in ultima instanta la rezolvarea de exercitii.
Forma pe care ele o imbraca depinde de disciplina matematica ale carei notiuni le

solicita rezolvarea lor. Multi cercetatori ai problemei (Papy, Dienes etc.) au cautat
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sa alcatuiasca prescriptii algoritmice capabile sa poata fi aplicate, daca nu tuturor
problemelor, cel putin unor clase mai largi. Aceste prescriptii sunt insa foarte vagi si
nu asigura fiecaruia posibilitatea de a putea rezolva orice problema, ele pretind
respectarea urmatoarelor etape :

— Tnsugirea enuntului;

— judecarea problemei si stabilirea planului de rezolvare;

— efectuarea calculelor;

— verificarea solutiei in textul problemei.

Aceste etape se mai pot modifica dupa natura problemelor la care se
aplica (aritmetica, algebra, geometrie). Acolo unde problema permite mai multe cai de
rezolvare se analizeaza toate aceste cai si se da spre rezolvare pe grupe,
comparandu-se si evidentiind calea cea mai rationala si eleganta.

Exemplu, problema de la cl. a Vll-a:

Cercurile ele centru O respectiv O' sunt tangente exterioare, fie TT'
tangenta comuné exterioard si AB cea interioard (BeTT'). S& se demonstreze cé
triunghiul TAT' este dreptunghic gi OBO’ este dreptunghic (fig. 19).

Cele mai simple rezolvari sunt:

l.(tangente din B la cercul de centru O),

[TB|=|AB|, (tangente din B la cercul de centru O'),

in ATTA, |AB| mediana si ”AB“:M

— A TT'A dreptunghic in A
[T8]=[AB] [TB]=[A8]
— A TT'A inscriptibil intr-un semicerc de raza AB cu centrul in B

— m(TAT')=90 (inscris intr-un semicerc).

II.|TB|E|AB| — A TAB isoscel in care

{3 o{a ] 52

|T’B|E|AB| — A T'AB isoscel

()4 ()
m(élj+m(§2]:180

113



180-2a+180-28 =180 — 360-2(a+)=180 — a+ =90
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Deprinderea de a rezolva probleme complexe se poate usura prin intoc-

mirea unei diagrame care sa oglindeasca modul de a rationa pentru rezolvarea

problemelor respective. Dam spre ilustrare astfel de diagrame (fig. 20), pentru problema

enuntatd mai sus.

|TB| E|AB|

AN

|T’B| = |AB|

I} TB|=|AB|

s

|TB| = |AB| = |T B|

\

|AB| mediana

\

| AB]=

[T
2

\

A TAT' dreptunghic

TB|=|AB|

I

A TAB isoscel

I

N m(AéTj

|T’B| = |AB|

NS

|TB| = |AB| = |T B|

I

A TAT'inscris intr-un semicerc

I

m(TAT") =90

T'B|=|AB|

I

A T'AB isoscel

I

N m(AéT’

m(AéTj+m(AI§T’]

I

Tnlocuire

Fig. 20

In cazul in care se poate, e bine ca aceastd diagramé& sa se intocmeascé in

asa fel ca sa fie cat mai apropiata de textul problemei.
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A Dam spre ilustrare problema: Se da

A ABC in care m(/&jzeo, inaltimile |BB] si [cC/|

se intersecteaza in H, iar bisectoarea unghiului A
intersecteaza aceste doua inaltimi in D si B. Sa
se demonstreze ca triunghiul HDE este echilateral
= (fig. 21).

Fig. 21 B Pentru Tnceput, se vor da scheme ca

in figura 22, dupa rezolvarea problemei, ca treptat dupa aceea, sa se formeze
deprinderea de a le introduce inainte de rezolvare si de a rezolva pe baza lor. La elevii
mai mari aceste scheme pot fi mai sumare sau facute numai oral. Cu cat elevii rezolva
mai multe probleme si cat se poate de variate, cu atat se formeaza priceperea de a
rezolva probleme complexe. Aceste scheme intocmite vor permite mai usor transferul in

situatiile noi intalnite.

I. a)In0ACC m(AéC’j =30 1. a) [AE bisectoare

b) In(] CHB’ m(cﬁa'j =60 b) InlJ ADC m(ADC j:eo

m(HéDj:180—(60+60)
DHE l HDE
HED
Fig. 22

5.8.4. FORME DE MUNCA INDEPENDENTA UTILIZATE iN REZOLVAREA
EXERCITIILOR

Omul trebuie sa fie caracterizat prin inventivitate, adaptabilitate, competent&
si entuziasm sporit. Aceste trasaturi trebuie formate din scoala si matematica
contribuie din plin la exersarea lor. Una clin caile de care dispunem este utilizarea unei

game cat mai largi de forme de muncé independentd. Ne vom margini la utilizarea acestor
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forme pentru rezolvarea exercitiilor si problemelor, raménand ca in cadrul lectiei sa

vedem si alte posibilitati de aplicare a lor.

Pentru formarea priceperii de munca independenta se utilizeaza o forma
intermediara si anume aceea a exercitiilor comentate. Ea consta in rezolvarea exercitiilor
si problemelor de catre toti elevii clasei in caietele lor, in timp ce un elev desemnat de
profesor explica cu voce tare ce lucreaza, permitand efectuarea unui autocontrol (la
tabla nu scrie nimeni).

in functie de fazele formarii deprinderilor comentarea cu voce .tare, poate
varia de la explicatia, justificarea si efectuarea fiecarui caz, pana la a se limita doar
la analiza exercitiilor si a schitarii planului de rezolvare cu eventuale interventii pe
parcursul acelei rezolvari, pentru verificarea rezultatelor partiale.

Faptul ca in orice moment, orice elev poate fi invitat sa continue comen-

tariul i mobilizeaza pe toti pentru a fi mai atenti si pentru a lucra.
Dam spre exemplificare exercitiul:

8a 1 -

T 4a+8 a+2’

E,. Avem de adunat doua fractii algebrice. Pentru aceasta trebuie sa
le aducem la acelasi numitor. n acest scop, descompunem numitorii in factori
ireductibili.

P. De ce?

E,. Pentru ca numitorul comun al mai multor fractii este cel mai mic
multiplu comun al numitorilor. Primul numitor (4a+8):4(a+2), numitorul al doilea
este un polinom ireductibil, numitorul comun este 4(a+ 2)

P. Pe ce se sprijina aceasta afirmatie, sa spuna E,.

E,. Pe regula de gasire a c.m.m.m.c. intrucat numitorul comun este
c.m.m.m.c. al numitorilor, deci se afla luadnd factorii comuni si necomuni, o singura

datd, la puterea cea mai mare. Aici factor comun este (a+ 2) si necomun 4.

P. Bine, continua E,.

“S-anotat cu E eleviisicu P profesorul
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E,. Urmeaza sa gasim factorii de amplificare: prima fractie are
numitorul 4(a+2), deci se amplificd cu 1, a doua are numitorul (a+2), se amplificd
cu 4.

P. Sa efectueze E,

8a 4 . oL o .

E,. + ; adunam numaratorii si dam fractiei numitorul comun, suma este
4(a+2) 4(a+2)

8a+4 - . o . o ) ) |

—4(a+2)' In vederea simplificarii rezultatului, cautam sa descompunem Tin factori

. o < . 4(2a
numaratorul. Observam ca se poate da factor comun 4, deci vom avea (—

TP . 2a+1
simplifica cu 4, deci suma este at :

a+2

In acest scop profesorul urmareste ce scriu elevii in caiete, ca sa fie

organizat in felul urmator:

8a 1 8a 4 8a+4 4(2a+1) 2a+l

S = _ _ _ _
1a+8 a+2 4(a+2) 4(a+2) 4(ar2) 4(a+2) a+2

4a+8=4(a+2) (E,)

a+2=a+2 (E4)
NC =4(a+2)

Se impune evidentierea ca exercitiul se poate rezolva mai simplu,
simplificdnd prima fractie cu 4.

Pe masura ce elevii isi insugesc deprinderile de a rezolva aceste exercitii
ei sunt Iasati sa lucreze din ce in ce mai independent, in timp ce profesorul observa
elevii mai slabi si de la caz la caz le cere justificarea operatiilor. Treptat se trece la
explicatii, sau poate numai la analiza exercitiului si precizarea pasgilor rezolvarii lui.

Munca independentd in ora permite controlul intelegerii si a Tnvatarii,

dar in acelasi timp si individualizarea invatamantului.

Profesorul va repartiza probleme ce vor fi efectuate de elevi independent
si se vor discuta la tabla dupa un timp initial anuntat. Exercitiile pot fi date

diferentiat, pentru a permite elevilor buni sa lucreze la capacitatea lor.
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5.9. METODA iINVATARII PE GRUPE MICI

5.9.1. DATE GENERALE

Se defineste activitatea pe grupe, o metoda in care lucrarile si sarcinile
sunt executate de grupuri mici de elevi, grupuri care sunt autoalese si cate se
autodirijeaza. Metoda muncii in grup nu este noua dar ceea ce este nou este faptul
ca din ce in ce mai multi profesori ii recunosc eficacitatea si o integreaza in
arsenalul metodelor utilizate.

Criteriile de formare a grupurilor sunt: omogenitatea, eterogenitatea, criteriul
afectiv.

Grupele omogene contin elevi cam de acelasi nivel de cunostinte.

Cele eterogene contin elevi de toate categoriile (foarte buni, buni si
slabi), in asa fel ca grupurile astfel formale sa fie aproximativ de ponderi
egale.

In cele formate dupa criteriul afectiv, elevii se grupeazad dupa prietenie,

vecinatate de banca etc.

Numarul elevilor dintr-un grup variaza de la 2 la 10 dar cercetatorii
problemei par sa fie de acord ca randamentul maxim este oferit de grupurile intre 4 si

6 elevi.

Este eficient ca elevii sa se grupeze singuri in aceste grupe, in functie de
criteriul care le este cerut.
In cazul in care profesorul face aceasta grupare, trebuie s& se prevada
de la inceput conditiile de trecere de la un grup la altul.
Sarcinile se repartizeaza grupurilor si difera dupa felul lor:
— in cazul grupurilor omogene sarcinile vor varia in functie de natura
grupurilor;
— in celelalte doua feluri de grupuri se repartizeaza aceeasi sarcina
avand insa pregatite sarcini suplimentare pentru cei buni sau slabi.
Matematica ofera camp larg de aplicabilitate acestei metode si eficienta
ei, conform experimentelor intreprinse, este mare. In cadrul acestei activitati se pot
indeplini urmatoarele sarcini didactice:
— Tnsusirea unor noi cunostinte;

— rezolvarea de exercitii i probleme.
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Etapele pe care le pretinde aceasta metoda in aplicarea ei sunt urma-
toarele:

— repartizarea materialului de lucru fiecarui grup;

— mutica independenta a grupurilor;

— discutarea in plen a rezultatelor obtinute.

Activitatea profesorului se concretizeaza in doua etape:
— una proiectiva in care pregateste materialul repartizat grupurilor si material Tn
plus pentru cei buni;
— alta de indrumare, supraveghere si animare a acestei munci.
Ajutorul acordat grupurilor sa fie dat numai la cerere si in asa fel ca rolul
profesorului sa fie de colaborator, in nici un caz sa-gi impuna solutia.

In cazul cand toate grupurile gresesc, este rolul profesorului s& decida,
sa intrerupa aceasta activitate.

Dam spre exemplificare cateva materiale repartizate grupelor, la clasa
a Vl-a, geometrie, probleme recapitulative. Clasa a fost impartita in grupe de nivel

de patru categorii carora li s-au repartizat urmatoarele sarcini:
Grupa I. (elevi foarte buni)

In triunghiul ABC cu unghiul m(,&j:% se ia pe latura |BC|, punctul

mobil M, intre B si C. Ducem MO L AC (Oe|AC|) si Tl prelungim cu |ON|=[OM].

Ducem MQ L AB (Qe|AB|) si il prelungim cu |[QP|=|QM].

1.Sa se demonstreze ca A ANP este isoscel.

2.Sa se arate ca unghiurile lui au marime constanta si sa se.
exprime aceste unghiuri in functie de unghiul A al triunghiului A ABC.

3.Cate grade trebuie sa aiba A pentru ca APAN sa fie

echilateral?

4.Demonstrati ca daca m(BACj:% P, A, N, sunt coliniare.

5.Care este pozitia lui M pentru care |PN| are cea mai mica

lungime.
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Grupa Il. (elevi buni)

Fie ABCDE un pentagon convex cu toate laturile congruente.

AN

Stiind ca m(Aj:m(Bj:mS (A si B varfuri alaturate) sa se arate ca:

1. AABC =A BAE;
2. A AEC =A BCE;

3. A EAC este isoscel;
4. m(EISCjzlo&

Grupa Ill. (elevi mijlocii)
ABCD este un patrat si in interiorul sau, pe laturile sale

construim triunghiurile echilaterale AMB si BNC:

1. aratati ca |MN|=|DM|;

2. Cate grade are unghiul MND ?
3. Ce fel de triunghi este A MND ?
Grupa IV. (elevi slabi)

Unghiurile A, B, C, D ale unui patrulater convex sunt

proportionale cu 3, 4, 5, 3.

1. calculati masurile unghiurilor patrulaterului ABCD;
2. calculati masurile unghiurilor A ABD sgtiind ca triunghiul BCD este

isoscel.

Clasa a fost impartitd in mai multe grupe de céate 4 elevi, aceasta or-
ganizare fiind determinata de numarul elevilor din clasa si de asezarea 1In
banci.

Cand terminau lucrul, erau trimisi la tabla sa scrie rezolvarea corecta,
fara sa vorbeasca.

In ultima etapé, grupul care a scris la tabld rezolvarea o prezentd in
fata clasei gsi urmau discutii pe marginea acestei rezolvari care vizau:

— corectitudinea rezolvarii;
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— daca mai existau si alte cai de rezolvare si comparare cu cea de la tabla.
Importanta acestor dezbateri pentru dezvoltarea rationamentului este
foarte mare si rolul profesorului este cel de aincita discutiile si de atrage concluziile ce
se impun.
Se imputa, pe buna dreptate, acestei munci in grup, ca se rezolva prea
putine exercitii. Aceasta deficienta poate fi inlaturata daca dam sarcini diferite
grupelor (ca in exemplul precedent). Daca grupele sunt eterogene sau constituite

dupa criteriul afectiv, atunci problemele ce se dau sa fie de nivele sensibil egale.

Se poate céastiga timp prin sugerarea ideii ca, acolo unde este posibil,
elevii sa-si imparta sarcinile intre ei. Tmpértirea sarcinilor si intocmirea concluziei revin

n acest caz unui conducator de grup ales de membrii grupului respectiv.

O problema care se preteaza la o astfel de tratare este urmatoarea: Fie
punctele B(2,a+1), R,(0,1-a), P,(1-2a,3) si P,(1+2a,-1). Sa se arate cd dreptele
PP, si P,P, sunt perpendiculare, oricare ar fi numarul a real. In acest caz, juméatate
din grup calculeaza coeficientul unghiular al lui PP, iar ceilalti, al lui P,P,. Aceasta

impartire a sarcinilor reduce timpul de rezolvare la jumatate.
Si mai mare este economia la probleme in care se dau ecuatiile laturilor si
ce cer coordonatele varfurilor si ecuatiile inaltimilor. Tn acest caz grupul se imparte in

3. Fiecare subgrup calculeaza coordonatele unui varf si ecuatia unei inaltimi.

In cazul in care elevii dobandesc noi cunosgtinte prin munca in grup,
materialele de baza vor fi manualele si poate chiar tratate, repartizate de aceasta
data grupurilor elevilor buni. De o importanta deosebita sunt in acest caz dezbaterile
finale care asigura pe profesor ca elevii gsi-au insugit corect aceste notiuni.

Pentru grupele care au terminat mai repede, profesorul trebuie sa aiba

pregatite sarcini suplimentare.

Este daunator sa se lucreze numai cu grupe eterogene, caci sunt supra-
solicitati elevii buni; in acelagi timp, utilizarea numai a grupelor de nivel, dezavantajeaza
elevii slabi, atat prin faptul ca se descurca mai greu singuri, cat si prin inradacinarea
ideii si impacarea cu ea, ca sunt etichetati ,slabi” si greu scapa de acest calificativ.
Pentru aceasta se recomanda varierea criteriilor care stau la baza formarii grupurilor (nu

in cadrul unei ore, ci in timp).
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5.9.2. FISELE, SUPORT PENTRU iINVATAREA MATEMATICII

Un alt mod de individualizare a invatarii, care n acelasi timp contribuie la
amplificarea ocaziilor oferite elevului, ca sa lucreze independent, sunt figele.
Imaginate de Dottrens si experimentate si utilizate de Frainet, fisele servesc ca un
adjuvant corectiv al invatamantului colectiv. Ele pun la dispozitia elevilor materiale cu
notiuni matematice si aplicatii dupa care elevul poate lucra in ritm propriu individual
sau n grup.

Prin faptul ca fiecare fisa are si fisa de raspuns, dupa care elevul isi co-
recteaza modul de lucru, se poate forma mai usor deprinderea de autocorectare.

Se utilizeaza urmatoarele categorii de fige:

Fise de autoinstruire care cuprind materia unei lectii si aplicatii ale ei.
Unele din aceste aplicatii sunt rezolvate, ele formand un model pentru felul cum vor

trebui efectuate, independent de catre elevi, celelalte exercitii propuse.

De exemplu: Inmultirea unei fractii ordinare cu un numar natural.

Exercitiu de cercetare:

1. Un gradinar a lucrat intr-o zi % din suprafata gradinii sale. A cata

parte din gradina o va lucra in 4 zile. Scrieti operatia pe care ati facut-o si rezultatul

pe care |-ati obtinut (1) adica: 3-4:£+...+...+...=...-£.
11 11 11

Deci pentru a calcula %-4 ati Tnmultit ... cu 4 si ati [asat numitorul ...

Retineti: Pentru a finmulti o fractie cu un intreg se inmulteste

numaratorul cu acel numar si numitorul ramane neschimbat.

Exercitiu de cercetare — calculeaza 4-1—21.

Compara cu rezultatul de la ex. 1 (2), constati ca produsul unei fractii cu
un intreg este egal cu produsul intre intreg si fractie
2 4_4.2_8
11 11 11

Observatie: - nu uitati sa simplificati daca se poate.

Exemplu: §-G:E:EZE
8 8 4 4
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Exercitii de aplicatie:

Efectuati operatiile urmatoare: 5-4, 12-%, %-3 (3)

(numerele puse in paranteza sunt numerele raspunsurilor).

Controlul exactitatii modului de lucru este dat de fisele de raspuns (de

obicei de alta culoare decét celelalte fise).

De exemplu, fisa de raspuns este:

(1) In 4 zile gradinarul va lucra de 4 ori cate % adica % din suprafata

i .2 8
radinii sale (fig. 23). Deci —-4=—.
g (fig. 23) TRRRET]

et Fig. 23

(2) se face produsul intre numar si numarator supra numitor: 4-3:E

11 11

7 1
3 Log=L2_2C_3-
(3) 9 5

Fisele de exercitii care cuprind exercitii gradate, aplicative la o parte din

materialul invatat, asa cum se poate vedea in materialul alaturat.
Operatii cu multimi.

l. A, B sunt doua submultimi oarecare ale multimii E .

1° In expresia BU(ANC.B) aveti dreptul sa deplasati sau sa suprimat

parantezele? Justificati raspunsul.
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2° Utilizand distributivitatea reuniunii in raport cu intersectia mai multor

multimi completati egalitatea urmatoare:
BU(ANC.B)=...
3° Ce stiti in legatura cu reuniunea dintre o multime si complementara ei ?
4° Pe baza celor de mai sus gasiti deci ca:

BU(ANC.B).

Il. X, Y, Z sunt trei submultimi oarecare ale multimii E .

1° Completati cele trei reguli de mai jos:

Regula 1
XUCX =
Regula 2
XNE=
Regula 3
Xu(YnZ)=

2° Utilizand dispozitivul schematic de mai jos (fig. 24), indicati trecerea de la

stadiul initial BU(ANC_B)la stadiul final utilizand punctul 1°.

BU(ANC.B) stadiul initial

#

Regula ...

+ Fig. 24

Regula ...

Regula ...

stadiul final

lll. Utilizadnd regulile 1, 2, 3, de mai sus si regula 4:

125



(XNY)u(XNnZ)=Xn(Y..Z)
sicare setraduce INCUVINtE ... ,

stabiliti un dispozitiv analog cu cel de sus pentru expresia:
(AnB)U(ANC.B)=A

Fisele de recuperare destinate remedierii lacunelor elevilor mai slabi care din

diverse motive nu sunt capabili sa parcurga corect fisa de nivel mediu.
De exemplu pentru cei ce nu au stiut sa rezolve fisa de mai sus se da fisa:

Rezolvati exercitiile:

|. Fiind date A si B doua multimi oarecare.

1° comparati multimile A, AnB;

2° completati: AnB este 0 ..........oeeiiiiiiiiiee . @ Ul A deci

3° ce proprietate a operatiei de intersectie ati fi putut utiliza pentru a
transforma expresia An(ANB)?

4° ce stiti despre intersectia unei multimi cu ea insagi ?

5° in membrul doi al egalitatii de la 3 puteti inlocui AN A prin expresia gasita
la punctul 4°? Faceti-o!

6° rezultatul obtinut este cel de la 2°.

Il. Fie A si B doua multimi

1° comparati AnB, A

2° completati

ANB este 0 ...................... a lui A; deci reuniunea intre A si AnB este

3° aduceti la forma cea mai simpla:
AU(ANB)
4° rezolvati:

(AnB)nB=si (AnB)UB=

Fisa de dezvoltare se adreseaza celor care stapanesc bine materia,
lucreaza repede si termina inaintea celorlalti sarcinile date pentru toti elevii. Ele dau

ocazia acestora sa lucreze, la nivelul posibilitatilor, exercitii mai dificile.
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De exemplu:
A si B fiind parti ale unei multimi E sa se demonstreze egalitatile:

1. C.B-C. (AUB)=A-B;
2.[(AUB)-B]U(ANB)

3. (AnB)U(BNC.A)UC, (AUB)=C, (A-B);
4. (C¢A-C¢B)U(C.B~C.A)U(ANB)=AUB;
5. (CcA-C.B)U[C.(B-C.A)|n(ANB)=2.

Natural, fiecare fisd de exercitii are gi fisa ei de raspuns care permite
elevului sa se autocorecteze (de obicei cu o alta culoare decat cea cu care a lucrat).
Aceste figse furnizeaza material de lucru atat pentru orice forma de munca

independenta cat si pentru munca in grup.

Modul de redactare a fiselor este foarte variat incepand cu fise semipro-
gramate si terminand cu altele in care figureaza numai enuntul problemei. Fisele de

raspuns trebuie sa aiba rezolvarea completa si justificari acolo unde este cazul.

5.10. METODA MUNCII CU MANUALUL SAU CU ALTE CARTI

Aceasta metoda pretinde studierea sistematica a noilor cunostinte din
manual sau tratate. Ea isi propune crearea de priceperi si deprinderi, de a se
orienta n textul citit, de a-l analiza si retine reguli si teoreme. In primele clase manualul
detine primordialitatea in ce priveste sursele de cunogtinte. Relatiile fatd de manual se
schimba incepand cu cl. a V-a. Acum sursa principald de cunosgtinte devine cuvantul
profesorului. Acasa elevul recurge mai curand la notite, care ii sunt mai familiare si nu

la manual care 1i este strain.

Anchete facute in scoli arata ca aproximativ 80% din elevii claselor a V-a
— a Xll-a, nu folosesc manualele pentru invatarea teoriei gi consultd manualul numai
pentru exercitii fara a se uita la teorie. In ultima vreme cerceté&tori ai problemei au
aratat ca neglijarea acestei metode are influentda negativa asupra caracterului

formativ al Tnvatarii.

Capacitatea de rationament al unui copil nu se formeaza numai dupa
modele de rationament oferite de profesor, ci in mai mare masura prin activitatea

proprie, prin eforturi permanente de cautare a adevarului. Valoarea acestei metode
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coasta nu numai printr-o insusire temeinica a cunostintelor ci si formarea unor deprin-
deri de activitate intelectuald. In afard de aceasta, s-a constatat ca pregatirea elevilor
este lacunara prin faptul ca ei nu consulta alte carti ce vin s& completeze manualele
scolare. Elevii termina scoala fara sa aiba deprinderi formate de a studia in manuale si
tratate. Aceasta este una din cauzele care explica esecul multora in anul | de
studentie si greutatea altora de a se acomoda la cerintele universitare.

Introducerea acestei metode se face treptat si sub directa indrumare
a profesorului. De exemplu, Tn predarea unor teoreme de geometrie se trece la citirea
enuntului teoremei din manual, iar demonstratia se face la tabla. Aceasta este numai o
masura de familiarizare a elevului cu cartea si nu poate fi considerata ca o aplicare
propriu-zisa a metodei respective.

Metoda muncii cu manualul presupune ca elevul sa-si insuseasca o seama
de cunostinte, independent, din manual. Tnainte de a proceda la munca

independenta din manual, profesorul atrage atentia asupra problemelor ce trebuie

urmarite. De exemplu, pentru demonstrarea cos(a—b) se face la tabld demonstratia cu

ajutorul vectorilor, apoi se da studiul aceleiasi notiuni din manual, unde aceasta
problema este tratata pe alta cale. Dupa ce elevii si-au Tnsusit independent din manual
aceasta a doua cale, se compara cele doua demonstratii, scotdndu-se in evidenta
accesibilitatea demonstratiei din manual.

O alta forma este aceea de a introduce o notiune sau teorema prin una
din metodele studiate mai sus si a se lasa, prin munca independenta din manual, sa
se studieze consecintele ei, de exemplu, la clasa a Xl-a, analiza, la tabla se
demonstreaza teoremele lui Fermat, Rolle si din manual consecintele acestor

teoreme.

Atunci cand demonstratiile a doud propozitii matematice prezinta ase-
manare, se face traditional numai prima, a doua lasandu-se sa se insugseasca de
catre elevi din manual. De exemplu, se introduce prin conversatie teorema lui
D'Alembert-Gauss si se studiaza din manual teorema lui Abel-Ruffini (clasa a X-a).

Cand elevii au deja deprinderea de a folosi manualul, se pot insusi din
manual lectii intregi. Elevul este obligat sa-si faca un plan al celor studiate.

In timpul studierii de céatre elev a noului material din manual, profesorul
are un rol activ. El constata cum conspecteaza elevii, da indrumari cu voce scazuta
acestor elevi care-l solicita, verifica planurile intocmite de ei, corectand acolo unde este

cazul. Profesorul poate sa descopere in acest fel lacune Tn cunostintele elevilor, ceea
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ce 1i va permite remedierea lor ulterioara. Profesorul poate sa dea lamuriri individuale
fiecarui elev. El se ocupa nu numai de elevii slabi ci si de cei buni, carora le va da fie
ceva material in plus, care sa completeze cele citite din manual, fie o aplicatie.
Observarea modului de lucru al elevului va permite profesorului sa-si faca o imagine
despre stilul si ritmul fiecaruia in insusirea cunostintelor.

Dupa studierea individuala din manual urmeaza discutii asupra celor
insugite de ei. Aceste discutii au scopul de a preciza problemele esentiale, a le
sistematiza si in acelasi timp ne asigura ca elevii nu pleaca acasa cu ceva eronat
insusit. Se trece apoi la o fixare prin rezolvare de probleme.

Profesorul este un factor de mare raspundere in conducerea unor astfel
de lectii. | se cere o pregatire minutioasa a materialului, pentru a fi in masura sa
raspunda la orice intrebare pusa de elevi. El va pregati material suplimentar pentru
cei buni.

Nu orice lectie se preteaza la a fi insugita din manual. Metoda poate fi
aplicata numai in cazul in care lectiile respective au in manual o redactare sistematica

si accesibila nivelului de varsta si cunostinte ale elevilor.

5.11. JOCURILE DIDACTICE

Dupa cum se arata in cursul de pedagogie, pentru formarea conceptelor
matematice la clasele mici se utilizeaza ,jocurile didactice”, care constituie o
modalitate eficienta de lucru cu elevii, deoarece activitatea desfasurata sub forma
de joc primeste valente educative.

fn ultima vreme pentru a usura invatarea matematicii si mai ales cu
scopul de a face accesibila matematica moderna de la véarste destul de mici s-au
imaginat si experimentat anumite jocuri matematice.

Dintre acestea vom enumera numai doua experimente si anume, acelea
ale caror rezultate sunt remarcabile si aplicate in majoritatea tarilor lumii.

Metoda-Cuisenaire-Gattegno sau a numerelor colorate. Aceasta
metoda are ca material principal 241 riglete de diferite marimi si culori si

asezate pe familii de culori in felul urmator:

Familia Culoarea Marimea Notatia

rosu rosu 2cm r
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roz 4cm R
maro 8cm m
verde deschis 3cm \%
albastru verde inchis 6 cm \Y
albastru 9 cm B
galben 5cm i
galben orange 10 cm (o]
alb lcm b
negru 7 cm n

Rigletele reprezinta numere colorate si la manipulare se
comporta ca si numerele, deci operatiile cu ele reflecta intr-o forma ,semi
abstracta” procesele care se desfasoara in mintea elevului. Cu aceste materiale
se pot construi mai multe jocuri care duc la compararea rigletelor, adunarea lor
etc. De exemplu, construirea unui covor dreptunghiular care sa aiba latimea
de 11 cm. In dreptul fiecdrui rand se scrie suma literelor existente pe rigletele
din care e format.

10+ 1 o+b
7+4 n+R

in felul acesta calculul literal se introduce foarte devreme si fara
dificultate.

In afard de aceste jocuri autorii mai folosesc si alte materiale ca
diagrame, loto cu operatii cu numere, joc de carti etc. In manipularea acestor
materiale se disting 4 etape :

— manipularea libera a materialului;

— manipularea tradusa intr-o limba (cuvinte, semne etc.);

— sudarea experientei cu a traducerii intr-un tot unitar;

— pe baza unei bune stapaniri a cunostintelor sa se caute o
aplicare noua a materialului.

Materialele Dienes sunt mai complicate ca precedentele si notiunile
care se pot forma sunt multiple. Vom enumera numai cateva fara sa intram in
amanunte, considerand ca descrierea lor amanuntitd poate fi gasita 1n
bibliografia indicata.

Blocurile multibazice prin care se poate trece de la o baza de
numeratie la alta, balanta pentru proprietatile ecuatiei etc. Tot pe baza de joc
se introduce si notiunea de progresie geometrica, logaritm, exponenti fractio-

nari etc.
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Autorul considera ca exista mai multe feluri de jocuri: joc manipulativ
— prin care copiii devin congtienti de proprietatile materialului; joc reprezen-
tativ, Tncepe 1n clipa in care obiectele cu care se joaca au roluri simbolice.
Deci mai adauga o componenta imaginatia; jocul va evolua spre cautarea

unor regularitati — joc de reguli.

Oricare ar fi forma de joc utilizata in invatarea matematicii ea are avan-

tajul ca mareste motivatia Tnvatarii, face matematica mai accesibila si mai putin arida.

5.12. INSTRUIREA PROGRAMATA

Instruirea programatéd (i.p.) ca orice inovatie a trecut prin cateva faze
contradictorii. La Tinceput ea s-a lovit atat de rezerva tenace a traditiei, cat si de
unele dificultati materiale. Din momentul in care o idee a castigat tot mai mult teren
in constiinta teoreticienilor gi practicienilor asistam la un proces in sens invers.
Elementele noi tind sa aiba o arie de aplicabilitate care depaseste cu mult valentele
lor autentice. De aici o serie de exagerari, se creeaza iluzia descoperirii miraculoase a
pietrei filosofale n domeniul pedagogic. In fine, faza urmatoare, cand luciditatea
analizeaza critic partile pozitive gi negative ale ei. Criticile aduse instruirii programate
pol fi grupate in felul urmator: critici de ordin psihologic, pedagogic si metodic.

Criticile psihologice acuza i.p. ca nu tine seama de principiile psihologice,
vizand invatarea ca o simpla succesiune si inmagazinare de fapte. Da asemenea, se
stie ca motivatia invatarii nu poate fi analizata numai prin intariri imediate, facand
abstractie de interesele copilului fatd de continut. In fine, elevul lucrand singur sau
cu masina se simte izolat.

Din punct de vedere pedagogic se constata ca fardmitarea continutului
ar fi in detrimentul cuprinderii globale a situatiei de invéatare. in acelasi timp se
contesta valoarea cunoasterii imediate de catre elevi a rezultatului obtinut.

Metodicienii sunt refractari unui decupaj analitico-sintetic al continutului.

Criticile aduse instruirii programate au determinat mutatii serioase in
modul Tn care se pune problema instruirii programate si perspectivele ei. Ne vom
margini la analiza problemei considerand ca definitia instruirii programate gi
modului de intocmire al unui program au fost tratate la cursul de pedagogie. In
acelasi timp, vom cauta sa analizam si posibilitatile de utilizare a acestei metode la

invatarea matematicii.
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De la inceput trebuie sa mentionam ca un procent considerabil din to-
talul experimentelor intreprinse se refera la utilizarea programarii in predarea
matematicii (35 — 40%) care este considerata ca un teren privilegiat al aplicarii ei.
Explicatia rezida in faptul ca notiunile matematice prezintd o ordonare ideala din
punct de vedere logic, ceea ce permite definirea clara a termenilor utilizati. Aceasta
stringenta logica a continutului da posibilitatea unei prefigurari relativ sigure si
amanuntite a reactiilor comportamentale ale elevilor precum si depistarea rapida a
greselilor si a cauzelor ce le determina.

Tindnd cont de criticile aduse invatarii programate si de faptul ca
aplicarea acestei metode la matematica aduce servicii considerabile invatarii ei,
vom trece in revista tendintele de imbunatatire inregistrate la ora actuala.

Prima se caracterizeaza prin tendinta de imbinare a instruirii programate
cu mijloace .gi forme traditionale ale lectiei. Aceasta imbinare s-a manifestat pe doua
directii :

— Alternarea unor lectii programate si neprogramate in cadrul unui sistem
de lectii.

De exemplu, parcurgerea capitolului divizibilitate, cl. a V-a, a fost cuprinsa

n 9 ore care au fost organizate in felul urmator.

1) Multiplu si divizor lectie programata
2) Criteriul de divizibilitate cu 2 lectie programata
3) Criteriul de divizibilitate cu 3 gi 9 lectie programata
4) Exercitii aplicative lectie traditionala
5) Numere prime si compuse lectie programata
6) Descompunerea in factori primi lectie traditionala
7) Calcule cu numere descompuse in factori primi lectie programata
8) Divizori comuni, c.m.m.d.c. lectie programata
9) Multiplii comuni, c.m.m.m.c. lectie programata

Aceastd imbinare si inserare de lectii traditionale in cadrul capitolului
schimba determinarea muncii gcolare repunandu-l pe elev in directd dependenta cu
activitatea profesorului si da posibilitatea acestuia sa verifice modul Tn care elevii Tsi

insusesc cunostintele din program.

— Includerea in structura lectiei a unor momente neprogramate. Aceste
variante au fost introduse din necesitatea de a verifica si a nota cunostintele

dobandite de elevi, in special atunci cand numarul lectiilor programate cuprinse in
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capitol este mare, iar dupa aproximativ 6 lectii programate randamentul incepe sa
scada.

Concomitent cu efortul de a gasi forme cat mai variate de imbinare se
constata si o a doua tendinté de a modifica modul de redactare al programului, in special
al celui liniar. In acest sens mentionam:

— Lungimea pasilor si volumul informatiei continute este mai mare,
coincizand cu o unitate logica.

Réaspunsurile nu sunt date la toate secventele imediat, existand cazuri,
cand ele sunt administrate de abia in ziua urmatoare.

— Programul sa& permita manifestarea creativitati, mergand pana la

secvente complet independente.

Exemplu:
i 16. Se da punctul A(-3,5). Sa
se scrie ecuatia mediatoarei segmentului
A
5/ |OA| (fig. 25). Determindgm coordonatele
. lui M (x,y)
. X, +X, —3+
l [ - X = 5 = 5 =...Y=....
-3 @)
Fia. 25 _ _1 3
Mo Yo =..=.My, =—=—
Xo—wee

Ecuatia lui MN: y—y, =m(.....) si inlocuind avem y=...=...

17. Sa se determine 1 astfel ca (d,) 4x+3y+A =0 s& treacd prin intersectia

dreptelor (d,) 3x+y=0 si (d,) 9x+2y+6=0. Calculdm coordonatele punctului M de

intersectie a dreptelor (d,) si (d,) rezolvand ............ format din ecuatiile lor, deci
) & S
— M )

Punctul M se gaseste si pe (d3)deci coordonatele lui trebuie

.............................. . si inlocuind, avem 4(-2)+..4+A=0; A=..cccevurrrnrnene.
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18. Se dau punctele A(0,5), B(4,1)si dreapta (D) -y-4y+7=0. S& se
gaseasca coordonatele punctului C (D), astfel ca, A ABC fie isoscel cu baza |AB].

Mediatoarea laturii |AB|m(D)=........

19. Se dau punctele A(9,0), C(2a,3a). Perpendiculara in A pe AC taie

dreapta x+2a=0 in B. Sa se arate ca triunghiul ABC este isoscel.

Secventele 16 si 17 au raspunsurile date la sfarsitul lectiei pe cand 18
si 19 sunt complet independente, cu raspunsul corect acordat a doua zi.

— Includerea unor secvente somatice care sa puna in actiune experi-
enta directa senzorio-motrica a elevilor. De exemplu, pentru inegalitatile unui triunghi
erau atasate niste rigle de marimi diferite din care, sub indrumarea programului,
trebuiau construite triunghiuri.

Toate acestea contureaza curentul programarii euristice care castiga tot
mai multi adepti.

Imbinarea instruirii programate cu alte mijloace didactice curente si forme
de organizare constituie a treia tendinta de ameliorare a programelor.

— Imbinarea instruirii programate cu mijloace audio-vizuale. in
acest sens mijloacele audio-vizuale constituie ele insesi sursa de
cunostinte, ca de exemplu, prezentarea televizata sau filmata a
unui  program. In acest caz secventele sunt urmate de pauze
rezervate activitatii individuale.

— Folosirea fiselor ca material ajutator al instruirii programate. in acest
sens ele pot avea doua roluri:

1) De a completa si sustine programul in activitatea elevului acasa.
Atunci figsele contin o reactualizare a notiunilor teoretice oferite de programele pe care
elevii le-au parcurs in ora precedenta si probleme propuse a caror rezolvare o pot

compara cu cea corecta in ora urmatoare.

Dam spre ilustrare o figa intocmitd dupa lectia ,Reuniunea  si
intersectia multimilor".

. Reamintirea teoriei
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a) Fiind date doua multimi, se numeste reuniunea lor multimea

elementelor, care apartin cel putin uneia dintre multimi.

R=AUB={x|xeAsauxeB}

Xe A sau xe B Tnseamna: sau xe A si xeB, sau xg¢ A si xeB, sau xeA si x¢B.

b) Se numeste intersectia unei multimi A cu multimea B, multimea

elementelor care apartin si lui A silui B. | =AnB={x|xeAsixeB}

c) Reuniunea are proprietatile:
1.comutativitatea AUB=BUA;
2.idempotenta AUA=A;
3.Daca M cN atunci MUN=M si NUZ=N;
4.Asociativitatea (AUB)uUC=AU(BUC);

5.Daca AuBcC —»>AcC si BcC ;

6. Distributivitatea fata de intersectie, oricare ar fi partile A B,C ale lui M
AU(BNC)=(AuB)n(AUC)

d) Doud multimi, care nu au nici un element comun, se numesc disjuncte
ANnB=0.

Il. Teme pentru acasa
1.Sa se deduca proprietatile intersectiei.
2.5a se rezolve exercitiile ............... din manual.

3. Exercitiu benevol: Sa se demonstreze ca:

(AnB)UB=B si (AUB)"B=B

2) Figse acordate elevului la cerere ca un mijloc ajutator al activitatii
individuale. Utilizarea fiselor vine sa largeasca posibilitatile de individualizare a
instruirii programate.

Administrarea figelor se face la secventele pe care programul le prevede
complet independente. Aceste fise partiale sunt acordate la cerere elevilor care
intdmpina dificultati. Algoritmul de rezolvare al problemei este cel ce dicteaza
momentele de includere ale lor.

Dau spre ilustrare probleme de la secventa 18 mai sus citata, lectia Il
din lectiile programate elaborate pentru capitolul ,Ecuatia dreptei”, cu urmatorul

enunt:
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18. Se dau punctele A(0,5), B(3,1) sidreapta (D) —y-4y+7=0. S& se
gaseasca coordonatele punctului Ce(D) astfel ca triunghiul ABC sa fie isoscel cu

baza AB.
Programul cere ca ea sa fie rezolvata independent, iar raspunsul care vine sa-i
confirme sau sa-i infirme corectitudinea caii alese ii este administrat in ora urmatoare.

Algoritmul de rezolvare al problemei este dat in figura 26.

Din punct de vedere pedagogic, fiecare secventa de transformare care
conduce a rezolvarea problemei este un test, care dezvaluie anumite goluri in
cunostintele elevilor, cunostinte fara de care nu se pot parcurge etapele rezolvarii

problemei, deci algoritmul ar fi astfel (fig. 27):

A(%,Y:) B(X;,Y,) [ A(%, Y1) B(X;,Y,) ]

{

2 2 | =
+ Y

1 Figa 2 0
m, =-- | =

m I
+ X, + X
(Dl):y—%:ml[x—%j | =
1 Fisa 4
rezolva sistemul format din (D) si (D,) | -
Y | scrie c(Xx,y) |
scriec(x,y) !
Fid. 26 Fi. 27

Fisa 1. intr-un triunghi isoscel finaltimea coboratd pe baza este
] P ] PO si bisectoare.
Deci punctul C se gaseste pe mediatoarea ...........

Pentru a putea scrie ecuatia mediatoarei trebuie sa gasim coordonatele
lui C" care se afla la mijlocul segmentului .................

Utilizam deci formula:
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Tn cazul nostru

Fisa 2. Ai gasit coordonatele lui C' care sunt C’(2,3), deci stii ca

mediatoarea va trece prin punctul C’ si va fi perpendiculara pe ................
Trebuie deci sa gasim coeficientul unghiular al mediatoarei.

Putem calcula coeficientul unghiular al lui AB dat de formula

Calculeaza acum coeficientul unghiular al mediatoarei.

Fisa 3. Ai gasit coordonatele lui C'(2,3) si coeficientul unghiular al
mediatoarei care este 1. Pentru a scrie ecuatia mediatoarei foloseste ecuatia dreptei
Y=Y = (x—-..).

Deci ecuatia mediatoarei este:

Fisa 4. Stii ca punctul C se gaseste pe mediatoarea a carei ecuatie ai

aflat-o, si in acelasi timp, si pe (D) deci el se vagasila ............... celor doua drepte.

|zolarea este una din carentele invatarii programate, care se contracareaza
prin imbinarea cu munca in grup, Tmbinare ce se poate face prin:
— administrarea unui program intregului grup care il parcurge in

colectiv ;

— aplicarea de programe fiecarui individ, conlucrarea se face numai in
momente de cumpana.

Perspectivele aplicarii instruirii programate la matematica se indreapta
spre Tinvatamantul asistat de calculator. Aceasta forma este superioara celor
precedente, caci calculatorul ofera posibilitatea prezentarii unui program, cunoasterii
rezultatelor si erorilor, modificdnd programul de invatare dupa conduita si cunostintele
elevului. Deci calculatorul, mai mult decat orice mijloc, ofera posibilitati reale de
individualizare. Calculatorul nu numai ca transmite un mesaj informational, dar in

acelasi timp el este dotat si cu insusirea de a mijloci formarea si consolidarea metodelor
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de lucru. Se poate afirma ca prin invatamantul asistat de calculator elevul invata sa
invete. Prin aplicarea calculatorului nu se prevede deloc inlocuirea gi diminuarea
rolului profesorului. Lui ii revine rolul de intocmire si acomodare a diverselor
programe cu care se Tnarmeaza calculatorul. Sa nu uitam ca pentru o ora un
profesor lucreaza mult mai multe ore. E adevarat, ca programele odata elaborate, se
pot reutiliza. Deci profesorul ramane cea mai buna masina de invatat.

In concluzie, trebuie subliniat faptul c& instruirea programata, departe
de a-gi fi epuizat, resursele, poate fi apreciata ca un sistem pasibil de perfectionare si
optimizare continua.

In acelasi timp, instruirea programatd la matematicd isi p&streazd inca
actualitatea si avantajele ei, atat pentru elev cat si pentru profesor, avantaje care

nu sunt de neglijat.

5.13. METODE DE EVALUARE A RANDAMENTULUI SCOLAR

Metodele de evaluare sunt modalitati de lucru, prin care se
realizeaza aprecierea si verificarea cunosgtintelor, priceperilor, deprinderilor elevilor, a

nivelului dezvoltarii lor la un moment dat.

In pedagogie se subliniaz& ca principale metode de apreciere si verificare:
chestionarea orala, lucrérile scrise, testele de cunostinte, lucrérile practice, verificarea cu
ajutorul maginilor.

Obiectivele generale stabilite de ,Asociatia internationala de evaluare
a randamentului scolar”, obiective urmarite prin principalul instrument de evaluare
a comportamentului cognitiv, proba de cunostinte, la matematica, sunt formulate astfel:
abilitatea de a reconstitui gi reproduce definitii si simboluri, de a calcula rapid si corect, de
a interpreta datele simbolice, de a exprima datele cu ajutorul simbolurilor, de a urmari
scopul unei operatii, de a construi o problema, de a aplica anumite concepte la probleme
matematice §i nematematice, de a determina operatii ce pot fi aplicate, de a face
generalizari.

In didactica moderna functiile evaluarii au capatat o pondere mai mare
in procesul de instructie si educatie. Astfel, cu metodele de evaluare masuram nu
numai continutul invatamantului, volumul de cunostinte, priceperi si deprinderi dar,
trebuie sa masuram si gradul in care o seama de informatii, cunostinte, priceperi,

deprinderi dobandite in scoala au capacitatea virtuala de a se integra practicii

138



sociale, informatii care sa nu constituie o insumare de date, ci sa fie instrumente de
actiune asupra realitatii materiale si spirituale, celule vii ale educatiei ulterioare
permanente.

Altfel spus, scopul principal al evaluarii nu este numai notarea. Eva-
luarea trebuie sa furnizeze profesorului date care sa-i permita o analiza a strategiilor
didactice utilizate pentru realizarea obiectivelor concrete propuse. Evaluarea
constituie un mijloc de autoperfectionare si pentru profesor nu numai pentru elev.

Consideram ca evaluarea nu trebuie sa se faca intr-un moment anume
al unei actiuni, ci ea sa aiba un caracter permanent, imbracand diferite forme: intrebari
adresate in timpul activitétii din lectie, teste de cunostinte aplicate periodic, activitati de
muncéd independentd in momentele de reactualizare a cunostintelor, de prezentare a
materialului nou, de obtinere a performantei sau de intensificare a retinerii.

Prin aceste forme de apreciere profesorul trebuie sa urmareasca nu numai
notarea elevului si sanctionarea lacunelor, dar si reliefarea pregatirii fiecaruia dintre elevi
si posibilitatea ca sa-i vina in sprijin.

Recomandam ca aprecierile cu note ale activitatilor elevilor la mate-
matica sa provina in majoritate din forme in scris, pe care le consideram mai

obiective.

Profesorul trebuie sa aiba o evidenta clara a progresului gcolar al fiecarui
elev, alta decat catalogul. Aceastd evidentd e bine sa cuprinda o apreciere a
elevului la Tnceputul anului (prin nota obtinuta la primul test cu care profesorul incepe
cunoasterea elevului), apoi consemnarea progreselor observate la raspunsurile orale
sau la lucrarile de control curente, la formele de activitate independenta din lectie sau
din temele pentru acasa.

Aceasta evidenta determina elevul la o pregatire continua, il ajuta sa
se autoaprecieze mai bine, iar profesorului i este un sprijin in desfasurarea activitatii
diferentiate cu elevii. O importanta deosebitda o au testele de cunostinte date la
Tnceputul anului cu elevii care trec dintr-un ciclu Tn altul (clasa a V-a, a I1X-a si a XlI-
a). Deseori intr-o noua treaptd de invatamant nu sunt cupringi in acelasi colectiv
(clasa) toti elevii care in anul precedent au fost in aceeasi clasa. Mai ales in clasa a
IX-a, profesorul lucreaza cu elevi pe care trebuie sa inceapa a-i cunoaste. Pe baza
testului dat la inceputul anului, el isi formuleaza niste obiective speciale, care sa cuprinda
recuperarea cunostintelor la elevii ramasi in urma sau dezvoltarea elevilor dotati pentru

matematica.

139



Dam un exemplu de astfel de test initial de cunostinte, la clasa a IX-a:

1. Sa se scrie explicit multimea

A={x|xel, x numere prime care verifica relatia 2 < x < 20}
2. Sa se determine multimile A si B stiind cda AUB={1,2,3},

ANB={12}, AcB.

2

= 33:70,3)].

(20N
|

Wl
N RO

3. Sa se calculeze:

o

N

o1
|

4. Sa se compare numerele: 202°® gi 303°%.

5. Sa se simplifice fractia:

a-1 a’+ab+b® a’—b?
a®~-1 1 1 ‘a’-3a’h+3ab’-b*
a b

6. Sa se determine x pentru care are loc inegalitatea 2x—7>x+3.
7. Sa se deseneze un triunghi dreptunghic isoscel si un patrulater Tnscris in

cerc.

8. Sa se afle volumul si aria unui cub de diagonala a+/3.

Consideram ca prin astfel de teste aprecierea este mai obiectiva decéat
prin alte procedee, daca avem grija ca elevii sa nu copieze unii de la altii.

Prin problemele propuse se urmaresc diferite obiective. De exemplu,
prin problemele 3 si 5 din test, verificam capacitatea elevului de a calcula rapid si
corect cand stapaneste definitiile operatiilor care intervin, priceperea de a urmari scopul
unor operatii (simplificarea); prin exercitiul 1 verificam abilitatea de a interpreta datele
simbolice; prin problema 7 masuram priceperea de a reconstitui si reproduce definitii gi

simboluri (nu-i suficient numai desenul, ci trebuie scris, de exemplu, pentru triunghiul
ABC dreptunghic isoscel, més(Aj:%, |AB|=|AC]) etc.

Evaluarea se face prin acordare de nota la fiecare problema si apoi o
medie a notelor tuturor problemelor (cadnd toate problemele au acelasi grad de
dificultate), sau acordarea de punctaj pentru fiecare problema si notarea corespunzator
punctajului (cAnd problemele propuse nu au acelasi grad de dificultate).

Daca profesorul cunoaste elevii se mai poate proceda si la evaluari cu

teste diferentiale. De exemplu se dau probleme pentru nota 5 sau 6, pentru nota 7 sau
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8 si probleme pentru nota 9 sau 10. Elevii opteaza pentru o problema sau alta, la
rezolvarea corecta a problemei primind nota anuntata. Se acorda nota 1, daca
rezolvarea nu este corecta, indiferent de problema aleasa.

Un elev foarte bun, dar care nu este destul de curajos, poate rezolva
problema de 7 sau 8. Daca timpul afectat rezolvarii n-a trecut, el poate incerca si
rezolvarea problemei de nota 9 sau 10 acordandu-i-se un punctaj in plus, daca
rezolvarea este corecta, pana unde a ajuns. Daca rezolva bine doua din probleme
primeste nota de la problema notata mai mult.

O alta forma de apreciere este notarea raspunsurilor la probleme deo-
sebite puse in diferitele momente din lectie, cu formulari de tipul: ,cine rezolva corect
urmatoarea problema ia nota 10” si se noteaza cu 10 unu, doi elevi care au
prezentat primii caietul si daca raspunsurile au fost perfecte.

Subliniem inca o data ca, oricare ar fi procedeele de apreciere, profesorul
trebuie sa-si fixeze mai intai niste criterii care sa acorde o tot mai mare valoare
calitatii cunostintelor, participarii active a elevului la lectie, curiozitatii lui stiintifice, sa
deplaseze intr-un cuvant accentul de pe informatie, pe formatie.

in concluzie, tindnd seama de recomandarile lui A. Revuz, toate
mijloacele de comunicare trebuie si pot fi utilizate : vorba, gestul, textul citit sau ascultat,
desenul, crochiurile, imaginile fixe sau animate, filmul vorbit sau mut sub diversele lui forme
tehnice, televiziunea etc. Daca anumite metode prin vechimea lor sunt mai mult
utilizate ca altele noi, nici una nu o exclude si nu este Tnlocuita de alta.

Succesul activitatii profesorului in Tnsugirea matematicii, deci, nu este
asigurat de utilizarea unei singure metode. Nici una din metode nu constituie un
panaceu universal. Numai Tmbinarea si folosirea unui evantai cat mai larg de
metode, variatie dictata de continut, vor permite profesorului sa realizeze

obiectivele majore ale invatarii matematicii scolare.
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