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INTRODUCERE

Tema lucrarii se inscrie intr-unul dintre domeniile de interes major ale matematicii scolare si
ale concursurilor gcolare, deoarece noile notiuni sunt generaliziri naturale ale celor predate conform
Curriculumului national, constituindu-se ntr-un indicator informativ-formativ achizifionat in anii de
studiu al geometriei plane. Conceput cu scopul de a dezvolta la nivel superior cultura matematici a
elevilor si de a le perfectiona latura operationali a gandirii, cursul opfional de geometria
elementelor remarcabile Tn triunghi aprofundeaza relatiile existente intre clasele de poligoane si
proprietitile cercului.

Largirea orizontului de cunostinte matematice este atinsd fnsd, mai ales, prin obiectivele
specifice laturii informative, legate de:
- noi clase de linii importante in triunghi;
- relatii metrice noi In geometria triunghiului;
- clase noi de triunghiuri §i proprietitile lor;
- folosirea unor diverse strategii §i metode de rezolvare a problemelor de geometrie: aplicarea
directd a rezultatelor teoretice calitative sau cantitative.

Lucrarea de fati cuprinde o seami de elemente teoretice, necesare, in opinia noastrd, a fi
puse si mai bine in lumind, datd fiind importanta lor in rezolvarea problemelor. Astfel, primul
demers teoretic se circumscrie problematicii triunghinlui si liniilor sale importante. In continuare,
sunt prezentate dreptele remarcabile ale lui Euler i Simson si citeva conditii de coliniaritate a
punctelor si de concurentd a dreptelor, cristalizate in teoreme celebre ale geometriei plane, prin
parcurgerea carora urmérim familiarizarea elevului atat cu folosirea relatiilor metrice in geometrie,
cat §i cu un nivel superior al constructiilor geometrice. Asadar, putem spune c& [ucrarea este un
instrument auxiliar in formarea unei gandiri corecte §i clare, prin intermediul rationamentului
abstract si al imaginii concrete. Am considerat potrivita $i includerea unui breviar de cunostinte din
istoria matematicii, in principal pentru a ajuta elevii si-ti formeze temeinic bazele gandirii
stiinfifice. La final, lucrarea mai contine citeva consideratii de metodologie si didactica

De fapt, paginile care urmeaza cuprind rodul stradanici de a pune la indeméana elevilor §ia
celor interesati de matematica nu numai un pachet de informatii noi, ci §i exercitii care si-i atragi In
mod plicut la lucru, si, totodatd, citeva elemente de istoria matematicii, menite si trezeasci
pasiunea pentru cercetare in matematica.

Geometria elementelor remarcabile in triunghi constituie o lucrare de baza pentru cei ce vor
sd se inifieze In frumusetile cu totul particulare ale acestei parti a geometriei.

Capitolele lucrdrii constituie o introducere in lumea minunati a punctelor si dreplelor
celebre, a geometriei triunghiului.

Pe langa teoreme si probleme clasice de geometrie pland, In lucrare sunt puse in evidentd
contributii importante ale unor matematicieni roméani (Gheorghe Titeica, Dimitrie Pompeiu, Traian
Lalescu, etc.) la dezvoltarea geometriei.

Lucrarea poate fi folositd in pregitirea elevilor din gimnaziu sau liceu, este deopotriva utild
profesorilor de matematica din invAtamantul gimnazial i liceal, atat din punct de vedere stiintific
cdt 31 metodologic, putdnd fi utilizatd ca suport de curs a unor discipline optionale.

(W8]



CAPITOLULI

TRIUNGHIURI

1. 1. Sistemele axiomatice ale lui Euclid, Hilbert si Birkoff — consideratii generale

Se stie cd “Elemente”-le lu1 Euclid constituie prima incercare de axiomatizare a unei teorii
matematice, $i anume geometria. Ideea fundamentald a lui Euclid a fost aceea ci toate proprietatile
geometriel (cunoscute pe vremea lui) pot fi obfinute pe cale logico-deductiva numai din céteva
notiuni §i propozitii (postulate) inifiale. Aceasta este in esentd metoda axiomaticd. Dovada
posibilitdtii Infaptuirii programului lui Euler o constituie "“Elemente™-le. Aceasta carte a avut o
influentd covérsitoare asupra dezvoltarii intregii matematici. Trebuie $3 remarcim insd ci sistemul
axiomatic al lui Euclid, al geometriei, nu este un sistem axiomatic semiformalizat, el este un
sistem axiomatic intuitiv (sau material) decarece notiunile si relagiile lui primare au un confinut
intuitiv, iar axiomele sunt propozitii “evidente™ unele verificabile experimental.

Analize critice ulterioare ale “Elemente”-lor au scos la iveald o serie de deficiente ale
acestora. Au urmat consiructiile altor matematicieni. Geometria se edificd drept teoria
semiformalizatd care acoperd intreg cuprinsul “Elemente”-lor lui Euclid. Cunoastem ca o astfel de
constructie a geometriei a fost facutd de David Hilbert in cartea sa “Grundlagen der Geometrie™.

Constructia axiomaticii a geometriei realizati de Hilbert are avantaje importante $i anume:

- elimind definitiv intuitia;

- nu foloseste elemente exterioare geometriei,

- axiomele sunt grupate in mod natural;

- teoria este prezentata gradat si sistematic;

- surprinde partea comuni a geometriilor euclidiand si hiperbolici;

- satisface conditiile de metateorie, necontradictie, minimalitate, completitudine.

Sistemul axiomatic al lui Hilbert este un sistem semiformalizat. In formularea data
axiomelor Hilbert evitd complet teoria multimilor impriménd sistemului un continut avantajos din
punct de vedere stiintific. Notiunile primare sunt: punctul, dreapta si planul.

Punctele vor fi notate cu majuscule latine A,B,C,... iar multimea tuturor punctelor cu E.
Dreptele vor i notate cu literele mici ale alfabetului latin a, b, ¢, ... iar multimea tuturor dreptelor
cu D. Planele vor fi notate cu litere grecesti B,y ... iar multimea tuturor planurilor cu P.

Relatiile primare folosite sunt In numér de cinci:

“e” incidentd, apartenenta;

“g” neapartenenti;

“- Intre A-B-C (B este intre A si C);

“=" congruenfa (AB)=(CD) si € hOk=< h'Ok';

*= 7 necongruenti.

Axiomele sistemului axiomatic al lui Hilbert sunt impartite in 5 grupe:

Grupa I - axiomele de incidentd;
Grupa II - axiomele de ordine;
Grupa III - axiomele de congruenti,
Grupa IV - axiomele de continuitate;
Grupa V - axioma paralelelor,

Teoria axiomaticd construitd cu sistemul axiomatic Hilbert se numeste geometrie
euclidiand, iar structura matematicd se numeste spatiu euclidian.



Sistemul axiomatic Birkhoff fiind semiformalizat va include si logica uzuald cunoscuti.
Relatii primesc: punctul, dreapta, planul, distanta si masura unghiurilor.

Notiunile si relatiile primare din sistemul axiomatic Hilbert sunt notiuni si relatii primare
sau derivate, din sistemul axiomatic Birkhoff si reciproc, iar axiomele din sistemul axiomatic
Hilbert sunt axiome in sistemul de axiome Birkhoff si reciproc.

Deci cele doui sisteme axiomatice sunt echivalente,

Avantajele sistemului axiomatic Birkhoff sunt:

- are axiome mai putine decét sistemul axiomatic Hilbert;

- multimea N intervine in sistemul axiomatic;

- axioma riglei si axioma lui Pasch reduc proprietitile de ordine a dreptei la proprietitile de ordine
ale lui R.

1.2. Notatii. Definitii. Proprietiiti. Teoreme.

Notatii:
Puncte: A, B, C, ...
Drepte: a, b, ¢, ...
Segmentul deschis: (AB)
Segmentul Inchis: [AB]
Semidreapta deschisa: (AB
Semidreapta inchisi: [AB
Distanta de la A la B; lungimea segmentului (AB): AB
Planul determinat de o dreaptd d si de un punct A nesituat pe d: (dA) sau (Ad)
Semiplan deschis: (dA
Semiplan inchis: [dA
Plane: o, B, 7, ...
Planul determinat de trei puncte necoliniare: (ABC)
Congruenti: = o
Asemenea: ~
Corespondenta: —
Misura unghiului: m(< AOB)
Misura unui segment: [AB|. Avem |AB|=-|BA}
Proiectia, perpendiculara coborita din A pe dreapta BC: prpc A
Triunghi: A
Aria triunghiului ABC: o(ABC)

Definitii, proprietiti, teoreme

Definitie. Dacd A, B, C sunt trei puncte necoliniare, se numeste triunghiul ABC, notat
AABC, mulfimea de puncte AABC=[AB]U[BCJU[CA]

Punctele A, B, C se numesc varfurile triunghiului ABC, segmentele [AB], [BC], [CA] —
laturile triunghiului ABC, iar planul (ABC) — planul triunghiului ABC.

Axioma lui Pascal. Fie dat un triunghi AABC si a o dreaptdl din planul siu (ABC) care nu
trece prin nici unul din varfurile A, B, C ale AABC; daci dreapta a intersecteazi o laturd a AABC
(In interior), atunci dreapta a intersecteaza ncé una si numai una din laturile AABC (in interior).

Definitie. Doud triunghiuri ABC si A’B’C’ se numesc congruente daca existi o
corespondentd Intre varfuri, de exemplu (AB,C)—(A’,B’,C’) astfel incit unghiurile
corespunzitoare sunt congruente AEA';E’: =B C=C si laturile determinate de vérfurile
corespunzitoare (numite laturi cospunzitoare) sunt congruente, deci (AB)=(A’B’); (BC)=(B'C");
(AC)=(A'C).

Vom nota In acest caz AABC=AAB’C’.



Teoremele (cazurile) de congruentii ale triunghiurilor dau conditii suficiente (si evident
necesare) ca doud triunghiuri si fie congruente.
Teoremi (Cazul [ de congruenta a triunghiurilor)
Daca ABC s1 A’B’C” sunt doud triunghiuri pentru care au loc relatiile:
(AB)=(A'B’), A=A, {AC)=(A’C’) atunci AABC=AAB’C’
Teoremi (Cazul I de congruentd a triunghiurilor)
Daca ABC si A’B’C’ sunt doua triunghiuri pentru care au loc relatiile:
B=R', (BC)=(B'C"), C=C atunci AABC=AA'R’C’
Teoremi (Cazul Il de congruenti a triunghiurilor)
Dacd ABC 5i A’B’C’ sunt doud triunghiuri pentru care au loc relatiile:
(AB)=(A'B’), (BC)=(B’C"), (CA)=(C’A") atunci AABC=AA’B’C’
Teoremi (Cazul IV de congruentd a triunghiurilor)
Daca ABC st A’B’C’ sunt doud triunghiuri pentru care au loc relatiile:
(AB)=(A'B’), B=B', C=C" atunci AABC=AA'B'C’
Propozitie. Suplementele a doud unghiuri congruente, sunt congruente. In particular,
unghiurile opuse la varf sunt congruente.
Definitie Se numeste unghi drept, un unghi congruent cu suplementul siu.
Teoremi. Existd un unghi drept. Toate unghiurile drepte sunt congruente ntre ele.
Definitie. Fie < AOB un unghi propriu cu laturile (OA , (OB .
Se numesc unghiuri adiacente, doud unghiuri proprii care au acelasi varf, o laturdi comuni
si interioarele disjuncte.
Doud unghiuri adiacente care au laturile necomune opuse se numesc suplementare.
Doud unghiuri care au acelasi vérf si laturile céte doud opuse, se numesc unghiuri opuse la
vart.
Intr-un triunghi AABC, unghiurile suplementare unghiurilor friunghiului se numesc
unghiuri exterioare ale AABC.
Definitie. Trei sau mai multe puncte se numesc coliniare dacd existd o dreaptd care le
contine.
Definitie. Fie AABC i AA’B’C’. Daci AB = AC = BC si 4 A=4 A’, { B=£{ B,
A'B A'C BC
£ C=4 C’ se spune ci existd o aseminare intre AABC 5i AA'B’C si se scrie AABC~AA'B’C.
Teorema fundamentali a asemanérii
Fie AABC 5i DE || BC, A=D, DeAB, EcAC. Atunci AADE~AABC.
Teorema. Fie triunghiurile AABC si AA'B'C:
1. Dacd £ A=4 A’, £ B=£{ B’, atunci AABC~AA'R’C’

2. Dacd £ A=£ A’ si AB _ AC atunci AABC~AA’B*C’
A'B A'C
3. Daca AB = AC = BC atunci AABC~AARC’

A'B" A'C" B'C
Definitie. Un poligon care poate fi inscris intr-un cerc se numeste poligon inscriptibil.
Teoremi
1. Intr-un patrulater inscriptibil unghiul format de o laturd cu o diagonald este egal cu
unghiul format de Iatura opusa cu cealaltd diagonali si reciproc.
2, Intr-un patrulater inscriptibil suma masurilor unghiurilor opuse este de 180°.
Teoremi
Fie € (0, 1) st Melnt € (O, r). Atunci pentru price coardi AB care contine punctul M
produsul AM-BM=constant.
Puterea punctului M fatd de cercul C(O, r) se noteazi p(M)
p(M)=OM*-* daci MeExt C(0, 1)
p(M)=r-OM? daci Melnt (O, 1)



p(M)=0 daca Me C(O,r)

Semnificatia intuitivd a notiunii de figuri geometrice care au aceeasi orientare este aceea de
parcurgere a confinuturilor acestor figuri in acelagi sens, de exemplu in sensul miscarii acelor
ceasornicului. In plan, congruenta figurilor este de doua tipuri: congruenia intre figuri care au
aceeasl orientare §i congruenta Intre figuri care au orientari diferite.

Definitie. Un triunghi orientat ABC este un triplet ordonat de puncte necoliniare A,B,C
deci un triunghi in care se precizeazi care este primul varf, care este al doilea varf g1 care este al
treilea varf al triunghiului.

Sensul in care se parcurge conturul unui triunghi orientat ABC este dat de ordinea in care
sunt scrise varfurile lui.

Definitic. Punctele A si A’ din planul 7 se numesc simetrice in raport cu punctul O din
planul = daci O este mijlocul segmentului [AA’].

Punctul A’ se numegte simetricul punctului A in raport cu punctul O.

Simetria centrald de centru O in planul = este o transformare a planului = prin care punctul
O se transformd in el insusi §i orice alt punct A se transforma in simetricul siu A’ in raport cu
punctul O.

Definitie. Punctele A si A’ din planul 7 se numesec simetrice in raport cu dreapta d din
planul 7 dacd segmentul [AA’] este perpendicular pe dreapta d si o intersecteaza intr-un punct O,
astfel incat [AO]=[OA’]. Punctul A’ se numeste simetricul punctului A in raport cu dreapta d.

Definitie. Omotetia de centru Oem si raport ke R, k=0 este o transformare a planului 7 prin
care fiecdrui punct X i se asociazi punctul X* astfel incat OX'= kOX.

Definitie. Dacd X este un punct oarecare din planul © si ho"(X) o omotetie a planului
matunci punctul he(X) se numeste omoteticul lui X in omotetia de centru O in raport cu k, iar daci
Fom este o figurd geometrica din planul 7, atunci figura F'=ho"(F) se numeste omotetica figurii F
In omotetia de centru O si raport R.

Corolar. Figurile geometrice omotetice sunt asemenea.

Toate drepiele care trec prin O §i numai ele sunt invariante fn raport cu omotetia hg"

Teoremi. Intr-un triunghi, un unghi exterior este mai mare decdt fiecare din unghiurile
neadiacente lui.

Demonstratie I (Figura 1.1)

Fie AABC si ACAM un unghi exterior,
m{< CAM >m(< ACB).

Fie De(AC) astfel incit AD=DC. Fie
Ee(BD astfel incdt DB=DE. Deoarece
Eelnt (¢ CAM) = 4 CAE <{ CAM, B
ADAE=ADCB (LUL), deci (¢ ACB) A

=m(< DAE)<m(< CAM). Pentru a arata Figura 1.1

cd m({ CAM)>m(< ABC) se face un rationament analog, folosind insi compararea cu celilalt
unghi exterior cu varful in A. .
Demonstratia [I (Figura 1.2)

Fie B,,>A  reducand la abswd celelalte

doud cazuri BNEA sl ém<A.

Cazul 1. Fie De(BC™ astfel incat (AC)=(BD)
= AABC=ABAD (L.UL) = B=4 BADsi
din ENEA = B={ BAC' rezulta
contradictie.

Figura 1.2 B



~ ~

Dacd B_, <A atunci existd o semidreaptd h cu originea In A §i exterioard unghiului A

astfel fncat EMEQ ((AB,h). Dacd hn(BC)={E} atunci pentru Igm si AABE suntem iIn cazul
precedent.
Corolar. f’;m:A +C
Corolar. Intr-un triunghi cu doud laturi necongruente, laturii cu lungimea mai mare i se
opune unghiul mai mare si reciproc.
Demonstratie in AABC cu AC>AB, (Figura C
1.3), se considera De(AC) astfel incat Figura 1.3
(AD)=(AB). Atunci AABD este triunghi
isoscel 51 4 ABD=< ADB >d ACB,
< ADB fiind unghi exterior ABDC. Pentru ca
De(AC), (BDcIntd ABC, deci < ABC>
< ABD >4 ACB
Reciproc — prin reducere la absurd.
Teoremi Suma lungimilor a doud laturi ale unui triunghi este mai mare decét lungimea
celei de a treia laturi. N
Demonstratie. Fie ABC un triunghi (Figura Figura 1.4
1.4). S& demonstram cd AB+BC>AC. Fie
Me(AB, astfel inciat Be(AM) si (BC)=(BM).
Inegalitatea care trebuie demonstrati revine
la: AB+BM=AM>AC. Pentru a demonstra ci
AM>AC este suficient s& demonstrim ci A (
m(< ACM >m(< AMC), B M
Prin constructie, ACBM este isoscel deci € AMC=4 BCM . Deoarece Belnt < ACM,
rezulta m(4< ACM)>m(< BCM =m(< AMC).
Definitie. Se numeste triunghi dreptunghic triunghiul cu un unghi drept.
Teorema. Fie triunghiurile ABC si A’B’C’ cu A=A'=90"
- Dacd (AB)=(A’B’} 51 (AC)=(A’C’) atunci AABC=AA’B’C’ (cazul C.C.);
- Daci (AB)=(A’B”) si C=C" atunci AABC=AA’B’C’ (cazul C.U.);
- Dacd (BC)=(B'C’) si B =B atunci AABC=AA’B’C’ (cazul LU},
- Dacd (AB=A'B") 51 (BC)=(B’C’) atunci AABC=AA’B’C’ (cazul C.1).
Definitii.
Mediatoarea unui segment este dreapta perpendiculari pe segment dusd prin mijlocul
segmentului.
Perpendiculara prin varful unui triunghi pe dreapta determinati de latura opusa se numeste
inéltime.
Dreapta determinati de vérful unui triunghi si mijlocul laturii opuse se numeste mediani.

A B

1.3. Diviziune armonici

Se zice cd un punct M fmparte un segment dat [AB]. intr-un raport A daci avem
IMAJ/|MBJ=A

Luand pe dreapta AB o origine O, o unitate de misurd si ca sens direct sensul lui AB,
apelind la geometria analitica, abscisele punctelor A, M si B si fie a, x, b (figura 1.5), atunci
A=(x-a)/(x-b) a ciirui grafic este dat In figura 1.6. Se vede acum clar ci raportul A ia orice valoare
pozitiv sau negativi o singurd dati, valorile pozitive fiind luate in afara intervalului AB(valoarea 1
la infinit) iar cele negative In interiorul acestui interval,

Fiind dat un punct C care imparte un segment [AB] in raportul A (pozitiv, negativ sau nul)
este important punctul D care Imparte acelagi segment in raportul - A (figura 1.7), deci avem



|CAY|CBl|= -|DA)/|DB|, relatie care se mai poate scrie 2/AB=1/AC+1/AD, de unde rezultd ci
segmentul [AB] este medie armonici intre segmentele[AC] si [AD]. R

Se zice ca punctul C este conjugat armonic cu punctul D, fatid de punctele A si B. In mod
evident punctul C este conjugat armonic cu punctul D fatd de aceleasi puncte. Se mai spune cd A,
B sunt conjugate armonic cu C si D, sau ci perechile de puncte A, B si C, D sunt conjugate
armonic, sau in fine ci punctele A, B, C, D formeazi o diviziune armonici. Orice punct de pe
dreapta AB are un conjugat armonic, cu excepfia mijlocului segmentului [AB]. Cand un segment
[AB] Imparte armonic un segment [CD], atunci unul dintre punctele C gi D este interior iar celilalt
exterior segmentului {AB], prin urmare segmentele [AB] si {CD] se suprapun partial.

Daci Insa doua segmente [CD] si [C’D’] impart armonic segmentul [AB], atunci fie ¢i unul
dintre ele este complet cuprins in celilalt, fie ci ele nu au nici un punct comun.

M M’
—+—— ——
A B
Figura 1.5 Figura 1.7
LA
Figura 1.6
of ° b x

Raport anarmonic

Pentru patru puncte A, B, C, D, situate pe o dreaptd, se numeste raport anarmonic sau
, , ICA| |DA|
biraport, expresia (ABCD)= ' —
B [oB
Permutind intre ele cele patru puncte obtinem 4!=24 rapoarte, dintre care numai 6 sunt
distincte. Notand unul cur, acestea sunt r, 1/r, 1-r; 1/(1-1), t/(r-1), (r-D/r
In cazul cdnd cele patru puncte formeazi o diviziune armonici raportul anarmonic este 1.
Raportul anarmonic al punctelor de intersectie al unei transversale cu patru drepte ce trec
prin acelagi punct, este independent de transversald, de aceea el este numit raport anarmonic al
fascicolului celor patru drepte (Figura 1.8)
in particular, daca punctele A, B, C, D formeazi o diviziune armonicd, atunci unindu-le cu
un punct O ocarecare, vom obline un fascicol armonic, care imparte armonic orice altd dreaptd, care
nu trece prin O. O conditie necesard §i suficientd pentru ca un fascicol si fie armonic este ca o
paraleld la una din dreptele fascicolului (razele fascicolului) si fie impiirtiti in doud pirti egale de
celelalte drepte. Ca exemplu : bisectoarele unui unghi si laturile unghiului formeazi un fascicol
armonic.
Rezultd din cele de mai sus teorema: locul geometric al conjugatului armonic al unui punct
D, prin raport cu punctele de intersectie cu doud drepte fixe OA si OB, ale unei secante oarecare ce
trece prin punctul D este o dreapti OC, asa ca dreptele OA, OB, OC si OD sa formeze un fascicol
armonic (Figura 1.8 ). Dreapta OC se numeste polara punctului D fatd de dreptele OA si OB, iar
punctul D este polul dreptei OC fati de dreptele OA si OB.



A C B\ D Figura 1.8

D
B,

Ci
1.4 Triunghiunri

In cazul cind un triunghi are doud laturi egale el se numeste isoscel (a treia laturd se
numeste uneori bazd), iar dacd are toate laturile egale se numeste echilateral. Suma unghiurilor
unui triunghi este egali cu 180° Intr-un triunghi isoscel unghiurile care se opun laturilor egale sunt
egale. Intr-un triunghi echilateral toate unghiurile sunt egale cu 60°. In orice triunghi laturii celei
mai mari ii corespunde unghiul cel mai mare. De asemenea dacé laturile unui triunghi sunt a, b i c
avem:

a-b < ¢ < ath, (a=b) deci o laturd este mai mare sau egald decét diferenta celorlalte si mai
mica sau egald decat suma celorlalte doud. Rezulid de aici ca un segment de dreaptil este mai scurt
decét orice linie {rintd, avind aceleasi extremitati.

Intr-un triunghi oarecare se pot duce urmitoarele drepte importante: (Figura 1.9)

- Bisectoarea AD a unghiului A; A
- Mediana AE dusa din varful A;

- Inaltimea AF dusa din varful A;
-Mediatoarea EG a laturii BC (perpendiculara
ridicatd pe mijlocul laturii); Punctele D, E, F
se numesc picioarele bisectoarei, medianei §i
Inaltimii unghiului A.

- Simediana AH (simetrica medianei fatd de B FH D E C
bisectoarea interioard) Figural.9

Dreptele izogonale sunt doud drepte care trec prin varful unghiului unui triunghi si sunt
simetrice fatd de bisectoarea unghiului. Astfel simediana este izogonald cu mediana corespunzator
aceluiagi varf,

[ntr-un triunghi dreptunghic mediana unghiului drept este jumatate din ipotenuza.

Se definesc de asemenea bisectoarele unghiurilor exterioare ale unui triunghi.

G

Bisectoarea interioard a unui unghi si Figura 1.10
bisectoarele exterioare ale celorlalte doud
unghiuri sunt concurente (Figura 1.10).

Se observd cd in triunghiul A’B°C’ c
format cu bisectoarele extericare ale
unghiului unui triunghi ABC, inéltimile sunt
bisectoare interioare ale triunghiului ABC.

7

Lungimile unor segmente importante dintr-un triunghi.
Din epoca antichitatii, formula lui Heron pentru determinarea ariei unui triunghi cu ajutorul
laturilor ui a, b, ¢: A= Jp(p-a)(p—b)(p-c) este denumits, eronat, cu numele lui Heron (sec. |

i.e.n.); ea ne-a fost transmisd prin lucrérile acestuia, dandu-i o altd demonstratie, dar descoperitorul
ei este Arhimede care a publicat-o In lucrarea “Kyklu metrisis”. Acest fapt a fost semmnalat de M.
Abul-Vafa si M. al-Biruni (sec. X), ceea ce a fost cunoscut prima oara in 1910.

Forma actuald a acestei formule a fost datd de I. Newton in “Arithmetica universalis”
(1707).

Noténd semiperimetrul unui triunghi ABC cu p=(a+b+c)/2 avern (Figura 1.11):
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2
indltimea AH=1\/p(p—a)(p~b)(p—c) de unde se obtine formula lui Heron pentru aria S a
a

\/sz +2¢— g’

a unghiului A, AE=_|bc (b+c) _,a« = 4bep(p —’a) ,bisectoarea exterioard a unghiului A,
(b+c)” (b+c)

2
a- -(c-b) . ) . ) . .
AF= \/bc%, raza cercului circumscris, raza cercului Inscris ale unui triunghi ABC,
c

triunghiulut ABC, S= \/ p(p-a)}p-b}p-c), mediana AD= , bisectoarea interioari

2

R = be = abe = abe , r=\/(p —a)p-b)p—¢©) = —S—, unde AH este
2AH  4\fp(p-a)(p-b)(p-c) 4S P p

indltimea corespunzitoare vérfului A din triunghiul ABC, raza cercului exinscris triunghiului ABC

g1 situat in interiorul unghiului A, Figura 1.11
= J p(p-b)p-¢) = Analog, avem
p—a p-a

celelalte doud raze ale cercurilor exinscrise:

e \} p(p-a)p-c) _ S

—b -’ F
p . p c
Fe= \/ p(p~2)(p~-b) = Avem formula: S=,/r-1, -1, *1,
p—c p—¢

Lungimile segmentelor determinate pe laturile unui triunghi ABC de cercul inscris gi pe
cercul exinscris in interiorul unghiului A sunt:
AE=AF=p-a; BF=BD=p-b; CD=CE=p-c Figura 1.12
respectiv AG=AH=p; BG=BD,=p-c;
CD=CH=p-b unde D.,E si F sunt
punctele de tangentd ale cercului inscris cu
laturile BC, CA si AB, iar G,D si H sunt
punctele de tangenta ale cercului exinseris din
interiorul unghiului A, cu dreptele AB, BC, si
AC

Aria triunghiului
Aria unui triunghi este egald cu produsul dintre una din laturi (numiti baza) cu jumatate din
indltimea corespunzétoare acestei laturi.
Rezulti:
- doua triunghiuri care au aceeasi bazd si aceeagi Indltime sunt echivalente, deci daci se deplaseaza
un varf a unui triunghi pe o paraleld la latura opusd se obtine un triunghi echivalent cu cel inifial;
- ariile a doua triunghiuri care au aceeasi bazé sunt proportionale cu indltimile lor;
- ariile a doua triunghiuri care au aceeasi indlfime sunt proportionale cu bazele lor;
- aria unui triunghi se exprima in functie de laturile a, b, ¢ cu formula lui Heron

S= \/ (p(p—a)(p—b)p—-c) unde2p=atb+c. Inlocuind perimetrul gasim
168*=2(a’b*+b*c*+ctad)-a'-bl-c? . c
Daci r este raza cercului inscris in triunghi, Figura 1.13

aria triunghiviui este dati de S=pr, daci ry

este raza cercului exinscris din interiorul

unghiului A, avem S=(p-a)r, iar daci R raza

. s D abc .
cercului circumseris triunghiului avem S=— si S= /11, .
4R '

A



Ariile a doud triunghiuri care au un unghi egal sau suplementar sunt proportionale cu
produsele laturilor care mirginesc acele unghiuri

Astfel in figura 1.13 triunghiurile ABC si ADE au unghiul A comun, iar in figura 1.14
unghiuri A suplementare.

ariaABC _ AB-AC P

ariaADE ~ AD- AE
. Rezultd cé dacd doud triunghiuri au un unghi c
egal sau suplementar ele sunt echivalente
dacd produsele laturilor care marginesc acele

unghiuri sunt egale. A
Figura 1.14

in ambele cazuri avem:

1. 5. Linii importante intr-un triunghi si concurenta lor

Definitie. Segmentul determinat de mijloacele a doud laturi ale unui triunghi se numeste
linie mijlocie a triunghiului.
Teoremi. Linia mijlocie a unui triunghi, determinati de mijloacele a doud laturi este
paraleld cu cea de a treia laturd si are ca lungime % din lungimea celei de a treia laturi.
Demonstratie,
Fie AABC, Me(AB), Ne(AC, Figura 1.15
(MA)=(MB), (NA)=(NC). Fie P astfel incat X
Ne(MP), (MN)=(NP), (Figura 1.15) rezulti
AMCP - paralelogram deci PC || AB si
(PC)=(MP). B si P sunt de o parte si de alta a M N P
lut MC deci MBCP este patrulater cu (PC) si
(MB) paralele $1 congruente = MBCP -
paralelogram = MP || BC, (MP)=(BC) si

BC B C
decarece MP=2MN = MNﬂm;}m

Teoremai. Bisectoarea unui unghi propriu, este locul geometric al punctelor din interiorul
unghiului egal depirtate de laturile unghiului, reunit cu varful unghiului.

Demonstratie (Figura 1.16):

Fie < hOk un unghi propriu, O varful Figura 1.16
unghiuhii, s bisectoarea lui si Mes-{O}.8e
noteazd cu A si B picioarele
perpendicularelor din M pe suportul lui h si k. YememmT
Aeh cdci altfel AOAM ar avea un unghi
obtuz si unul drept; analog Bek.

AOAM=AOBM (1.U.) = (MA)=(MB) deci d(M, hy=d(M, k)

Se va ardita c@ orice punct M cu proprietatea d(M, k)=d(M, h) si Melnt(< hOk), apartine
bisectoarei unghiului < hOk. Dacd A si B sunt picioarele perpendicularelor din M pe suporturile lui
h si k se va demonstra cd Aeh si Bek.

Presupunem contrariul, de exemplu Agh= (AM) intersecteazi latura k. Fie C=(AM)nk.
Deoarece MC=MB si AM>CM =AM>MB, ceea ce contrazice ipoteza. La fel se arati cd Bek.
Din (AM)=(BM) = AOAM=AOBM cazul (I.C.) deci < AOM=< BOM =(OM bisectoareca
< hOk.

Teoremi. Bisectoarele unghiurilor unui triunghi sunt concurente. Punctul de intersectie
este centrul cercului Inscris triunghiului.



Demonstratie:

Folosim teorema transversalei: dacd punctul D apartine interiorului unghiului propriu
4 BAC, atunci semidreapta (AD si segmentul (BC) au un punct comun {(ADN(BC)=D.

Demonstratie: Fie (AB’ semidreapta
opusd lui (AB (Figura 1.17). Semidreapta
(AD intersecteazd segmentul (B’C) san (BC).
Dar (AD nu poate intersecta pe (B’C),
deoarece aceste mulfimi sunt de o parte si de
alta a dreptei AC.

Din teorema transversalei rezultd ca
bisectoarele unghiurilor A s B intersecteaza
pe (BC) st (AC) in cdte un punct D si E ‘ N
(Figura 1.18). Din aceeasi teorema rezultd ci Figura 1.17 A
existi un  punct I, {I}=(AD(BE=
=(BE)N(AD). Asadar Ielnt(d ACB). Dar E
d(I, BC)y=d(1,AB); d(I, AB)=d(I, AC) si deci
d(I, BC)=d{, AC) si pentru ci
[elnt(d ACB) = [CI este bisectoarea C

unghiului C. b
Punctul I avind aceeasi distantd r fata de cele

Figura 1.18
5 A
tret laturi ale triunghiului, este centrul unui "
cerc tangent interior la cele trei laturi si se J
e

Fie 1 punctul de intilnire al
bisectoarelor AA” si BB” (Figura 1.19); acest
punct se gadseste si pe bisectoarea CC”.

numeste centrul cercului inscris. B\X/ C

Figura 1.19

Teoremi. Daci doud dintre mediatoarele laturilor unui triunghi sunt concurente, atunci

cele trei mediatoare sunt concurente. Punctul de intersectie al lor este centrul cercului circumscris
triunghiului.

Demonstratie: ?
Fie AABC, d,, d; mediatoarcle 4
laturilor (AB) st (BC), fie {O}=d;nd;
(Figura 1.20) rezultd (OA)=(0B), (OB)=(0C)
= (OA)=(OC)=0emediatoarei segmentului B 7 c
(AQC). Dacit dindy=@ =>d, || da dar d;LBC si
d)LAB = prin B trec doud perpendiculare / J

distincte ceea ce este imposibil.
Figural.20

Teoremi Indltimile unui triunghi sunt concurente. Punctul de intersectiec al lor este
ortocentrul triunghiului.

Demonstratie: Fie AABC, A’, B, C’ picioarele perpendicularelor din A, B, C pe dreptele
BC, AC, AB si triunghiul DEF format de paralelele duse la laturile AABC prin vérfurile acestuia
(Figura 1.21). Deci ABCF si BCAD sunt paralelograme = (BC)=(AF)=(AD).

Pentru ci (BC) || (DF) si (AA”)L(BC) = (AA’)L(DF). Deci dreapta AA’ este mediatoarea
segmentului (DF).



fn mod analog dreptele BB’ si CC’

3 D A F
sunt mediatoarele segmentelor (DE) si (EF). . .
Prin urmare indltimile triunghiului ABC sunt
P o, . . . . -
mediatoarele laturilor triunghiului DEF si ¢
deci sunt concurente. Figura 1.21 B A
E

Teoremid. Medianele unui triunghi sunt concurente. Punctul de intersectie se numeste
centru de greutate (sau baricentrul triunghiului, In cartile engleze se intdlneste termenul mai scurt
de centroid) si se giseste la 2/3 de varf si 1/3 de baza.

Demonstratie. Fie AABC, BD=DC(C,
AFE=EC cum (BEelnt(< ABC) si Ae(BA,
De(BC, = (BEn(AD=G (Figura 1.22).
Deoarece (AD)elnt (< BAE) =
{G}=(ADNBE). Fie M, N mijloacele
segmentelor (AG) respectiv (BG). In AABG,

(MN) este linie mijlocie, deci (MN) || (AB) si

I\AN:%% . In AABC, (DE) este linie

e . . M AB
mijlocie, deci (DE) || (AB) si DE = = Figura 1.22

F

(DE)=(MN) 5i(DE)

| (MIN).
MNDE este patrulater si deci este paralelogram = GDmMG=AM=§AD. Fie T mijlocul

laturii (AB) si {G’}= (FCON(AD). In mod analog rezulta DGﬂ%AD. Deoarece G, G’ (DA)
2

rezultd G coincide cu G°.
1.6 Triunghiul ortic

Se numeste triunghi ortic triunghiul determinat de picioarele Inaltimilor unui triunghi dat.
Teoremi

Fie ABC un triunghi ascutitunghic si punctele A’=prgcA, B’=pracB, C=prapC.

Atunci:

(i) Triunghiurile AB’C’, BA’C’, CB’A’ sunt triunghiuri asemenea cu triunghinl ABC

(i1) Semidreptele [A’A, [B'B, [C’C sunt bisectoarele unghiului triunghiului ortic

(1i1) Ortocentrul triunghiului ABC este centrul cercului Inscris in triunghiul ortic A’B’C’,
1ar varfurile triunghiului ABC sunt centrele cercurilor exinscrise triunghiului ortic A’B’C.

(iv) Tangenta in punctul A la cercul circumscris triunghiului ABC este paraleld cu dreapta
BC.

(v) Dintre toate triunghiurile inscrise in triunghiul ABC, triunghiul ortic are perimetrul
minim (teorema lui Fauerbach).

Demonstratie:

Se demonstreazd cd triunghiul A’B’C’ este asemenea cu triunghiul ABC. Patrulaterul
BCB’C’ este inscriptibil deoarece < ABB'=< ACC'. Rezultd ci dreapta B> C’ este antiparaleli la
dreapta BC, deci: ¢ AB'C'=d ABC si< AC'B'={ ACB

Conform punctului (i) rezulti ca < C'A'B={ B'A'C =¢ BAC
Atunci [A’A este bisectoare a unghiului < B'A'C'
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(iii)  Din punctul (ii) se deduce cd ortocentrul H al triunghiului ABC este centrul cercului
inscris in triunghiul ortic A’B’C’. Fie B” punctul in care semidreapta [A’B’ intersecteaza cercul

circumscris triunghiului. Este evident ca < C'B'A=< B"B'A, deci [B’A este bisectoare a
unghiului < C'B'B". Rezultd ca punctul A este centrul cercului exinscris triunghiului A’B’C’

tangent laturii [B*C’].

(iv)  Folosind congruentele de
unghiuri marcate pe figura , se obfine ca
tangenta In A la cercul circumscris
triunghiului ABC este paralela cu dreapta
BC.

(v) Se observd cd dacd M parcurge
dreapta BC, atunci B°M-+MC’ este minima
daci < B'MC=4¢ C'MB (Figura 1.24)

intr-adevir, fie B, simetricul lui B’
fatd de dreapta BC. Se uneste C’ cu B).Fie
{M;}=[BC]n~[C’B;]. Oricare ar fi punctul
Me[BC], M=M, avem:

M, C+M,B’=M,C"+M,B|=C"B,<C’M+MB,
=C"M+MB®

Am obfinut astfel cid punctul M,
construit anterior este punctul de pe dreapta
BC cu proprietatea cd MC+MB’ este
minimd. Dar unghiurile < CMB si

< B'M,Csunt congruente deoarece fiecare

este congruentcu < B M,C.

Fie acum un triunghi A’B’C’ inseris
in triunghiul ABC (A’e(BC), B’e(AQ),
C’e(AB)). Fixdnd doud cite doua varfuri ale
acestui triunghi, se obfine cid minimul
perimetrulti  se  atinge cénd laturile
friunghiului A’B’C’ sunt egal inclinate pe
laturile  triunghiului  ABC, deci cénd
unghiurile marcate pe figurd sunt congruente.
(Figura 1.25)

Figura 1.23

A
-
B
q¢
H
B =
A
i \_/
.
B M M, "¢
. Bl
Figura 1.24
A
C B
B .
o

Figura 1.25

Folosind acelasi rationament ca In demonstratia punctului (ii) se obtine ¢4 A, B si C sunt
centrele cercurilor exinscrise triunghiului A’B°C’. Rezultd ¢i [A’A este bisectoarea unghiului
< (B'A'CY); deci € (C'A'C)=4 (B'A'A). Rezulta [AA’]L[BC]. Analog se obtine [BB']L[AC] si
[CC?]L[BC]. Prin urmare A’B’C’ este triunghiul ortic.

1.7 Centrele cercurilor exinscrise

Doudl bisectoare exterioare §i una interioard , trecind flecare prin cite un véarf al

triunghiului, sunt concurente.

Rationamentul este identic; se obfin astfel trei centre noi: Ty, Ty, Ic ale cercurilor tangente
exterioare la laturile triunghiului ABC; le numim centrele cercurilor exinscrise.
Triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului T
intr-adevir, bisectoarea interioard [Cl;]este perpendiculard pe bisectoarea exterioard [Tyl

Inversand aceasti proprietate se poate spune:

Indlfimile unui triunghi sunt bisectoarele triunghiului ortic.
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Aceastd proprietate poate fi stabilita si Figura 1.26
direct pentru c¢d unghiurile < (IAL)=4 (II,C)
si. < (JAB)=C (BLI) (Figwa 126.) din
patrulaterele TCAI}, si IABIL. Pe de altd parte,
unghiurile < (Bl.)=< (I1,C) sunt egale fiind

complementare unghiului 1.

Fie A” mijlocul arcului BC (Figura Figura 1.27

1.27). Avem [A”T]=[A”C]=[A”B]=[A"],].

intr-adevar, triunghiul A”BI este isoscel

pentru cd unghiul < (BIA”)=(A+E§)/ 2, lar

unghiul € (IBA™) are aceeasi valoare,

Acelasi rationament pentru triunghiul A”IC.

Centrul cercului BIC, care trece in mod

evident prin I, pentru cd patrulaterul CBII,

este inscriptibil, e situat deci in mijlocul A™ al

arcului BC. Unghiul € BIC este egal cu

90° +A/2. -
intr-adevir, misura sa este a lui A+ (ﬁ+é)/ 2=90"+A/2. In consecintd unghiul
4 BI,C esteegal cu 90° —A/2.

1.8 Aplicatii

I. S& se arate cé Intr-un triunghi exista relatia:
hy+hythe9r, notatiile fiind cele obisnuite.

. . 1 1 o .
Se alege x;=h,, xo=hy, x5=h. si se tine cont cé: «1«~1»-n+1—1—+1— = — .Suprafata unui triunghi
1, hy, h, r

) . ] 1 2
poate fi scrisd: S=1/2ah,=1/2bhy=1/2ch;=pr, si deci ~1-: i,i = i,— e 1_2p
h, 285'h, 25 h, 281
a$adar: M > 9
r

2. Si se arate ¢i Intr-un triunghi oarecare are loc relatia: r+ry+r>9r, notatiile fiind cele
uzuale.

Fie 1y, Ty, I¢, razele cercurilor exinscrise triunghiului. S=ry(p-a)=ry(p-b)=rc(p-c)=pr si prin
1 1 1 —-a -b p-c 3p-2 [ . . .
urmare: ~— -+ — 4+ —= P + P + P k) . Inegalitatea ceruta este acum evidenta.
T, L, I, S S S S r

a &

3. Daci d,, dy, dc sunt distantele punctului M la laturile triunghiului ABC, iar h,, hy, he sunt

et . .d,d .
inil{imile acestuia, atunci: —* + —% +—% =1 (Figura 1.28)

h:l hb

Putem scrie imediat relatiile:2S=ah,, 2S(BMC)=ad,, 2S(AMC)=bd,,2S(AMB)=cd,, din care
rezultd imediat: SBMC) _ 4y , SAMO) _ d, S(AMB) = d. ,
h, S h, S h

a [

c

*

iar prin insumare, deducem relatia ceruta.

16



A
M
Figura 1.28
B
M; C
4. Intr-un triunghi dreptunghic are loc relatia: 71<’1(«/~ +1), notatiile fiind cele obisnuite.
Din figura 1.29, se observid imediat B
cd: Zr=b+c-a. Inlocuind, se obtine succesiv h
b+c \
b+c—a§a(\/§—l), —15«./5——1, \
a c-r \
: c-r
b+e</2 bl +2be<a?, 2be<a’=blc?
l“
Figura 1.29 v
1
1
r o
,‘ ~ l3-r
r lf’ 1 S
AL e

b-r
5. Sd se arate ¢d intr-un triunghi dreptunghic este adevirata megahtatea Rzr(l+ J2 2).

Cu notatiile obisnuite si observind ci

A
AM=AN-=rT, avem (Figura 1.30): M
a=BP+PC=BM+CN=c-r+b-r , N
deci =(b+c-a)/2. Deoarece R=a/2,
inegalitatea cerutdi se scrie sub forma:
a2(b+c~a)-(1+x/§) sau a~/2 = bc. 5
Ultima inegalitate revine la (b-c)*=0, ; c
findind seama de teorema lui Pitagora. ) .
Egalitatea are loc deci dac#i triunghiul este Figura 1.30

isoscel.
6. 54 se afle masurile unghiurilor unui triunghi isoscel, dac# se stie Ca raportul dintre razele
cercului citcumscris gi Inscris este egal cu 3.
Rezolvare. Prin ipotezi R=3r. Notim
cu o masura unghiului CAD (jumdtate din
misura unghiului BAC) (Figura 1.31), avem

AO=—1_ ap=_L _I0*sino) ;
sina’ sina Sino
Triunghiul ABC fiind inscris in cercul de razi 0
R, rezulia
Figura1.31 B D ¢
AB AC.-BC AC' AD, _ 1-(.1 +sin Oj) I r ‘ . de unde, finand
4c[ABC] ’)AD 2cos” @ 2sinacos o 2sina(l —sina)

seama de ipotezi, 2sina(1-sinc)=1/3 sau 6sin’o-6sinat+1=0.

De aice rezulta sinam(BixE )/6. Ambele valori sunt acceptabile si obtinem pentru unghiul

- . P i
A masurile 2arcsin

Cunoscind mésura unghiului A, se deduc apoi misurile unghiurilor B si C.



7. Si& se demonstreze c¢d Tintr-un triunghi ABC este adevdrata inegalitatea

sin Y
4 0
T—giganh
sin —cos—
2 2
Rezolvare.
- . A . B C . . .
Exprimind sin—-. sin-_-, cos— cu ajutorud laturilor, obtinem
sin A
5 2 == \/ p—b _ap=b) si tinind seama de inegalitatea mediilor, avem
sin— cos — pp—a)p=c) S
2 2
A
sin 5
D ~Z a(p-b)= Jabc(p a)(p-b)p-c).
sin —cos—
2 2
. A
s “5" 4R_
Dar abe=4RS st (p~a)(p~b)(p-c)=82/p, astfel incét Z_w_,_ﬁw:m___ >33—.
sin 5 cos P

4R 3 33
Trebuie demonstrat ci 33— > 2+/3 , adica B S ——, iar aceasta revine la < ,
R 2 2
p 2 2
inegalitate care a fost demonstratd mai inainte,
8. Se considerd triunghiul ascutitunghic ABC in care se duc indltimile AA,, BB;, CC,.
Prelungirea acestora intersecteazi cercul circumseris triunghiului in A, Bs, Co . Sé se arale cd, dacd

AA,
=9,
AA,

Sy sl 8s sunt ariile triunghiurilor A{B,C, si A2B2C; este adevir.

Rezolvare. A
Deoarece Az, By, C; sunt simetricele

ortocentrului H fatd de laturile triunghiului, Figura 1.32

deci fa(d de punctele Ay, By, C,; (Figura 1.32), C
rezultd ci segmentul [A;B;]este linie mijlocie i
in triunghiul HA»B,, deci este paralel cu BB,
segmentul [AsB»] si AB;=A;B,/2; analog
pentru [A;Cy] s1 [BiCy]. Triunghiul A;B,C, A}

) . . 8 C
este deci asemenea cu triunghiul A;B.Cs & /
(raport de aseménare '%).

AL

AA, 4

Atunci 6[A:B2C,]/ o[A1BC =4 si riméane sd demonstrim ci: z

Dar avem

AA, AA, AA,
ZAAE_ZAA +AA, _ZAA +HA, =X IIA

b AA,
HA HA, . <o[HBC] . ».o{HBC]
1 il B = —1=3 = =
2. +AA]) 3+ZAA, +ZG{ABC] 2 S[ABC



.o HA 1 . i
Atunci, tinand seama ci Z(l + Ly. Z > 9, rezultd inegalitatea ceruté.
AA, 1+HA,

AA,

9. Se considerd dreptunghiul ABCD si I un punct oarecare in interiorul siu. Se duc dreptele:
da perpendiculard in A pe [Al], dp perpendiculard in B pe [BI]. Fie intersectiile {M}=dads;
{N}=dpndc, {P}=dcdp, {Q}=dpnda. Si se arate ci dreptele MP g1 NQ sunt perpendiculare.

Fie R mijlocul segmentului [IM], iar S
mijlocul  segmentului  [IP] (Figura 1.33). Figura 1.33
Segmentul [RS], fiind linie mijlocie in
triunghiul IMP, va fi paralel cu [MP].

Pe de altd parte, din triunghiurile
dreptunghice DPI si CPL in care [DS] si [CS]
sunt  mediane pe  ipotenuzd, avem

DS=§=CS si deci punctul S apartine

M

mediatoarei laturii [CD].
Analog, punctul R apartine
mediatoarei laturii [AB] si cum cele doud
mediatoare coincid, deocarece ABCD este 3
dreptunghic, rezultdi cid dreapta RS este
paraleli cu laturile [BC] si [AD] ale
dreptunghiului. Atunci si dreapta MP este
paraleld cu aceste laturi. F
Analog, dreapta QN este paraleld cu laturile [BC] si [CD] s1, prin urmare, dreptele MP si
NQ sunt perpendiculare.

10. Si se demonstreze geometric relatia { Ion Tonescu) <2 <2

Fie ABCD un pitrat de laturd a. Se duce diagonala BD. Pentru triunghiul ABD teorema lui
Pitagora ne da:

BD?=AB>+AD? sau BD?=a+a?=24", deci BD=a+/2 .

in triunghiul ABD, perpendiculara AD pe AB este mai scurtii ca oblica BD, iar aceastd
laturd este mai micé decét suma celorlalte doud AB si AD.

Deci

AD<BD si BD<AB+AD sau BD<2AB

sau a<a~/2 si a+/2 <2a. Deci 1<+/2 < 2.
11. Se considerd un triunghi oarecare ABC . Fie G centrul siu de greutate. O dreaptd
variabild trecdnd prin G intersecteazid segmentele [AB] si [AC] respectiv in M si N. Si se arate ca:

BM  CN _,
MA NA
Dacd [MN] || [BC] atunci BM = N = l, si relatia se verifica.
MA NA 2

Sa presupunem acum cé dreapta MN va intersecta dreapta BC intr-un punct U, iar paralela
prin A la dreapta BC Intr-un punct V (Figura 1.34) . Fie O mijlocul segmentului [BCJ. Deoarece
dreapta MN taie laturile [AB] si [AC] ale triunghiului ABC, rezultd conform axiomei lui Pasch ci
dreapta MN nu taie latura [BC], deci punctul U nu este pe segmentul [BC]. S& tratdm cazul cénd
Be[UC] ( analog se trateazd cazul céind A v
Ce[BU]. Folosind asemindrile de triunghiuri
care apar, putem scrie:

Figura 1.34 M G
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BM CN _UB UC

_ (UO-BO)+(U0+0C) _

200

MA NA AV AV AV

_2.loy
AV 2

12, Suma pétratelor a doud laturi ale unui triunghi este egald cu de doud ori pitratul
jumétatii celeilalte laturi adunat cu de doud ori pétratul medianei corespunzitoare aceleiasi laturi

(Figura 1.35).
Notind cu D mijlocul laturii [BC], avem:

AB*+AC’=2BD*+2AD’

13. Locul geometric al punctelor
astfel ca suma pétratelor distantelor la doua
puncte fixe si fie constanti, este un cerc cu
centrul In mijlocul segmentului determinat de
cele doud puncte fixe.

A
Figura 1.35

I

B D

14. Diferenta pitratelor a doud laturi ale unui triunghi este egald cu de doud ori produsul
dintre a treia laturd cu proiectia pe aceast3 laturd a medianei care-i corespunde.

Astfel In triunghiut ABC (Figura
1.36), dreapta AD este mediana laturii [BC],
iar [DE] este Ermect]a el pe aceeasi latura.
Avem AB*-AC’=2BC-DE

15. Locul geometric al punctelor
astfel ca diferenta patratelor distantelor la
doud puncte fixe si fie constantd este o
perpendiculard la dreapta ce uneste punctele
fixe.

A
Figura 1.36

C

B
E D

16. Produsul a doud laturi ale unui triunghi este egal cu produsul diametrului cercului
circumscris triunghiului, cu inaltimea corespunzitoare celeilalte laturi

AB-AC=2R-AN unde 2R=AD

AABD ~ AACH
AB BD AD AB AD
= = = = = =
AH HC AC AH AC
AB-AC=AD-AH

Cum AD=2R =>AB-AC=2R-AH

Figura 1.37




CAPITOLUL 1Y

DREAPTE REMARCABILE

2.1 Transversale
Teorema lui Menelau

Prima aparitie a teoremei se intdlneste in cartea lui Euclid (sec. 3 f.e.n.) ce purta titlul
“Porisma” (ulterior pierdutd); adesea ea era atribuiti lui Claudiu Ptolemeu (sec. 2 e. n.), deoarece a
fost cunoscutd mai inti din lucrarea acestuia “Almagest”.

G. Ceva a redescoperit-o si a publicat-o In “De lineis rectis re invicem sacantibus statica
constructio” (1678), considerfnd-o ca o teoremd noud. Independent de demonstratia lui Ceva,
bazati pe teoria centrelor de greutate, J. Poncelot (1822) a demonstrat-o cu ajutorul asemandirii
triunghiurilor dreptunghice care se formeazi ducand din varfurile triunghiului dat perpendiculare pe
transversala.

Teorema continud s pastreze — poate dintr-un punct de vedere, indreptitit -~ numele lui
Menelau (sec. 1 e}, cel care a publicat-o in renumita sa lucrare “Sferika” si a folosit-o la
deducerea unor teoreme fundamentale ale trigonometriei, mai mult, el a ariitat cii aceastd teorema
este valabila gi In cazul triunghiului sferic, dezvoltind pe aceasti bazi trigonometria sferica.

Fie A’, B’, C* (Figura 2.1) trei puncte Figura 2.1
situate pe laturile BC, CA, AB, ale unui
triunghi. Conditia necesard si suficientd
pentru ca aceste puncte sa fie coliniare, este:
|A'B| [B'C| |C'Al
KEENGER

Aceastd condifie este necesari.
Intr-adevar, fie A’ B’, C° punctele de
interseciie ale unei transversale d cu dreptele
BC, CA, AB. Insemnim prin p, g, r distanlele
de la vérfurile A, B, C la dreapta d.

Avem ]A B |/|A C |“‘q/r IB’CI/|B’A|=1‘/p, IC’A‘/I C’B ,=p/q de unde
|A'B| [B'C| [C'Af
ICRTNEE

Sa trecem acum la semne: o transversald taie In interior , sau doud laturi sau nici una din
laturi, cdci ea daci patrunde in interiorul unui triunghi printr-un punct, atunci ea trebuie si iasa
printr-un alt punct. In toate cazurile, sunt doui rapoarte negative si, in consecints, produsul celor
trei rapoarte va fi totdeauna pozitiv. Relafia lui Menelau este de asemenea suficientd.

Teorema Ini Ceva. Ceviene.

Teorema.

Se considerd un triunghi ABC si punctele A’eBC, B’eCA, C’eAB. Daca dreptele AA’, BB’
s1 CC” sunt concurente, atunci (JA’B|/|JA’C[)(|B C)/|B’AD(|C’ AVIC B)=1

Demonstratie (Figura 2.2)

Fie {P}=AA’nBB’nCC’.



Aplicam teorema lui Menelau pentru triunghiul AA'B si punctele coliniare C, P, C’. Rezulta:
(ICBYICA)(PAIPA(IC AYICB]=1. A
Aplicim teorema lui Menelau pentru Figura 2.2
triunghiul AA’C i punctele coliniare B, P,
B’. Rezuita:
(IBA’V/IBC[)(|B*Cl/[B*AD(PAYIPA’)=1
Inmultim ultimele doud relatii se obtine: B C
(IABIIATCI(B CYB* A(C AY|CB))=1

Reciproca teoremei lui Ceva - ’
Fie ABC un triunghi si punctele A’e (BC), B’e(CA), C’e(AB). Daca:
(IA"BJ/A* CIXIB CY[BA[)(IC’ AYC B])=1
atunci dreptele AA’, BB’, CC” sunt concurente.
Demonstratie (Figura 2.3).
Fie {P}=[BB’]N[CC’] si fie {A”}=[PA]N[BC].

Se aplicd teorema lui Ceva pentru Figura 2.3
triunghiul ABC si dreptele concurente AA”,
BB’ si CC’.

Rezulta:
(IA"B|A™CD(B*CY/|B AD(IC* A/|C B|)=1.

Din ultima egalitate si din relatia din
enunt, se obfine (JA”B/JA”C])=(|A'BJ/|A’C)).
Deoarece A’ §i A” sunt puncte interioare
segmentului [BC], se obtine A’=A",

Forma trigonometricii a relatiei Iui Ceva.

Fie triunghiul ABC st fie cevienele AA;, BB;, CC, concurente in M (A1€(BC), Bie(CA),
Cie(AB)). Se noteazd a=m(< MAB), B=ni(<{ MBC), y=m(< MCA) (Figura 2.4 )

Din teorema sinusurilor in triunghiul AMB rezulti:
MB sin o MA siny . MC  sinf

=— . Analog = — sl =— .
MA  sin(B-f3) MC  sinfA-o)  MB  sin(C-y)
A
Figura 2.4 Figura 2.5
B
Cy
M
B,
B
B C
A| CI
c
sino.  sinfp siny

Prin Tnmultirea lor se obtine:

sin(A —a) sin(B—-f) sin(C~y) - ®

(relatia lui Ceva).
Reciproc, fie A e(BC), B1e(CA) si C, e(AB) astfel incat si fie satisficuti relatia (*), unde

[T%]
b2



e=m(<d AjAB), f=m(< B|BC), y=m(< C,CA). Se demonstreazii ci dreptele AA,, BB, si CCy sunt
concurente (Figura 2.5)
Se presupune ci unghiul < ACB este ascutit. Fie M punctul de intersectie a cevienelor AA,
BB, si fie y* mésura unghiului ¢ ACM. Se va demonstra ca y'=y.
Deoarece cevienele AM, BM, CM  sunt  concurente, rezultdi  relafia:
Sin o ~__sinp ~__siny’ “1 ()
sinf(A —a) sin(B—p) sin(C—y")
siny  siny'
sin(C —vy) - sin(C—v')
Se noteazd valoarea acestui raport cu t. Deoarece unghiul < ACB este unghi ascutit, este

. - g . sinX . .
suficient s se demonstreze ca ecuafla ———— =1 are solutie unicd y<C.

sin(C — x)
Cum aceastd ecuatie are obligatoriu solutia y’, rezultd y=y’. Deci problema s-a redus la a

Din (*) si (*’) se obtine:

- . e 7 y :
ardta ca ecuatia are solutie n intervalul (0,;} . Pentru aceasta se efectueazi calculele necesare si se

obtine: t sind C cos € x - (t cos C+1)sin x=0

- tsinC
Rezulta: tgx = ——~
tcosC+1
tsinC . . . 3 . - o .
Dar TeosC Al € (0,), deci ecuatia consideratd are solufia unicii ce apartine intervalului
cosC+

T, . . . .
(O,;) st cum y* era de asemenea solufie cu aceastd proprietate, rezulti y=y°, deci dreptele AA |, BB,

si CC) sunt concurente.

Orice dreaptd ce trece prin vérful triunghiului se numeste ceviani si este desemnata prin
vérful prin care trece si prin piciorul ei la latura opusa.

Acestea fiind date, pentru ca trei ceviene AA’, BB’, CC’ si fie concurente, este necesar si
suficientca (| AB /| A'C - |BC/IBAl 1A /OBy,

Conditia este necesara. intr-adevﬁr, sd considerdm un sistem de trei ceviene AA’, BB’, CC’
concurente in M.

Triunghiurile ABM si ACM (Figura Figura 2.6
2.6) avind baza comund AM si Iniltimile lor
coboréte din B si C proportionale cu A’B si
B’C, avem Iintre ariile AAMB, AAMC:
A’B/A’C=c[AMB]/c[AMC(]. B

De asemenea B’C/B’ A=c[BMC]/ o[BMA], C’A/C’'B=6[CMA]/ 6{CMB], deci
A'B B'C C'A_ofABM] _o[BMC] o[CMA] _ N
A'C B'A CB of[AMC] o[BMA] o[CMB]

Sé trecem acum la semne: cind punctul M este in interiorul triunghiului, fiecare raport este
negativ, deci, produsul este de asemenea negativ. Daci punctul M este in exterior, in unghiul A, de
exemplu, primul raport raméne negativ , celelalte sunt pozitive; produsul lor este si el negativ.
Conditia este de asemenea suficientd. Intr-adevir, fie M punctul de intersectie al dreptelor BB’ si
CC’ si fie A” punctul de intdlnire al dreptelor AM si BC. Din relatia dati:
(laBl/lacly(|Bcl/|BA)(C’A/C'B)=-1, deducem
laBl/lacl=dcBl/lcaly(pal/lpcl).

La fel, dreptele AA™, BB”, CC” fiind concurente, din prima parte avem: fA”B |/ ! A”C | ==
(eBl/lcalydBal/lpcl), deci: |aBl/lACl=|a"B|/lA™C], ceea ce ne aratd ca
punctele A’ si A” coincid.




Aceste rapoarte, luate Intr-un sens circular, trebuie sa aiba ca produs unitatea. Se vede ca in
acest fel teorema lui Ceva reduce aceste genuri de probleme la simple verificari.

Relatia lui Ceva poate i scrisa: |A’B | . [B’C | . | CA | = l A’C I . ]B’A | . | C’B | .

Sub aceastd forma, se vede ¢a produsul a trei segmente neadiacente este egal cu produsul
celorlalte trei.

Ceviene izotomice. Puncte izotomice.

Se spune cd doud ceviene AA’ si AA” sunt izotomice dacd picicarele lor A’ si A” sunt
simetrice in raport cu mijlocul segmentului BC. Cu ajutorul teoremei lui Ceva, se afla ci
izotomicele celor trei ceviene concurente in M se intdlnesc intr-un punct M’. Punctele M si M’ se
numesc puncte izotomice.

2.2, Dreapta lui Lemoine

Teoremi (Carnot)

Tangentele la cercul circumscris unui triunghi neisoscel in varfurile lui taie laturile opuse in
puncte situate pe o aceeasi dreaptd (numita i dreapta lui Lemoine a triunghiului ABC).
Demonstratie (Figura 2.7).

Fie A1eBC, B1eAC, C eAB, astfel incét dreptele A|A, BB, C,C sunt tangente cercului
circumscris triunghiului ABC. Se demonstreazd ca Ay, B;, C; sunt coliniare folosind reciproca
teoremei hui Menelau. Deci se va demonstra ci:
(Bal/lBich-(lacl/laBh(cBl/lcaly=. (1
Se evalueazd fiecare raport din produs. Se observa cd triunghiurile A|AB si AjCA sunt asemenea,
avind unghiul Al comun si < AjAB=d A|CA, de unde rezultd: A;B/A|A=AB/AC=A,A/AC.

Din AB/AJA=AB/AC rezultd
(A1B/AA)AB/A]A)=ABYAC?. Daci se
inlocuieste A1B/AA cu AjA/A|C, se obtine
relatia A|B/A | C=ABYAC.

Analog se obtin relatiile
B A/B|C=BA*BC? SI C;B/C;A=CB*/CA>. M

——tC
Inlocuind In produsul considerat, se obtine B
relaia (1), deci punctele Ay, By, C sunt Figura 2.7

coliniare.

2.3. Dreapta lui Gauss
Mijloacele diagonalelor unui patrulater complet sunt coliniare.

Demonstratie.

Se foloseste teorema lui Menelau. Se considera patrulaterul complet BCB’C’A’A. Se scrie
teorema lui Menelau pentru triunghiul ABC si punctele coliniare A’, B*, C:

m dasl/lachylscl/allcal/lesl=

Se considerd triunghiul avand ca varfuri
mijloacele M, N si P ale laturilor [BC], [CA] A
si [AB] ale triunghinlui ABC (Figura 2.8).

Notand cu M’, N’, P* mijloacele
diagonalelor [AA’], [BB’] si [CC’] se
observd ci paralela dusd prin punctul M’ la
dreapta BC contine punctele N si P
(IM'N]| [A°C]; 5i [M'P]| [A’BD).

Analog N’e PM si P’ e MN. Din (1)

Figura 2.8



[A'Bl/2 [B'C)/2 |C'Aj/2
larCl/2 [B'Af/2 |C'B|/2
(vl IveNDy N/ IR [ PN/ M =1 2)
Deoarece N’e[MP], P’e[NM] si M’ e [PN-[PN], rezulta ca se poate folosi reciproca teoremei
lut Menelau pentru triunghiul MNP si punctele M’, N°, P°. Se obtine astfel ci punctele M*, N* gi P’
sunt coliniare (dreapta M'N” se numeste dreapta lui Gauss).

rezulti: =1, adica:

2.4 Dreapta lui Aubert.
Teorema (Aubert)
Ortocentrele celor patru triunghiuri formate cu laturile unwi patrulater complet se gasesc pe o

aceeasi dreaptd (numita dreapta lui Aubert).

Pentru demonstratie se foloseste urmitoarea lema:

Lemad. Fie ABC un triunghi si fie A Figura 2.9

.

ortocentrul triunghiului. H

A’=prpcA, B’=prcaB, C’=pragC. Atunci
Demonstratia lemei (Figura 2.9) . =
Este usor de vizut ch:
AHBA~AHA’B si AHA'C'~AHC'A. De aici
rezulta ci HA-HA’=HB-HB’ s . C

HA-HA'=HB-HB'=HC-HC’, unde H este C
,
HA-HA’=HC-HC". A

Demonstratia teoremei (Figura 2.10)

Se considerd patrulaterul complet Figura 2.10
ABCDEF. Se stie din teorema [ui Gauss ca
mijloacele O}, O, Os ale diagonalelor [AC],
[BD] si [EF] sunt situate pe dreapta lui Gauss,
notatd d.

Se considerd cercurile |, ¢ si 3 de
diametre [AC], [BD] si, respectiv, [EF].
Notam cu H ortocentrul triunghiului ADE si
fie punctele A’=prpgA, D=pragD s
E’=prapE. Este ugor de vizut cd A’e ), Die
Cz $i Ee C 3.

Folosind lema stabilita, rezulti: HA-HA’=HD-HD’=HE -HE’. Aceste egalitiiti aratd ca punctul
H are puteri egale fata de cercurile ¢, ¢ 51 (3.

Fie djj axa radicala a cercurilor €y, G (i, je{1,2,3}, i=). Din egalitatea HA-HA’=HD-HD’
rezultdi Hed,s, iar din egalitatea HD-HD’=HE-HE’ se obtine Heds;. Deoarece d;3.1d si dasld, iar
din punctul H se poate duce o singura perpendiculard pe dreapta d, rezult ci dreptele d;, si das
coincid. Atunci:d;;=dyy=d;3=d’_Ld.

S-a demonstrat ¢ Hed’. Analog se arati ci ortocentrele triunghiurilor BEC, DCF si ABF se
afld pe dreapta d’. Dreapta d’ pe care se afli cele patru ortocentre se numeste dreapta lui Aubert.

2.5 Dreapta antiortica
Se considerd un triunghi neisoscel ABC. Bisectoarea exterioars corespunzitoare varfului A

intersecteazd dreapta BC in punctul A’ Analog se obfin punctele B’ si C’. Atunci punctele A’, B’ si
C* se gisesc pe 0 aceeasi dreapti (numitd dreapti antiortic a triunghiului ABC).



Demonstratie (Figura 2.11).

Fie a, b, c¢ lungimile laturilor Figura 2.11
triunghiului. Conform teoremei bisectoarei
unghiului  exterior, rezulti A’B/A’C=c/b. A

Analog se obtin egalititile: B’C/B’A=a/c si
C’A/C’B=b/a. Inmultind ultimele trei relatii,
se obtine: A’B/A’C- B’C/B’A- C'A/C’B=1 si
folosind reciproca teoremei lui Menelau
(pentru triunghiul ABC si punctele A’, B®, C’
situate pe prelungirea laturilor triunghiului) se

obtine ¢i punctele A’, B’, C’ sunt coliniare, A B D

2.6 Axa de omologic
Teorema lui Desargues

Fie ABC si A|BC, doua triunghiuri cu proprietatea i existi punctele A*, B*, C” astfel incat
{A’1=BCnB,C,, {B*}=CANC A, {C}=ABNAB,. Dacid dreptele AA;, BB, si CC, sunt
concurente, atunci punctele A’, B*, C* sunt coliniare. (Dreapta B’C” se numeste axi de omologie,
tar punctul O centru de omologie al triunghiurilor ABC si A|B|C,.)

Demonstratie (Figura 2.12).

Se noteazd cu O punctul de intersecfie a dreptelor AA,, BB; si CC,, deci
{O}“—"AAlﬂBB]ﬂCC]

Figura 2.12 0

Se scrie teorema lui Menelau pentru triunghiul OBC si punctele coliniare A’, C;, B;. Atunci:
(laBl/lach(lacl/icoly(B,0l/BBl)=1. Permutind circular A, B,C si A”, B’, C se
obfin alte doud relafii analoage: (IB'Cl/|BAD(lAAl/lAOD(lC0l/Cch=1,
(fC’A|/|C’B | ) ( I BB |/lBlO |)-(|A;O !/|A1A|)=1. inmul{:ind ultimele trei egalitati, se obtine:
daslilachsclipalydcal/lcesl-.

Punctele A’, B’, C’ se afla pe prelungirile laturilor triunghiului ABC. Aplicind reciproca
teoremei lut Menelau, rezultd ca punctele A’, B’, C’ sunt coliniare.

Reciproca teoremei lui Desarques

Se considera doud triunghiuri ABC si A1B\C; cu proprietatea ci existd punctele A’, B”, C’
astfel Tncét:
{A’1=BCB,Cy, {B’}=ACNACy, {C'}=ABNA B,



Se mai presupune ci dreptele AA; i BB nu sunt paralele. Daci punctele A’, B’, C’ sunt
coliniare, atunci dreptele AA,, BB, si CC, sunt concurente.

Demonstratie (Figura 2.13)

Se noteazd cu O punctul de intersectie a dreptelor AA, si BBy, Se observi c¢i triunghiurile
A’BB, 51 B’AA| au varfurile pe trei drepte concurente Tn punctul C* si anume
ABNAIBiNA’B’={C"}.
Conform teoremei lui Desarques, dreptele suport ale laturilor triunghiurilor A’B\B si B’AA; se
intersecteazd doud cite doud In trei puncte coliniare O, C, C; unde {O}=ABNA By,
{CI=A'BNB’A, {C|}=B’AInA’B,.

Am obtinut ci dreapta CC; contine punctul O. Prin urmare dreptele AA;, BB, CC, sunt
concurente in punctul O. Un caz particular important este cel al triunghiurilor inscris unul in altul.
In acest caz dreapta B’C” se numeste polard triliniard iar punctul O pol triliniar.

0

Figura 2,13
2.7 Relatia lui Euler

Fie C(1, r) $1 C(O R) cercul inscris st respectiv circumscris triunghiuivi ABC. Atunci existi
relatia lui Euler OP=R>-2Rr.
Demonstratie

Fie D punctul in care bisectoarea [Al intersecteazd cercul circumscris triunghiului si fie
punctele E, F astfel incit {E, F}=C(O, R) intersecteazi dreapta OL Din triunghiul ABD rezulta:

A .
=2Rsin — - di unghi i
BD=2Rsin 2 lar  din  triunghiul Figura 2.14

dreptunghic AI'l rezulta Al= (Figura

sin
o)

2.14). Deoarece [Al si [BI sunt bisectoare ale
unghiurilor £ BACsi £ ABC, se obtine usor
relatia BD=ID.

Folosind puterea punctului I fata de
cercul C(O, R), din ultimele relatii rezulta:
’)Rl ID IA=IE-TF=(R-IO)R+I0)=R>-I0* deci
I0°=R%2Rr

Privitor la relatia lui Euler — care leaga distanta dintre centrele cercului inscris si cel al
cercului circumscris ale unui triunghi de razele lor, adevirul este ci ea se datoreaza lui W. Chapble,
a cérei expresie a publicat-o in 1746, pe cand L. Euler (cireia Ti gisise, de altfel, alta forma) a
comunicat-o in 1765.




2.8 Dreapta lui Euler

Teorema (Euler)
In orice triunghi ABC ortocentrul, centrul de greutate si centrul cercului circumscris
triunghijului sunt situate pe aceeasi dreaptd (numita dreapta lui Euler).

Demonstratiel (Figura 2.15)
Fie A’ mijlocul segmentului [BC] si A” punctul diametral opus lui A, iar O centrul cercului
circumscris. Deoarece [BH] || [CA™ si [CH] |l [BA”] rezulta ca patrulaterul BHCA” este

paralelogram; A’ este mijlocul [HA™], deci [OA’] || [AH] si OA’=%AH Fie {G}=[HO]N[AA’].
Este evident cé triunghiurile AHG gi A’OG sunt asemenea, A

. . AH
. & . =9 3 .
raportul de asemanare fiind OA Rezultd Figura 2.15
cd AG=2GA’, ceea ce ne arati c¢ad G esie
tocmai centrul de greutate al triunghiului H
ABC. Prin urmare punctele H, G i O sunt 0
coliniare gi HG=2GO

B C
R
Demonstratie 2

Fie A’ mijlocul laturii [BC], A, Figura 2.16 A
proiectia lui A pe dreapta BC. Analog A
punctele B* si By (Figura 2.16). Triunghiurile
AHB s5i A’OB’ sunt asemenea (ca triunghiuri

. A
ce au laturile paralele). Deoarece A._B:?"

rezulta g% =2.Seunesc GeuHlsiGeuO.

A[ A’
Pentru a ardta cd < HGA=< OGA’ se observd ci g—i!=2, G fiind centrul de greutate, iar

< HAG=4 GA’0O, deci triunghiurile AHG si GA’O sunt asemenea.
Rezulta cd semidreptele [GH si [GO sunt In prelungire. In plus HG=2GO.

2.9 Cercul medial sau cercul fui Euler

1.7 Teorema (Euler) Mijloacele laturilor unui triunghi, picioarele tniltimilor si mijloacele
segmentelor ce unesc fiecare varf cu ortocentrul triunghiului sunt situate pe un acelasi cerc (numit
cercul celor 9 puncte, cercul lui Euler).

Demonstratie

Se analizeaza cazul unui triunghi ascutitunghic. Fie A’, B’, C’ mijloacele laturilor [BC],
[CA],[AB] $1 fie Almpl‘gcA, B]=pI'AcB, C|:p1'AB C (Figura 217)

Se aratd cd punctul A, apartine cercului ce trece prin A’,B’, C*. Deoarece [B’C’] Il [AA],
rezulld cd patrulaterul A’B’C’A, este trapez. Din faptul ca [A’B’] este linie mijlocie in triunghiul

ABC, rezulia A’B’= «;1; AB.



In triunghiul dreptunghic AAB, [A,C’) Figura 2.17 5
. . I N '
este mediana, deci AIC’m;AB. Rezulia A
= c B
[AIC]=[A’B’], adicd A’B’C’A,| este trapez
1soscel, g
Prin urmare A; apartine cercului
determinat de A’, B’, C’. Analog se arati ci
punctele By st C, apartin cercului ce trece prin B " C
| A

punctele A, B®, C°.
Se demonstreazi in continuare ¢ punctul A |, mijlocul segmentului [AH], apartine cercului
determinat de punctele A’, B’, C’. Pentru aceasta se demonstreazi ca patrulaterul A (C’A’B’ este

inscriptibil. Este suficient si se arate ci m{ (A'C'A")=90° , analog dovedindu-se ci
m4 (A1B'A')=90", Este usor de vazut ci [C’A'1] este linie mijlocie in triunghiul ABH, deci
[C’A!;] | [BH]. Cum dreptele BH si AC sunt perpendiculare §i [A’C’] | [AC], rezulta
[C'A ]i[A C’]. Prin urmare patrulaterul A ,C’A’B’ este inscriptibil, adicd A’ se afl3 pe cercul ce
trece prin punctele A’, B, C’.

Analog se arati ci mijloacele By si C, ale segmentelor [BH] si [CH] se afld pe cercul
determinat de punctele A’, B*, C’.

Observatie. Din demonstratie rezultd ca [A'A’] este diametru in cercul lui Euler. Rezult ci
dreptele A A B 1B, o 1C7 sunt concurente.

Se prezintd In continuare o altd demonstratie a teoremei. Pentru aceasta se vor folosi trei
leme:

Lema 1. Locul geometric al mijlocului N al segmentului [HM], unde H este un punct fix iar
M descrie un cerc (0, R) este un cerc.
Demonstratie (Figura 2.18)

Deoarece punctele O si H sunt fixe, rezultd ¢ §i mijlocul ® al segmentului [OH] este un

punct fix. In plus, coN=%OM = %R = constant. Rezultd cd punctul N descrie cercul C(w, %).

Lema?2

Simetricul ortocentrului H al triunghiului ABC fatii de mijlocul unei laturi se afla pe cercul
circumscris triunghiului.
Demonstratie. Fie A* mijlocul segmentului [BC] si A” punctul dlameu al opus lui A (Figura 2.19).

T

A’\

An

Figura 2.18 Flgura 2.19
Deoarece [HB] || LCA™] si [HC] |t [BA”] rezulti cd patrulaterul BHCA” este paralelogram,
deci simetricul lui H fafd de mijlocul A’ al laturii [BC] se afla pe cercul circumscris triunghiului.
Lema 3
Simetricul ortocentrului H al triunghiului ABC fati de una din laturi se afli pe cercul
circumseris triunghiului.



Demonstratie. Notim A, punctul in care Figura 2.20 A

indltimea AA intersecteazi cercul
circumscris  triunghiului  (Figura  2.20).
Deoarece m({ HBA;)=90"-m({ BCA)=
90%-m(4 BA;AyFm({ A.BA)) Hx0Q
rezultd HA;=A A,
B\
A

Ay

A doua demonstratic a teoremei lui Euler
Se folosesc lemele 1, 2, 3. Se stie cé locul geometric al mijlocului segmentului [HM] (unde

L _ R
H este ortocentrul triunghiului, iar M un punct variabil pe cercul (0, R)), este C{w, rY ), unde ®

este mijlocul segmentului [OH]. Fie A, mijlocul segmentului [AH]. Se considerd M in pozitiile A,
Az, A” (51 analoagele). Se obtine ci mijloacele A;, A; 51 A’ ale segmentelor [HA], [HA,] si [HA”)

. . R . y , . .
apartin cercului C{w, > ). Prin urmare cele noud puncte (A, A, A si analoagele) sunt situate pe

acelagi cerc (numit cercul lui Euler sau cercul celor noua puncte).
Observatii
I. Cercul medial taie laturile
triunghinlui~ sub  unghiuri  egale cu
A-BB-C,C-A.
Avem, (Figura 2.21), < H,B’A’=< H,B’C-
< A'B’C
=2/2-C)-A=n-20-A=B-C Figura 2.21
2. Tangentele in A’, B’, C* la cercul
medial sunt antiparalele cu laturile
triunghiului de referinta.
Aceasta proprietate rezultd din precedenta.
3. Triunghiurile AHB, BHC si CHA au acelagi cerc medial ca si triunghiul ABC, pentru ci
cercul medial trece prin mijloacele segmentelor [AH], [BH] si [CH].
4. Cercurile AHB, BHC si CHA sunt egale cu cercul circumscris. Unghinl < BHC, de

exemplu, este egal cu n—A; arcul de cerc BHC este deci capabil de acelasi unghi descris pe
aceeasi laturd [BC] ca si cercul ABC.

5. Punctele A, B,C, H se bucurd de proprietatea remarcabild ci unul dintre ele este
ortocentrul triunghiului format de celelalte trei. Se zice ci ele formeazi o grupare ortocentrici.

6. Raza [OA] si indltimea [AH] (Figura 2.21) sunt simetrice in raport cu bisectoarea, cici
4 A”AH={ OA”A=< QAA”

7.Unghivl < HAOQO este egal cu B-C, cici 4 HAO=4 A-24 BAH,=
—A-2n/2-B)=B-C

8. Existd o infinitate de triunghiuri Inscrise In acelasi cerc si care au acelasi ortocentru H.
Este suficient de a duce prin H o coardd [AA’] si prin mijlocul lui [HA’] o coardd [BC]
perpendiculard pe dreapta AA’. Triunghiul ABC rispunde la intrebare.
Aceste triunghiuri au acelasi centru de greutate si acelasi cerc medial deoarece au acelagi O si H.

9. Unghiut € BOC= 2A ., cici este unghiul la centru, ciruia 71 corespunde unghiul inscris
4 BAC.
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10. Raza [OA] este perpendiculard pe directia antiparaleld dreptei BC: ea rezultd imediat din
faptul ¢ < BAO=n/2~C

11. Fie ABC si DEF doud triunghiuri, M, N, P mijloacele segmentelor [AD], [BE], si [CF].
Centrul de greutate al triunghiului MNP este la mijlocul lui [GiG3] (G centrul de greutate al
AABC, G2 centrul de greutate al ADEF), cici linia frintd pe care o inchide centrul de greutate al
AMNP are laturile sale respectiv paralele si egale cu jumiitatile acestora care se inchid in centrul de
greutate al triunghiului ADEF. Cu o formulare mai generald, daci punctele M, N, P impart [AD],
[BE], [CF] in acelasi raport k, atunci centrul de greutate a lui MNP imparte pe [G1Ga] in acelasi
raport k.

12. Triunghiul median. Se numeste astfel triunghiul MNP format din medianele triunghiului
de referintd ABC ca laturi. Triunghiul median MNP este asemenea cu triunghiul de referintd ABC;
raportul sdu de aseminare este %.

2.10 Dreapta lui Simson

Semnaldm cd, dreapta lui Simson (Proiectiile pe laturile unui triunghi ABC ale unui punct M
situat pe cercul circumscris sunt trei puncte A’, B’, C’ coliniare) este atribuita acestuia din greseald,
de catre F. Servois (in anul 1813), ea a fost de fapt stabiliti de W. Wallace (in anul 1799} iar despre
R. Simson se face afirmatia ¢ nu s-a ocupat niciodata de aceasts teoremd.

S-ar cuveni ca feorema sd poarte numele lui W. Wallace si chiar L. Carnot, care a
generalizat-o (In anul 1806), considerénd in locul proiectiilor ortogonale pe cele cu proiectante
isocline,

Teorema lui Simson.
Proiectiile ortogonale ale unui punct M de pe cercul circumseris triunghiului ABC pe
laturile acestuia sunt coliniare.
Demonstratie.
Fie A’=pracM, B’=pracM, C’=pragM (Figura 2.22). Patrulaterele AB’MC’, MB’A’C,
ABCM sunt inscriptibile. Atunci:
m(< A’B’Cy=m(< A’MC)=
90°%-m(< A’CM)=
90"-m(< C’AM)=m(< C'MA)=m(< C’B’A)

Prin urmare s-a obtinut < (C'B'A )=< (A’B’C), ceea ce arati ci punctele A’, B’, C’ sunt
situate pe o aceeasi dreaptd (numiti dreapta lui Simson) a punctului M fn raport cu triunghiul ABC.
Observatie Figura 2.22

Dacé perpendiculara din M pe latura
[BC] retaie cercul circumscris triunghiului in
punctul A”, atunci dreapta AA” este paralela B:
cu dreapta lui Simson a punctului M.
Intr-adevar: )
< AA"M =<4 ACM o
(din patrulaterul inscriptibil MAA™C),

B c
{ ACM=< B’A’M \/V
(din patrulaterul inscriptibil B’A°CM) AT

Rezulta < AAM={ B’A’M, adicd dreapta AA” este paraleli cu dreapta Simson a
punctului M in raport cu triunghinl ABC.

o
A M

Reciproca teoremei lui Simson
Fie M un punct exterior triunghiului ABC si fie A’=prpcM, B’=pracM, C’=pragM. Daci A’,
B’, C’ sunt coliniare, atunci M se afla pe cercul circumscris triunghiului.
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Demonstratie.
Deocarece punctele A’, B’, C’ sunt Figura 2.23

coliniare rezultd < A’B’C=d AB’C".
Folosind patrulaterele inscriptibile B"MC A si
MB’A’C rezultd:

m(< A'B’Cy=m(< A’MC)=90"-m(< MCB)
m(< AB'C)=m(< AMC"=90%(< C’AM)
Deoarece md (A’B’C)=m(< AB’C’) rezulta
4 (MCB)=4 (C'AM) adicd patrulaterul
ABCM este inscriptibil.(Figura 2.23)

Observatii

Fie H,, Hy, H, — fiecare al doilea punct de Intdlnire al inaltimilor cu cercul circumseris
(Figura 2.24),
Dreapta lui Simson al punctului M si dreapta
MH, au aceeasi inclinare pe latura [AB]. Figura 2.24
Aceeasi proprietate pentru toate laturile.

Va fi suficient sd ardtim cd unghiurile
< (MCA”) si € (MH¢C) sunt egale.
Patrulaterul inscriptibil AC'MB® ne di <
(MC’AM=¢ (MAC). Insa in cercul
circumscris avem:; < MAC=d MI—IC’C, deci
¢ (MC’A’) =< (MH,C).

2. Dreapta lui Simson a unui punct M imparte in doua parti egale segmentul care uneste M cu
ortocentrul.

Fie P punctul unde dreapta MHc’ intalneste [AB]. Potrivit rezultatului de mai sus, dreapta
Simson este paraleld cu dreapta PH. Pe de alti parte, In triunghiul dreptunghic MC’P, dreapta lui
Simson trecdnd prin varful C” si fiind egal inclinatd pe dreapta C’N ca si ipotenuza [MP], va trece
prin mijlocul acestuia. Ea va trece deci si prin mijlocul lui [MH].

5. Dreptele Iui Simson a doud puncte M si N fac intre ele un unghi egal cu acela fnscris In cercul
circumscris, masurat prin jumitatea arcului MN.,

Intr-adevir potrivit observafiei 1, unghiul dreptelor Simson este egal cu < (MI—IE'N 3

4. Punct avind ca dreapta a lui Simson o perpendiculari pe o dreapta de directie dati.

Aceasta este punctul M’, diametral opus lui M. El se poate obtine si astfel: se duce din A o
perpendiculard pe direcfia datd care intdlneste cercul circumscris in P’ si apoi se duce din P’ o
perpendiculard pe dreapta BC, care intilneste cercul in M.

5. Dreptele Simson ale vérfurilor unui triunghi sunt inéltimile, cdci picioarele perpendicularelor
ridicate din A pe dreptele AB si AC coincid cu A, iar perpendiculara pe dreapta BA este indltimea
AH,.

6. Dreptele lui Simson ale punctelor diametral opuse varfurilor sunt laturile triunghiului, cici
dacd A este opusul lui A, unghiurile < (ABA,)si < (ACA,) sunt drepte.

7. Dreptele lui Simson ale punctelor de intersectie a nilfimilor cu cercul ABC sunt paralele cu
tangentele in A, B, C la cercul circumseris i trec prin vérfurile triunghiului ortic, pentru cé dreapta
AH, este perpendiculard pe dreapta BC; trebuie deci s ducem tangenta in A pentru a avea directia
dreptei Simson a dreptei AH;. Aceste drepte Simson formeazi deci triunghiul antimedial al
triunghiului ortic,

8. Dreptele lui Simson ale punctelor A”, B”, C”, picioarele bisectoarelor interioare pe cercul
circumsctis, trec prin A’, B*, C°, mijloacele laturilor respective, si sunt perpendiculare pe aceste
bisectoare.

(78]
B8]



Intr-adevir, piciorul perpendicularei cobordte din A” pe dreapta BC este A’; pe de altd parte A”
fiind bisectoarea interioard, dreapta care uneste proiectiile sale pe dreptele AB si AC va fi
perpendiculard pe aceasti bisectoare.

9. Dreptele lui Simson ale picioarelor bisectoarelor exterioare de pe cerc trec de asemenea prin
mijloacele laturilor respective si sunt paralele cu bisectoarele interioare, cici aceste puncte sunt
diametral opuse celor de la observatia anterioara.

Teorema lui Simson generalizati
Fie M un punct pe cercul circumsecris triunghiului ABC si fie A’e(BC), B’ e(CA), C'e(BA.

Daci €< {(MC A)=¢ (MB’C)=4 (MA’C), atunci punctele A’, B”, C” sunt coliniare.
Demonstratie (Figura 2.25)

Patrulaterele ABCM, AB'MC’ si A'B’'MC Figura 2.25 N
sunt inscriptibile. Se unesc A’ cu B’ 51 B’ cu
(08 Atunci:

4 (CB’M)=< (C’AM)=< (MCB). Rezulta
m(< A’'B’M)+m(< MB’C)=m(< A’B’'M)+
m(< MCB)=180". Prin urmare punctele A’,
B’, C” sunt coliniare.

2.11 Triunghiurile S. Proprietiiti remarcabile.

O contributie roméneascd frustratd de reala ei paternitate o constituie triunghiurile S- perechea
de triunghiuri Inscrise in acelasi cerc, avand proprietatea cd dreapta Simson a fiecirui varf al unuia
in raport cu celilalt triunghi este perpendiculara pe latura opusi varfului considerat, cele sase drepte
Simson fiind concurente.

Primele proprietdti ale acestor triunghiuri au fost stabilite de Traian Lalescu, in articolul “O
clasd de triunghiur remarcabile™ (publicatad in “Gazeta matematicd”, vol. XX, 1915).

Cu modestia caracteristici oamenilor de valoare, Lalescu le-a numit “triunghiuri S” (denumire
sugeratd de corelarea acestora cu dreapta Simson).

Unii cercetitori, fird a aminti de autorul lor, le-au intitulat totugi “triunghiuri ortopolare” dar,
comunicarea lui Lalescu — dovada cea mai autenticd — 1i asigurd prioritatea introducerii acestor
triunghiuri si a primelor lor proprietéti.

Sa considerdm doud puncte carecare B si C; ale cercului circumseris. Fie A punctul a cérui
dreapti a lui Simson este perpendiculard pe dreapta B|C,. Triunghiul ABC, se bucurd de céteva
proprietdti remarcabile.

1. Suma algebrici a arcelor AA;, BB, g1 CC) luate pe cercul pe care s-a fixat un sens de parcurs
este egala cu zero.

Intr-adevar, unghiul < (APA,) este egal P

A B
cu unghiul dintre dreptele BC si B|C; deci ] \
arcul AA;=arc BB-arc CC,, in cazul figurii Figura 2.26

2.26. Pe de alta parte, se vede ci arcul BB,

este de sens conirar cu arcele AA; si CCy.

Aceeasi demonstratie pentru celelalte pozifii

posibile ale punctelor B; st C; pe cerc. M/ C

Ci

L
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2. Dreapta Simson a fiecarui varf al triunghiului A;B,C, este pelpendlculam pe latura opusé.

Intr adevar din observatia 1 rezultd cd daci se cautd punctul a cirui dreaptd a lui Simson este
perpendiculard pe dreapta A C, se gaseste B;.

3. Dreptele lui Simson ale vérfurilor triunghiului A,B;C; sunt concurente.
Fie D, E si F mijloacele segmentelor [HA], [HB;], [HC}]. Dreptele lui Simson ale punctelor A;, B,
si C; sunt indl{imile triunghiuli DEF. Triunghiurile A;B;C, sunt singurele care se bucurd de
aceastd proprietate; noi vom spune cé sunt triunghiuri S.

4. Relatia dintre triunghiurile ABC si A|B|C; este reciprocdi: triunghiul ABC este un
triunghi S In raport cu A;B|C; aceasta rezulta din observatia 1.

3. Punctul de intalnire al dreptelor Simson pentru cele doud triunghiuri este mijlocul o al
dreptet care uneste ortocentrele H si H’ ale triunghiurilor ABC si A|B,C,.

Int1~adevzu punctul de intdlnire este ortocentrul triunghiului DEF, care este omotetic lui A;B,C;
in raport cu H. Deci el se va gasi pe [HH’] si in mijlocul siu.

6. Triunghiurile S formeaza cu triunghiul ABC o familie de triunghiuri. Doud, oricare, din

triunghiurile familiei sunt triunghiuri S, unul in raport cu celilalt.

Fie P,PyP. si QuQuQc doud triunghiuri S in raport cu ABC. Avem arc AP,+arc BPy+arc CP=0;
arc AQy+arc BQy+arc CQ.=0, de unde, prin scadere, arc P,Q,+arc PpQy+arc P.Q.~0, ceea ce arati
cd triunghiurile P i Q sunt de asemenea triunghiuri S, unul in raport cu celalalt,

7. Ortopol. Se proiecteazi cele trei vrfuri ale triunghiului ABC pe o dreaptd d in A, By, C,.
Perpendicularele coborate din A;, By si C; pe laturile opuse respectiv dreptele BC, CA si BA ale
triunghiului se intdlnesc in acelasi punct o.

Acesta este punctul de intersectie al dreptelor Simson ale punctelor de intersectie dintre dreapta
d si cercul circumscris lui ABC. Perpendicularele sunt drepte ale lui Simson ale triunghiului ABC,
in raport cu triunghiul S a cérui una din laturi este dreapta d. Punctul o este adesea numi ortopolul
dreptei d.

8. Triunghiuri formate din drepte Simson.

Sa considerdm un triunghi A{B,C; iInscris in acelasi cerc cu triunghiul de referinti ABC.
Dreptele A(A1), A(By), A(C)) ale varfurilor Ay, B, si C; In raport cu triunghiul ABC formeaza un alt
triunghi A’B’C’. Indicam cateva proprietdti ale acesteia.

a). Triunghiul A’B’C’ este asemenea cu A B,Cy; unghiul format de A(B)) si A(C)) este egal cu
< B H,C =< Ay, cici directiile dreptelor Simson A(B;), A(C) si directiile BiH,, C,H, sunt
respectiv simetrice in raport cu latura [BC).

b).Centrul cercului circumseris lui A’B’C’ este mijlocul w al dreptei care uneste ortocentrele H
st H’ ale triunghiurilor ABC si A B;C;.

Intr-adevar, fie D, E $i F mijloacele segmentelor [HA,], [HB,] si [HC,]. Triunghiul DEF este
omotetic cu AB|Cy; ortocentrul siu este ®, mijlocul lui HH’. Dar triunghiul A’B’C’ este
circumscris triunghiului DEF si asemenea cu el. Deci, punctele o, B si v se gisesc pe cercurile care
trec prin vérfurile triunghiului A’B’C’ si prin ortocentrul sdu o. Deci @ este centrul cercului
circumseris triunghiului A’B°C.

c). Ortopolul unui diametrn TT” al cercului circumscris se giseste pe cercul medial, caci el este
intersectia dreptelor Simson perpendiculare A(T) si A(T”).

Teorema lui Salmon

Pe un cerc se considerd punctele A, B, C, M. Cercurile de diametre [MA], [MB] si [MC] se
intdlnesc doui céte doud in trei puncte coliniare.
Demonstratie.

Fie B’ al doilea punct de intersectie al cercurilor de diametre [MA] si [MC]. Deoarcce
m< (AB’M)=m< (MB’C)=90", rezulti ci B’ este proiectia punctului M pe dreapta AC.

Fie C’(respectiv A’) al doilea punct de intersectie al cercului de diametru {MB] cu cercul de
diametru [MA] (respectiv [MC]).
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Se obfin analog punctele C’, proiectia punctului M pe dreapta AB si A’ proiectia puntului M
pe dreapta BC. Folosind teorema lui Simson rezultd ci punctele A’, B’ si C sunt coliniare.

2.12 Teorema lui Lalescu

Fie ABC si A|B,C, doud triunghiuri Inscrise in cercul ¢ (O, R). Dacid dreapta lui Simson a
punctului A, in raport cu triunghiul ABC este perpendiculari pe dreapta B,C, atunci:
i) aceastd proprietate este adevérati pentru toate vérfurile triunghiului A,B,C;;
i1) dreptele Simson ale varfurilor triunghiului ABC in raport cu triunghiul A,B,C, sunt
perpendiculare pe laturile triunghiului ABC.

Demonstratie (Figura 2.27)

Fie € (O, R) cercul circumseris
triunghiului ABC si fie By, Cie € (O, R).
Perpendiculara din A pe dreapta B,C; retaie
cercul in A,. Perpendiculara din A, pe latura
IBC] retaie cercul (O, R) in A, Conform
proprietatii: dacd perpendiculare din M pe
latura [BC] retale cercul circumscris
triunghiului in punctul A” atunci dreapta AA”
este paraleld cu dreapta lui Simson a
punctului M, dreapta AA; este paraleld cu
dreapta Simson a punctului A; in raport cu
triunghiul ABC. Figura 2.27

Cum dreapta AA; este perpendiculari
pe dreapta B|Cy, rezultd ca dreapta Simson al
punctului A; In raport cu triunghiul ABC este perpendiculari pe dreapta B,C.

S-au construit astfel triunghiurile ABC si A B|C; care indeplinesc conditia din ipoteza
teoremei lui Salmon. Fie {D} punctul de intersectie al dreptelor BC si B,C).

Este ugor de vizut ca < (BiDB)=< (AAA,) deci misura arcului AA; este egal cu misura
arculuiAB; g1 misura arcului CC;. Daci se iau arcele in acelasi sens, atunci: miasura arcului BAB,
este egal cu diferenta dintre 360° si masura arcului BCB,.

Folosind ultimele doud egalititi si ficAnd abstractie de un multiplu de 360, rezulti:

(*) m(AA | +m(BB)+m(CC;)=0°

i) Deoarece relatia (*) este simetric in Ay, B, Cy, rezultd ci §i dreapta Simson a varfului B,
este perpendiculard pe dreapta A;C; §i de asemenea dreapta Simson a varfului C; este
perpendiculari pe dreapta AB;.

ii) Este evident cd relatia (*) este simetric pentru triunghiurile ABC si A;B,C,. Rezulti ca si
dreapta Simson a varfului A in raport cu triunghiul AB;C este perpendiculari pe dreapta BC.

2.13 Drepte izogonale

Se spune cd dreptele CM i CM” sunt izogonale in raport cu unghiul C daci ele fac acelast
unghi cu laturile acestuia, sau, altfel spus, doud drepte izogonale sunt egal inclinate pe bisectoarea
unghiului,

Proprietiti.
S& ludm doudl puncte M si M° (Figura 2.29) situate pe doud drepte izogonale si si le
proiectdm respectiv in A, B §i A”, B’ pe laturile unghiului C. Avem:



1. Triunghiurile MAB, M’A’B’ sunt
asemenea. Figura 2.29
intr-adevar, patrulaterele MACB si M°A’C’B’
fiind inscriptibile, avem: 4 ABM=4 ACM;
< B'A'M'=¢ M’CB’ dar < ACM=4 BCM’,
deci ¢ ABM=< B’A’M’., Se vede de
asemenea ca&: < MAB={ M'B’A’ g1 deci
triunghiurile MAB, MB’A’ sunt asemenea.

2. Avem relatia MA-M’A’=MB-M’B’, care rezultd din asemdinarea triunghiurilor MAB,
M'A’B’.

3. Dreptele AB si A’B’ sunt antiparalele
Intr-adevir, unghiurile < CBA,< CB'A’ sunt egale pentru ¢ unghiurile lor complementare sunt
egale,

4. Patrulaterul ABA’B’ este inscriptibil, céici dreptele AB si A’B’ sunt antiparalele.

5. O dreaptd AB este perpendiculard pe cealalti izogonalda CM’, pentru cid unghiurile
< M'CB, < ABC sunt complementare.

2.14. Simediana
Definitie
Izogonala unei mediane se numeste simediana.
Teoremi (L’Huilier)

Simediana este locul mijloacelor antiparalelelor la latura opusa. Intr-adevir, DE fiind
paraleld cu latura BC (Figura 2.30), mijlocul séu se géseste pe mediana AA’. Rotind figura in jurul
bisectoarei unghiului A , mediana se confundi cu simediana, laturile unghiului
< ABC se schimbd intre ele si dreapta DE va
lua pozitia unei antiparalele, D°E’.

Proprictiiti Figura 2.30

1. Simediana este locul punctelor a
ciror distante la laturile adiacente sunt

F
. . . D E
proportionale cu aceste laturi.
2. Dacd M este piciorul simedienei pe D
BC, avem MB/MC=c/b’.
B C
R

Definitie

Se numeste simediana exterioard unui vérf al triunghiului ABC locul punctelor exterioare
triunghiului ale caror distante la laturile adiacente ale triunghiului sunt proportionale cu lungimile
acestor laturi. Altfel spus, aceasta este raza conjugatd armonic a simedianei in raport cu unghiul
corespunzator.

A

Proprietiti
1. Simediana exterioari este tangentd Figura 2.31
cercului circumscris (Figura 2.31).
Intr-adevar, fie M un punct oarecare de pe
tangenta dusi in A [a cercul circumscris, fie
de asemenea y si z distantele de la acest punct
la laturile CA si AB. Avem y=AM-sinB,
z=AM:-sinC, deci y/z=s1inB/sinC=b/c.




2. Simedianele interioare si exterioare ale unghiului A fiind conjugate armonic in raport cu
acest unghi, rezultd ci doud simediane exterioare se intdlnesc pe o simediand interioard; altfel spus,
o simediana interioard trece prin punctul de intdlnire al tangentelor cercului circumseris, duse prin
celelalte varfuri.

Coordonate

Introducem notiunea de coordonate pentru a defini un anumit numir de elemente noi ale
geomelriei triunghiului.

Coordonatele unghiulare. Fie M un punct oarecare situat in planul triunghiului ABC numit
triunghiul de referinfd. Unghiurile < (AMB), < (BMC), < (CMA )sunt numite coordonatele
unghiulare ale punctului M. Semnul acestor coordonate este fixat prin regula urmétoare: daca M si
A sunt situate de aceeasi parte a dreptei BC, coordonata < (BMC ) este pozitivi; in caz contrar ea
este negativa.

Coordonatele unghiulare verifica relatia: < (AMB)+< (BMC)+4 (CMA) =2m. Aceastd
relatie este evidentd atunci cdnd punctul M este in interiorul triunghiului. Ea se verifica usor in
celelalte cazuri cu ajutorul conventiei semnelor.

Coordonate normale. Se numesc coordonate normale ale unui punct M cantititi
proportionale cu distanfele de la punctul M la laturile triunghiului de referinta ABC. Aceste
coordonate nu sunt determinate decit pina la un factor de proportionalitate. Conventia semnelor
pentru distantd este urmétoarea: o distanti, dupa cum punctele M §i A sunt situate, in raport cu BC
de aceeasi parte sau nu.

Distantele x, y, z de la un punct M la laturile triunghiului verifici relatia ax+by+cz=2S; a, b,
¢, S find laturile si aria triunghiului de referint.

Se verificd aceastd identitate scriind ¢ suma algebrica a ariilor triunghiurilor BMC, CMA,
AMB este egali cu aria triunghiului ABC.

Un sistem (X, y, z) de trei coordonate normale determind pozifia unui singur punct in raport
cu triunghiul de referintd. Aceastd pozitie este situati la intersectia dreptelor duse prin varfurile A,
B, C, locul punctelor a céror distanti la laturile adiacente sunt in méirime si in semn in raporturile
de respectiv y/z, z/x, x/y. Doud din aceste drepte sunt suficiente, céci a treia va trece neapirat prin
punctul de intersectie al primelor doua. Intr-adevar, si notim prin d(M, AB) distan{a de la un punct
M la dreapta AB si fie M punctul de intersectie a primelor drepte; vom avea:

d(M, ABYz=d(M, AC)y; d(M, AC)y=d(M, BC)/x de unde d(M, AB)/z=d(M, BC)/x, ccea ce
demonstreaza ca punctul M apartine celui de al treilea loc.

Puncte asociate. Fiecirui punct M(x, y, z) i se poate ataga punctele My(-x, v, 2}, My(x, -y, ),
Mc(x, y, -z), care au aceleasi coordonate cu M in valoare absolutd dar diferind prin semn.

Punctele My, My, Mc se numesc puncte asociate lui M. Sa presupunem pozitia punctului
M(X, y, z) cunoscutd in raport cu triunghiul de referinta si si ne propunem si gisim punctele
asociate. Avem pentru punctul M,, de exemplu:

d(M,, AB)/z=d(M,, AC)y  d{M,, BC)Y/x=d(M,, BA)Yz d(M,, CA)y=d(M,, CBY/x.

Prima relatie aratd cd punctul M, se giseste pe dreapta AM, locul punctelor care satisfac
relatia d(M, AB)/z=d(M, AC)/y.

La fel, a doua relatie dovedeste cd punctul M, se giseste pe o dreapti trecand prin B, locul
punctelor al ciror raport al distantelor la dreptele BC §i BA este acelasi ca pentru punctele dreptei
BM, dar de semn contrar. Aceastd noud dreapti se numeste dreaptd armonica a lui MB in raport cu
unghiul < (ABC). Intr-un mod analog, se vede cd M, apartine, de asemenea, dreptei. armonice a
lui MC.,
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Se poate spune deci: Punctele asociate
ale unui punct M sunt varfurile unui triunghi M, A M
circumseris triunghiului ABC si format de
razele armonice ale dreptelor MA, MB, MC,
in raport cu laturile unghiurilor A, B, C ale
triunghiului ABC.

Triunghiurile ABC, M,, M;, M, sunt Figura 2.28
omologice si au ca centru de omologie
punctul M.
Proprietatea punctelor M, M,, M, M, este comutativi: fiecare din aceste puncte are ca asociate
celelalte puncte ale acestei multimi. Aceastd proprietate este evidents, cici permutirile de semne
pentru x, y, z dau numai aceste patru puncte.

Mn

2.15 Aplicatii

1. Se considerd doud triunghiuri ABC si A;B,C, inscrise in acelasi cerc. Dreptele Simson ale
unui punct M de pe cerc, In raport cu cele doud triunghiuri, fac un unghi constant, cAnd M descrie
cercul.

Fie D si Dy punctele unde proiectantele lui M pe dreptele BC si B,C intlnesc cercul: arcul
DD, este constant, caci el misoard unghiul dreptelor BC si B;C;. Aceste drepte Simson ale lui M
sunt paralele cu dreptele AD si A\Dy, de unde rezultd cd unghiul dreptelor Simson ale lui M in
raport cu triunghiurile ABC si A|B|C) va fi egal cu cel masurat de arcul DD 1 pe cercul circumsecris.

2. Dreptele Simson ale unui punct M in raport cu doud triunghiuri diametral opuse sun{
perpendiculare,

Se poate deduce aceasta, direct, pe baza proprietitii precedente; Intr-adevir, perpendiculara
ridicatd din M pe dreptele BC si B,C; este aceeasi; ea intilneste deci cercul in acelasi punct Ny; de
altil parte, dreptele NA 51 NiA; sunt perpendiculare.

3. Fie Ha’Hh Hc triunghiul format de picioarele inélj[i,mil’or pe cercul circumsecris. Dreptele
Simson ale unui punct M in raport cu triunghiurile ABC si H, Hy He sunt perpendiculare,

Potrivit exercitiului I, este de ajuns si considerdm un punct particular. S& luam varful A;
dreapta Simson a lui A, in raport cu ABC, este iniltimea HH, . Pentru ca si obtinem directia dreptei
Simson a punctului A, in raport cu triunghiul Hy Hy, H, trebuie si ducem o perpendiculard din A pe
dreapta Hy H,, care este tocmai raza [AO] a cercului circumscris. Fie HA” punctul de intilnire a
acestel drepte cu cercul, Directia cautati este Hﬂ'Ha ’, care este perpendiculard pe dreapta AH,’, cici
unghiul q AHH'H““ este nscris Intr-un semicerc. Se poate observa de asemenea cii triunghiul
H.H, H, s triunghiul diametral opus triunghiului de referinti apartin aceleiast familii de
triunghiuri S.

4. Proiectiile a doud varfuri B, C pe bisectoarea lui A, mijlocul A’ al lui [BC] si piciorul H, al
indltimii [AH,], sunt patru puncte conciclice. Centrul cercului este mijlocul L. al arcului A’H, al
cercului medial.

Se va ardta cd unghiurile < EH,A’ §i < FH,A’ sunt egale cu < A/2, din cauzi ca patrulaterele
ABH,E, ACH.F sunt inscriptibile, de asemenea triunghiul EA’F este isoscel cici unghiurile € E si
< F sunt egale cu < A/2. Punctul L este egal depirtat de H, si A’; pe de alti parte, dreapta LA este

perpendiculara pe coarde EF, caci unghiul < H,A’L=(< B-< C)/2 ca si unghiul < H,AE.
A

5. Raza cercului medial este egali cu

jumitatea razei R a cercului circumseris. Figura 2.29
Intr-adevar, figura OAA’A” (Figura

2.29) este un paralelogram, deci raza [OA] a

cercului circumscris este egald cu diametrul

[A’A”] a cercului medial.




6. Si se arate cd Intr-un triunghi, medianele sunt concurente.

Cu ajutorul teoremei lui Ceva avem conform proprietitii medianelor A, B=A,C, B;A=BC, si
C)A=C,B. asadar epalitatea lui Ceva privind produsele segmentelor neadiacente se indeplineste in
mod natural,

7. S se arate ca Indltimile unui triunghi sunt concurente.

Cu ajutorul teoremei lui Ceva ,dacé privim figura 2.30, putem scrie imediat:

A B= AB cos B; AB;= AB cosA

B1C=BCcos C; C;B=BC cos B

AC=ACcos A; A|C=ACcaos C

Inmultind aceste relatii membru cu membru, objinem imediat relatia lui Ceva.

A

A

C B, N
M
H
B N D C B C
‘ D
Figura 2.30 Figura 2.31

8. Fie ABC un triunghi ascutitunghic si AD, De BC, o inél{ime a sa. Din D se duc: o
semidreapta In interiorul unghiului ADB care intersecteaza latura AB In N si o semidreapta in
interiorul unghiului ADC care intersecteaza latura AC in M. Si se arate ¢, daci cele doui
semidrepte sunt egal inclinate fatd de inaltimea AD, atunci dreptele BM, CN si AD sunt concurente.

Folosim reciproca teoremei lui Ceva. Cu notatiile din figura 2.31 avem:

[AN| BD| [cM] _ o[ADN] BD| ofcDM] _ o[ADN] [BD| ofcDM]
INB| |DC| [MA|  o[BDN] [pq o[ADM] ~ o[aDM] |DC| o[BDN]

Dar triunghiurile DAN si ADM au unghiurile AND §i ADM congruente si, prin urmare,
o[ADN] _|AD|[DN| |DN| s[cbm] _ |pM;-|pg)

= = , analog = . Astfel, inlocuind in relatia
s[ADM] |AD|-[DM| [DM ¢[BDN] |DN|-|BD
o |AN| [BD| |CM]
precedentd, obtinem: . : =1.
INB| [DC| [MA]

9. In orice triunghi, trei ceviene de acelasi rang sunt concurente.
Folosind reciproca teoremei lui Ceva si definitia cevienei de rang k (numim AD ceviani de
rangul k, dacé are loc relatia:

|BD| ¢y ' Figura 2.32
— = unde a, b, c, sunt laturile B
IDC| (b

triunghiului, iar k este un numdr real; analog
peniru dreptele BE si CF, unde E si F sunt

puncte pe laturile AC si AB, sunt ceviene de F 5
CE| (a). |AF ,

rangul k adica: E—| = (lj k. | _ (E] ky A )
[EA| \c/ '[FB| \a -




IBD| _ |CE] ‘jAF'

inmultind membru cu membru relatiile, obtinem:
IDC| |EA| |FB|

=1 , ceea ce dovedeste

concurenta dreptelor respective.

10. Orice ceviand de rangul k este locul geometric al punctelor pentru care distantele la dous
laturi ale triunghiului sunt proportionale cu acele laturi la puterea (k-1).

In figura 2.33 am dus o ceviani k-fie ea AD, si am luat pe ea un punct oarecare M. Din M am
dus distantele y si z la laturile AC i AB si am notat cu ¢ si 8 respectiv unghiurile BAD si DAC. Pe

o(BAD) _ [BD|
o(DAC) [DC| "

baza unor consideratii de arii putem scrie urmétoarea relatie: Pe de alta parte , mai

: BAD) [AD|-c-sing i . _
putem scrie: ot ) “l | Pg s ? Egaldnd relatiile obtinem:

IBD| _c sing ' Dar

o(DAC) |AD|-b-sin® b sin® IDC| b sing
BD . i i
AD este ceviandl de rangul k, deci: l_| = (E] K prin urmare: S]_n ?_ (i) k-l
IDC| b sin@ (b

Din triunghiurile dreptunghice AM|M si AM>M avem imediat: si11cp=i, sineﬂ—jé\—d—, adicd,

sin z n .. . zZ y .
de fapt: — $_Z, Egaland relatiile se obtine: —— = ——»3_] . Dacd vom duce si distanta MM3=x la
sinf y c h
X
latura BC, rezulta; — = Zl =—
a - ¢t

Figura 2.34

11.Ceviana izotomici a unei ceviene de rangul k este ceviana de rang(-k).

k
. - . - . BD c . A
Intr-adevér, dacd AD este ceviand de rang k, atunm:n-D—C:(—) . Izotomica AD; lmparte

latura BC astfel Incit are loc: =—=|—=| == .
IbC| BD| \c b
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CAPITOLUL I

PUNCTE REMARCABILE

3.1 Puncte izogonale. Proprietiiti.

1. Dreptele izogonale a trei drepte concurente in M se Intdlnesc intr-un punct M’,
Intr-adevir, si insemnam prin A, A; L,

Wi oov, v’ ounghiurile < MBC, < MBA; Figura 3.1
< MCA, < MCB; € MAB, < MAC (Figura
2.19); izogonalele dreptelor AM, BM, CM
vor face acelagi unghi cu fiecare latwrd a
triunghiului ABC. Dar dupé teorema lui Ceva
sind  sinp _sinv 1

avem:

sinA' sinp' sinv

Aceasti relafie exprimi de asemenea
faptul cd izogonalele AM’, BM’, CM’ se
intélnesc in punctul M’. Punctele M si M’ se
numesc puncte izogonale; aceastd definitie
este evident reciproca.

. Dacd a, B, v; o, B, v sunt coordonatele normale ale punctelor izogonale M si M, avem

oo’ =B =yy’.

3.2 Punctul lui Lemoine
Punctul simedian. Izogonalul centrului de greutate G este un punct K pe care il numim
semedian (punctul lui Lemoine).
Acest punct, care se bucurd de o
multime de proprietiti, este unul din noile Figura 3.2
puncte remarcabile ale geometriei recente.
1. Distantele punctului K (Figura 3.2)
la  laturile  triunghiului  ABC  sunt
proportionale  cu  lungimile  laturilor
triunghiutui ABC.
fntr«adevir, dacd x, y, z sunt distantele Ka,
KB, Ky, avem: x/a=y/b, y/b=z/c, z/c=x/a si In
consecintd: x/a=x/b=z/c.

2. Dreptele care unesc varfurile triunghiului cu vérfurile triunghiului tangential, format din
tangentele la cercul circumscris, se intdlnesc in punctul simedian al triunghiului.
3. Punctul simedian este punctul a cérui sumi a pétratelor distantelor la cele trei laturi ale
triunghiului este minima.
Dupa identitatea lui Lagrange, avem:
2,02, 2 2 2, 2 2 2 2 2 R DI N S S 2
(@ +b ™) (xHy tz )=(axtbxtezy +Hay-bx)y Hbz-cy) +H(ex-az),  (aT+b ) (xT+y +z)=48 +H ay-
2 3 f .
bx)‘+(bz-cy)‘+(cx—az)2 dar pentru punctul simedian, avem: ax-bx=0; bz-cy=0; xc-az=0.
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Prin urmare, pentru acest punct, suma x?‘-l~yz+z2 este minima si egala cu 48%/(a*+b™+c?).

4. Antiparalelele duse prin punctul simedian (al lui Lemoine) sunt egale intre ele.
Fie AjA”, BiB” (Figura 3.2) antiparalelele duse prin K la dreptele BC, AC. Avem
4 BB;K=¢ BCA={ AA ;K. Triunghiul A KB, este isoscel si prin urmare B|K=A K. Dar punctul
K este la mijlocul fiecdrei antiparalele si in consecintd A|A"=BB".

5. Puncte izogonale. Regiuni de corespondenta intre doud puncte izogonale.

Dacd punctul M este in interiorul

triunghiului, izogonalul sau M’ va fi la fel,
cici doud izogonale sunt sau in interiorul sau Figura3.3 A
in exterioru! unui unghi al triunghiului.
Rezultd de asemenea cd celelalte regiuni se
repartizeazi dupd cum indicd figura (Figura
3.3). Daci de exemplu, M este in unghiul A in
exteriorul triunghiului, izogonalul sau va fi de B c
asemenea in unghiul A, dar tot In exteriorul
triunghiulut, In virtutea primei observatii.

6. Intre coordonatele unghiulare a dou puncte izogonale, avem relatiile: A+A'=n+A,
pAp =48, vvi=n+C.

Sa consideram cazul unui punct interior M: izogonalul siu va fi de asemenea in interior; ave:
A=n-(y+B), A=n-(y’+P’), de unde: A+A'=2n-(y+y")-(B+P°). Dar y+y’'=C, B+p’=B, de unde:
AL =mHAL

Dacd una din coordonate este negativa, trebuie s ludm suplementul sdu pentru ca aceste
formule sé fie adevarate in toate cazurile.

7. Tripletele asociate la doud puncte izogonale M si M’ au punctele lor izogonale doui céte
doua.

8. Centrele de omologie a acestor triplete si a triunghiului de referinta sunt izogonale.

9. Prin fiecare varf si ducem doud izogonale oarecare. Aceste drepte determind prin
intersectiile lor mutuale vérfurile a patru triunghiuri omologice triunghiului de referinta.

Pe fiecare izogonald gisim numai patru puncte de intersectie distincte de varfuri, cici unul
din punctele de intersectie se confundd cu vérful respectiv; acestea ne dau in total 12 puncte de
intersectie. Pentru a ob{ine unul din triunghiuri, pe izogonalele care trec prin A, doui din punctele
de intersectie, dintre care unul (C;) apartine unei drepte ce trece prin B si celdlalt (B) unei drepte ce
trece prin C; fie, In sfirsit, A punctul comun izogonalelor CB; §i BC;. Triunghiul A|B,C; este
omologic cu ABC.

intr-adevar, fie o unghiul pe il formeaza Figura 3.4
izogonalele AC,, AB, (Figura 3.4), respectiv
cu laturile AB st AC; fie de asemenea § si vy
unghiurile analoage relativ la varfurile B si C.
Coordonatele normale ale punctului comun
dreptelor AA;, BB, CC; sunt sin{A+o)/sina.,
sin{B+)/sinf, sin{C+y)/siny. Pentru aceasta,
este suficient de a observa cé distantele lui A,
la dreptele AB si AC sunt egale cu:
BA;sin(B+B),  CA;sin(C+y) si  ca !
BA/CA =siny/sinp. A




10. Daca a+p+y=n, cu alte cuvinte dacé triunghiurile ABC,, BCA 51 CAB, sunt asemenea,
centrul de omologie P al triunghiurilor ABC s00i A;B,C; are drept coordonate unghiulare n-o., 7-J3,
=Y.

Cercurile ABC;, BCA,, CAB, se intdlnesc in centrul de omologie P.
S& ludm punctul P comun cercurilor ABC; si ACB,. Vom avea: < APB=n-v,

4 APC=mn—-f; deci < BPC=mn—a, cu alte cuvinte, cercul BCA trece de asemenea prin P. Sa
ducem acum PC,; si PC; avem < APC;=4 ABC, si € CPA;=< CBA,. Prin urmare, din cauza
izogonalitatii, ¢ APC;=¢ CPA, , ceea ce dovedeste ca C, C; g1 P sunt in linie dreapt.

11. Pe laturile unui triunghi se construiesc, in exterior sau in interior, trei triunghiuri isoscele

asemenea. Triunghiul format din varfurile acestor triunghiuri este omologic cu triunghiul de
referinti.

Teorema lui Van Aubel
Fie ABC un triunghi i punctele A’e(BC), B’€[AC, C’€[AB. Daca dreptele AA’, BB’, CC’ sunt
concurente intr-un punct P, atunci existd relatia: | B’A | / l B'C | + | CA | / l C'B | = ] PA | / I PA’ l

A

Demonstratia 1(Figura 3.5). Figura 3.5

Se aplicd teorema lui Menelau pentru
triunghiul AA’C si punctele coliniare B,P, B’.
Rezulta:
[Ba’l/IBCh(IBCl/IBAly(IPal/lPal=1.
De aici se obtine:

sy B al/iBcl=(IBaA’l7IBC)(IpAl/lPA’])

Se aplicd apoi teorema lui Menelau pentru triunghiul AA’B §i punctele coliniare C, P, C’.
Rezulta (|CB|/[ca’D-([pa|/lPaby(lC’al/l 0B =1

De aici se obtine:
¢y lealdesl=(lcal/lcBly(Ipal/lrpa’ ]y

Adunam relatiile (*) si (*") si se obtine: ]B’A|/IB’C[+lC’Af/|C’B|:|PA|/lPA’!
adica tocmai relatia Van Aubel.

Demonstratia 2.
B'A _o[B'AB] _o[B'AB]-o[B'AP] _ o[ABP]
B'C ofB'CB] o[B'CB]-g[B'CP] o[BCP]
C'A _o[C'AC] o[C'AP] o[C'AC]-o[C'AP] o[PAC]
C'B o[C'BC] ofC'BP] o[C'BC]-o[C'BP] o[BCP]
PA _ o[PAB] o|[PAC] o[PAB]+c[PAC] ofPAB]+c[PAC] B'A N C'A
PA' o[PA'B] o[PA'C] o[PA'B]+c[PA'C] o[BCP] B'C C'B

Rezulta:

3.3 Teorema lui Feuerbach

Cereul inscris triunghiului ascutitunghic ABC este tangent cercului medial.

Ducem a doua tangentd interioard comuna cercului inscris de centru I (Figura 3.6) si cercul
exinscris de centru [; si fie F punctul de contact cu cercul inscris. Aceastd tangentd si latura BC sunt
simetrice in raport cu bisectoarea interioard, care este dreapta II,. Ea este deci antiparaleli cu
dreapta BC si trece prin M. Dar tangenta A’T in A’ la cercul medial este de asemenea antiparaleld
cu dreapta BC. Rezultd ca punctele A’ si F sunt puncte omoloage in cercul medial si in cercul
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respectiv inscris. Ducem atunci A’F si fie E al doilea punct de intdlnire al acestei drepte cu cercul
inscris.|AH,]L[BC]

Avem A’F-A’E=A’D". Pe de alta parte Figura 3.6
A’D2=A’M-A’Ha. Avem deci A’M-A’Ha=
=A'F-A’E, ceea ce dovedeste ci patrulaterul
MH.EF  este inscriptibil. Rezulti ci
< A'EH =< A’MF=4 TA’C

Punctul E aparfine deci cercului
medial.

De asemenea, tangentele iIn A’ 51 E la
cercul medial sunt egal inclinate pe coarda
A’H; aceeasi observatie pentru tangentele in F
si E la cercul Inscris.

Deoarece tangentele A’T si FM sunt
paralele, rezultd ci tangentele in E la cercul
medial si [a cercul inscris coincid. Cercurile
deci sunt tangente in E; punctul E se numeste
punctul Iui Feuerbach.

Triunghiul LIyl si trionghiul DEF, format din punctele de contact ale cercului inscris, sunt
omotetice. Ele an aceeasi dreapta a lui Euler OL
Demonstratie.

Coarda EF perpendiculard pe bisectoarea interioard Al este paraleld cu bisectoarea
exterioard Iple. Deci triunghiurile sunt omotetice. Dreapta lui Euler a Iui LIyl este OI cici [ este
ortocentrul lui LIl si O centrul cercului siu medial. Pe de alti parte, omologul lui I, centrul
cercului circumseris lui DEF este centrul O al cercului circumscris lui Il care se giseste de
asemenea pe Ol si care dreapta lui Euler a lui I,TpI.. Raportul de omotetie este 2R/r, rezultd deci ca
dreapta OI" trece prin centrul de omotetie S §i vom avea:

ST SI _ T _2r
SO (SI+S0")/2 (r+2R)/2 r+2R

Ortocentrul triunghiului DEF, ca un rezultat al omotetiei, se afld pe SI. Deci Ol este de
asemenea dreapta lui Euler a triunghiului de contact DEF.

Fie A”, B”, C” mijloacele arcelor BC, CA si AB. Triunghiurile A”B”C” si DEF sunt
omotetice §i centrul de omotetie se afli pe OL Razele OA” si ID sunt paralele si raportul de
omotetie este R/1.

Axele radicale ale cercurilor de centru I,, Iy si I, intre ele, sunt bisectoarele interioare ale

triunghiului complementar. i
Demaonstratie,

intr—adevﬁr, axa radicald a cercurilor
de centre Iy si I trece prin A’, mijlocul Figura 3.7

tangentei  comune  [D,D.] si  este
perpendiculard pe linia centrelor Ijl,, deci
paralela la dreapta Al,. Ea este deci

bisectoarea interioard a unghiului A‘, in
triunghiul medial A’B’C’ (Figura 3.7).

Centrul radical al cercurilor exinscrise
este centrul cercului Inscris triunghiului
medial. Aceasta rezulti din teorema anterioara
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Centrele radicale ale cercurilor de centre 1, I, I si I; sunt centrele cercurilor nscrise si
exinscrise In triunghiul medial.

Unghiul format de catre bisectoarea interioard si indltimea din A este egal cu (ﬁ—é)/ 2.
Acest unghi este egal cu A/2-(90° —By=A/2—(A/2+C/2-B/2)=B-C)/2

3.4 Punctul Iui Kariya
Teorema lui Kariya

Fie 1 centrul cercului inscris in triunghiul ABC si fie A;, B;, C; punctele de contact al
cercului inscris cu laturile triunghiului (A;e(BC), B;e(CA), Cie(AB)). Se considerd punctele
Ase(A), B2e(IB; si Cie(IC) astfel Tncat AjA;=BB;=C,C,. Atunci dreptele AA;, BB, si CC, sunt
concurente. (Punctul K de concurent a celor trei drepte se numeste punctul lui Kariya).

Demonstratie.

Ducem prin A; paralela la dreapta BC, prin B, paraleld la dreapta AC si prin C paraleld la
dreapta AB. Aceste paralele intersecteazi dreptele BC, CA si AB respectiv in punctele D, D', E, E’
si F, F°. (Figura 3.8) N

Fie {A’}=BCnAA,;, {B"}=CANBB,,
{C1=ABNCC,. Atunci A'B/A’C=ALFIALE’,
B’C/B’A=B,D/B,F’,  CA/C’B=C,E/C:D’.
Inmultind ultimele trei egalitati, se obtine:
(A'B/A’CYB’C/B’AXC’A/C’B)= C:
(A2F/AEYB2D/B.F Y(CLE/CDY)

Trapezele dreptunghice A;AE’C si ByB,DC,
sunt congruente. D/ B
Figura 3.8 K’/- / [ A’ [\
F A crE

Fie C proiectia lui C pe KyKj si C” proiectia lui C pe K3K . Triunghiurile CC”D si CC”E’
sunt congruente ([CC™ |=[CC™], < CC"D=¢ CC"E', < C”CE’=< C’CD).

Rezultd [CE’]=[C"D]; [DB1]=[E’As].

Analog se obtine [EC,]=[F’B.] si [FA:]=[D’C3].

Rezultd: (A’B/A’CYB’C/B’A)YC A/C’B)=1, ceea ce implicd concurenta dreptelor AA’,
BB, CC’. Prin urmare dreptele AA,, BB, CC, sunt concurente.

3.5 Punctul [ui Vecten
Teorema lui Vecten

Se considerd un triunghi ABC. Fie A un punct din plan cu proprietiile:
- dreapta BC separd punctele A si A
- Ay este centrul pitratului construit pe latura [BC].

Analog se obtin punctele By si C;. Atunci dreptele AA;, BB, si CC, sunt concurente
(Punctul de concurentd a celor trei drepte se numeste punctul Iui Vecten.).

Demonstratie,

Este usor de vdzut cd triunghiurile ACB, si ABC, sunt asemenea (Figura 3.9). Rezulti
AB/AC=AC\/AB, sau AB-AB|=AC-AC, si folosind congruenta unghiurifor < BAB,§i < CAC,
rezultd: AB-AB; sin m(< BAB,=AC-AC; sinm(< CAC,)

Ultima egalitate aratd ci: o[ABB]= o[ACC,]. Analog se obtine: o[BCC|]= o[BAA,],
o[CAA,|]= o[CBBi]

Se considerd punctele A’e(BC), B’e(CA), C'e(AB), astfel incit: {A’}=BCNAA,,
{B’}=CAN

BB, {C"}=ABNCC,
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Este usor de vazut ca:
o[AIAB]/6{AIAC]=AB/A’C,
o[B,BC)/c|B,BA]=B’C/B’A,
o[CICAYo[CiCB]=C’A/CB. A i

Folosind egalitatile de arii stabilite c
anterior, se obfine: C B’
(A’B/A’CYB’C/B’AYC A/C’B)=1 v

Conform reciprocei teoremei lui Ceva B R C
rezultd cd dreptele AA’, BB® si CC’ sunt
concurente. Prin urmare dreptele AA,, BB,
CC, sunt concurente.

A
Figura 3.9

3.6 Teorema lui Steiner

Se considerd triunghiul ABC si punctele A’, A”e(BC). Dacd m{{ A'AB)y=m(d A"AC),
atunci:
(A’B/A’CYATB/AC)=ABYAC?
Demonstratie (Figura 3.10)

Fie punctele B| (proiectia punctului B A
pe dreapta AA’), C, (proiectia punctului C pe
dreapta AA’), B, (proiectia punctului B pe
dreapta AA™) si C; (proiectia punctulut C pe
dreapta AA”). Triunghiurile dreptunghice
A’BB; si A’CC; sunt asemenea.

Rezultd: A’B/A’C=BB,/CC,

Analog, din aseminarea triunghiurilor ’ —~J : A,\/ ¢
dreptunghice A”BB; si A”CC; se obtine: B c,
A"B/A"C=BB,/CC, )
fmmll',[ind ultimele doud egalitati, se obtine: Figura 3.10

(1) (A’B/A’CYA”B/A”C)=(BB,|/CC | }(BB2/CCy)
Triunghiurile dreptunghice ABB; si ACC, sunt asemenea (misura unghiului < BAB, este egala
cu misura unghiulut < CAC,). Rezulta:
(1) BB./CC=AB/AC
Triunghiurile dreptunghice BAB, si CAC; sunt asemenea (masura unghiului < BAB, este egald

cu masura unghiului € CAC, ). Rezulté:
(2) BB/CC=AB/AC
Din relatiile (1), (2) st (3) se obtine relatia hui Steiner:
(A’B/A’CHATB/A™C)=ABYAC?
Observatie. Dreptele AA’ si AA” satisfacdnd conditiile din ipoteza teoremei lui Steiner se
numesc ceviene izogonale (pe scurt izogonale),
Prin urmare: Dacd AA’ 51 AA™ sunt izogonale, atunci este adeviratd relatia lui Steiner.

3.7 Teorema izogonalelor
Izogonalele a trei ceviene concurente sunt concurente,
Demonstratiel (Figura 3.11)
Fie AA’, BB’, CC trei ceviene concurente (A’ apartine laturii [BC], B’ apartine laturii
[AC], C” apartine laturii [AB]), deci ele satisfac relatia:
) (laslrlachleellsalyicallos) e
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Fie AA”, BB”, CC” (A apartindnd laturii [BC], etc.) izogonalele celor trei ceviene
concurente date. Aplicdnd teorema lui Steiner rezulti:
daBl/lac| (fA”B |71 A”C|)=ABYAC? Figura 3.11
(2) (|B’C|/?B’A|)(IB”C[/|B”A|)WEBC2/BA2
3y (eal/leshleal/loB=cacB?

Inmultind relatiile (2), (3) si (4) si tinfind seama
de relatia 1 obtine :
daslilarclylmcllsalylcoal/ el
Folosind reciproca teoremei lui Ceva, se obtine ci
dreptele AA”, BB” si CC” sunt concurente.

B

A A"

Demonstratia 2.
Vom folosi forma trigonometricd a teoremei lui Ceva. Fie cevienele AM, BM, CM
concurente in punctul M si fie (Figura 3.11)o=m(< MAB), B=m(<{ MBC), y=m(< MCA).
Deoarece drepiele AM, BM, CM, sunt concurente, rezulté:
sin o sinf siny
sinfA —a) sin{(B-fB) sin(C -y}

Fie AA”, BB” si CC” izogonalele cevienelor concurente. Atunci: o=m{{ CAA™),
B=m(< CBB”), vy=m{<{ ACC”). Deoarece ceviencle AA”, BB”, CC” wverifici relatia
sino sinf siny
sinfA —-a) sin(B-B) si{C-y)

Observatie. Deoarece medianele unui triunghi sunt concurente din teorema izogonalelor
rezultdd cl si simedianele unui triunghi sunt concurente. Punctul de concurentda a simedianelor se
numeste punctul lui Lemoine al triunghiului.

in legatura cu punctul lui Lemoine — Figura 3.12
punctul de concurenti a simedianelor unui B
triunghi — existd marturii, care atestd ci el a ok
fost gésit n etape diferite de mai multi
cercetdtori, printre care S. Lhuilier (1809), E.

Grebe (1847) si E. Catalan (1852), iar
denumirea de *Punctul lui Lemoine” a fost

data de cétre J. Neuberg (1873) in cinstea Iui

E. Lemoine, cel care a contribuit mult la B
inflorirea geometriei triunghiului.

Acum se foloseste cu precidere
denumirea de “punct simedian” ceea ce
aplaneazi ambiguitatea survenit.

(x)

=1 rezultd ca ele sunt concurente.

Lema lui Carnot

Fie un triunghi ABC si punctele A;, By, C, pe laturile triunghiului (A;e[BC], B;e[AC],
Cie[AB]). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1 Pmpendwuimele in Al, B, C pe laturile [BC], [AC] respectiv [AB] sunt concurente;

Gi)  AB%ACHB,CLBIA>+C AL-C B™=0.

Demenstratie: (1)=(ii). Fie M punctul de concurenti a pelpendiculaleim in A, B;, C pe
latuule AABC (Figura 3.13). Se va demonstra ci are loc relatia: A, B%-A,C+B,C%-BAMC A%
ClB— =()

Intr- adevar aphcand teorema lui Pltagcna in triunghiurile dreptunghice formate, rezulta:
AC;"'i‘MA; =AM? BC;"+MC1 —BI\/I~

De unde AC;” —BC; —AMZBM §;1 amloagele BA1 CA1 =BM?- CM‘ CB\~ —AB[““CM"
AM? si prin insumare se obtine: AC>-BC,*+BA%-CA,*+CB%-AB,*>=0
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(i)=(). Fie triunghiul  ABC,
Ae(BCO), B1e(AC), Ce(AB), astfel incét
existi relatia; AC*-BC*+BA*-CA*+CB/ - e
AB”=0 si se demonstreazi ci perpendiculara
in Ay pe dreapta BC, in B} pe dreapta AC si in
C| pe dreapta AB sunt concurente. Fie M i
punctul de intersectie a perpendicularelor in 3
By pe dreapta AC si in C; pe dreapta AB si A
fie A, proiectia lui M pe dreapta BC. Figura 3.13

Atunci: AC*-BC,/*+BA;*-CA;*+CB*-AB*=0

Deci BA>>-CA2*=BA*CA,% Se considerd un sistem de coordonate pe dreapta BC, astfel
incdt B(O), C(c), Ai(x), As{xy). Relatia anterioard se transforma in:
>c12—(c:-x1)2=}{2-(c-x)2 sau 2¢x;=2¢x dect x=xi, de unde A=A,.

B,

)

3.8 Teoremele lui Naghel

Prima teoremai a lui Naghel
Fie B°, C’ proiectiile véarfurilor B, C ale triunghiului ABC pe laturile opuse. Perpendiculara
din A pe dreapta B’C” trece prin centrul cercului circumscris triunghiului.
Demonstratie.
Fie (O,R) cercul circumscris Figura 3.14
triunghiului ABC (Figura 3.14).
Perpendiculara din A pe dreapta B’C’
intersecteazi cercul circumscris (riunghiului
ABC inE, iar pe B’C’ in dreapta D.
Patrulaterul ABEC este inscriptibil,
deci unghiurile < AB’C’ si < ABC sunt
congruente.

Rezultd: m(< DAB")=90"m(< ABC). Prin urmare, din triunghiul EAC se deduce
m(< EAC)=90"m(< ABC); m(< AEC)=m(< ABC).
Rezultd: m(< ACE)=90", deci [AE] este diametru in cercul ({O,R).

A doua teoremi a lui Naghel

Perpendicularele pe laturile unui triunghi duse prin centrele cercurilor exinscrise sunt
concurente.

Demonstratia 1 (Figura 3.15)

Fie triunghiul ABC si fie Ia, In, I¢ centrele cercurilor exinscrise triunghiului ABC. I4 se afld
pe bisectoarea Interioard a unghiului < A si cele doua bisectoare exterioare ale unghiurilor < B,
respectiv < C. Din faptul ci Tn orice triunghi
bisectoarea intericard a unui unghi este
perpendiculard pe bisectoarea exterioard a
aceluiasi unghi, rezultd cd triunghiul ABC
este triunghiul ortic al triunghiului IAlglc si
aplicnd prima teorema a lui Naghel, cele trei
perpendiculare din I, I, Ic respectiv pe

In
A
dreptele BC, AC, AB, sunt concurente in c
centrul cercului circumscris  triunghiului
IAIBIQ.
Figura 3.15
1a
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Demonstratia 2

Se aplica lema lui Carnot pentru demonstrarea teoremei a doua a lui Naghel (Figura 3.16).

Fie triunghiul ABC dat, I, Ig, Ic
centrele cercurilor exinscrise triunghiului si
fie A, By, C; picioarele din I, Ig, Ic respectiv
pe laturtle [BC], [CA], [AB]. Pentru a
demonstra ci aceste perpendiculare sunt
concurente, este suficient si se arate ci are loc
relatia; BA,>-CA2+CB,>-AB,*+AC,%-BC,*=0

Pentru aceasta este necesar si& se
caleuleze BA;, A|C, CBy, AB|, AC, si BC,
Fie A’,A” cele doud puncte de contact ale
cercului  exinscris  triunghiului ~ ABC
corespunzitor laturii [BC]. Atunci AA’=AA”,
deci AB+BA'=AC+CA” sau AB+BA,= Figura 3.16
=AC+CA,

Dar CA;=BC-BA|, de unde notind AB=c, AC=b, BC=a, at+b+c=2p, rezulti:
BA=p-c, CA|=p-b, CB|=p-a, AB;=p-c, AC,=p-b, BC,=p-a
fnlocuind in: BA*-CA *+CB,*-AB*+AC,%-BC*=S

Rezultd: S=0 si teorema este demonstrati.

Demonstratia 3 (Figura 3.17)

Fie Ia, lp, Ig, centrele cercurilor Figura 3.17
exinscrise, E;, F;, Gy, punctele de contact ale
cercurilor de centre [, I, I¢ cu laturile [BC],
[CA][AB].

Se noteazd [4E =R, IzF=Ra, IcGi=R;

Triunghiul IzE,C este asemenea cu
triunghiul  IgF,C, deci CE/CF=R,/R,.
Analog AF\//AG=Ry/R; BG/BE=R3/R, si
prin inmultire se obtine:
(G1A/GB)-(E\B/EC)-(F\C/F1A)=1, deci
dreptele AE,, BF 5i CG| sunt concurente,
Procedeul folosit in demonstratia 1 se poate
generaliza,

3.9 Punctul lui Nagel
Teorema lui Nagel

Dacd A’, B’, C’ sunt punctele de contact ale cercurilor exinscrise cu laturile triunghiului
ABC (A’e(BC), B’e(CA), C’e(AB), atunci dreptele AA’, BB’, CC’ sunt concurente. (Punctul N
de concurentd al celor trei drepte se numegte punctul lui Nagel).
Demonstratie (Figura 3.18):
Figura 3.18 Figura 3.19
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Fie a, b, ¢, lungimile laturilor triunghiului(a=BC, b=AC, c=AB) si fie p semiperimetrul
triunghiului (Figura 3.19),
Notéind x=BA’, y=A’C, atunci x-+y=a si x-+c=y+b.
Rezulta 2x+c=a+b, adici x=p-c si y=p-b.
A'Bl p- BCl _p-a_|C'A| p-
uzu . Analog se obtin relatiile: | ; o $i| | =L b .
|A'C| p—b [B'A| p—c¢ {C'B] p—a
Rezulté:(lA’B|/|A’C|) (IB’C|/|B’A|) (|C’A[/|C’Bl)=1 si folosind reciproca teoremei lui
Ceva rezulta ca dreptele AA’, BB’ 51 CC’ sunt concurente.

In definitiv, se obtine:

3.10 Punctul lui Gergonne
Teorema hui Gergonne

Intr-un triunghi ABC dreptele care unesc varfurile triunghiului cu punctele de contact ale
cercului inscris cu laturile opuse sunt concurente. (Punctul de concurentd a celor trei drepte se
numeste punctul lui Gergonne.)

Demonstratie (Figura 3.19)

Se folosesc notatiile din figura 3.19: E, F, G, sunt punctele de contact ale cercului inscris in
triunghiul ABC cu laturile triunghiului. Se foloseste reciproca teoremei Iui Ceva, deci se
demonstreazi ci rodusul(|GA|/|GB|)(]EB |/ EC|)(|FC |/]FA|)=1
Dar |BE | = | BG?, |CE | = | CF | \ |AF I = I AGI (tangente dintr-un punct exterior).

Deci dreptele sunt concurente.
Observatie, Dacé in locul cercului inscris se considera un cerc exinscris teorema riiméne valabild
(Figura 3.20).

Intr-adevar , fie Dye(BC), E;e(AC si Figura3.20
Fie(AB punctele de contact ale cercului exinscris
corespunzitor varfului A, cu [BC], respectiv
dreptele AC si AB. Se arata ca dreptele ADy, BE; §i
CF; sunt concurente. Pentru aceasta se va folosi
reciproca teoremei lui Ceva. Se demonstreazi ci:
dralitrBlylpsl/ApclxlEcl/IEAl)=1

par |FBl=[DBl,  IDICl=|EC],
|F1A|2|E]A] (ca tangente duse dintr-un punct
exterior la cerc),

Deci dreptele AD;, BE;, si CF; sunt
concurente intr-un punct G, Analog se obtin
punctele Ga si Gi. Punctele G, Ga, Gi, se numese
adjunctele punctului Gergonne,

3.11 Teorema lui Neuberg

Dacd A, By, C, sunt picioarele a trei ceviene concurente si A,, Ba, Csy sunt simetricele
punctelor A, By, C; fatd de mijloacele laturilor, atunci dreptele AA,, BBa, CC, sunt concurente.
Demonstrafie (Figura 3.21).

Deoarece: |BjAl=[B,C|, [BiCl=|BAl, |ABI=]Ac], |aC|=|AB], [cial=|CB],
lcBl=|CAl,  rezati  |ABl/lAc]=|Acl/aB],  IBCl/IBAl=IBAl/B.Cl,
lcial/leBl=lcBl/[CoAl

Se obfine: (| A:C |/ [ 4B )| CB /[ CA [)(IBsA /I ByC ] )=1
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si folosind reciproca teoremei lui Ceva rezultd Figura 3.21
cél dreptele AAa, BB, gi CCs sunt concurente

3.12 Triunghiul podar B

A A As

Se numeste triunghi podar al unui punct triunghiul care are ca vérfuri proiectiile acestui punct
pe laturile triunghiului de referinta.
Fie M un punct situat in interiorul triunghivlu ABC si [MA] L[BC], [MB,;] L[AC], [MC/]
1[AB] (Figura 3.22). Triunghiul A;B|C, - triunghi podar — are urmatoarele proprietiti:
1. Dacd A;, By, C; sunt unghiurile triunghiului podar §i p raza cercului siu circumscris,

avem:
Figura 3.22 c .
‘ Pa. - Pb' - pc. _2p gura 3 2 S A
sinA,/sinA  sinB,/sinB  sinC, /sinC A
deci [BC]=2-p-sinA;=p-a'sinA B ‘
unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor de M
referinti,
B
A c o

2. Daca triunghiul ABC este echilateral si d,, dy, d. sunt distantele punctului M la laturile

triunghiului ABC, atunci dﬂ+dh+dc=a\/§ /2 unde a este latura triunghiului echilateral

3. A\ BB CHC A=A, CP+B1A+C B

4.Din centrul de greutate G al unui triunghi ABC se duc perpendicularele GA;,
GB1,GCy pe laturile triunghiului. S& exprimdm aria triunghiului A;B;C; In functie de aria
triunghiului ABC. Se cere deci aria triunghiului podar corespunzitor centrului de greutate al
triunghiului initial. $tim ci medianele triunghiului care se intersecteazi in centru de greutate sunt
ceviene de rangul O(zero). Putem generaliza problema calculdnd aria iriunghiului podar
corespunzator punctului de intersectie a trei ceviene de acelasi rang (fie el k), urméand ca apoi prin
particularizari ale lui k s obtinem diferite expresii, specifice pentru punctele remarcabile.

A

Fie deci M punctul de intersectie a trei Figura 3.23
ceviene de rang k si AB,C; triunghiul podar
corespunzitor (Figura 3.23)

intrucat in patrulaterul inscriptibil AC;MB,

avem 4 A+< C,MB, =180, deci

sinA=sinC;MB,, putem scrie
. . o(BMC MC, -MB
imediat: (BMC,) _MC, ‘

5] be

C
2ca"! 20b*! 2oc*!

Dar MA= ===, MBy= — - . MC=

a’+b" +c a +b" +c” a +b" +c

4U3bk—2ck—2
Atunci inlocuind in relatia anterioard obfinem:o(A MC,)=——————— si evident,
(a" +b"+c)

suprafetele analoage. Prin insumarea acestor relafii se deduce:



3. k=21 k=2 k=2 k=2 k-2_ k-
U(A181C1)=4G e b k+bk - k ;I—C 2
(@ +b" +c¢*)°

care este aria cautatd a triunghiului podar asociat
punctubui M.

Particulariziri:

i) cazul centrului de greutate (k=0):
o(A1B,Cy= da J:b tc—) g’
B9a-b-c”
i) cazul centrului cercului inscris (k=1)
4(% + bi + -1-)
G (A1BC)=—2 < g
(a+b+c)”
iii} cazul punctului lui Lemoine (k=2):
126"
o (A1BIC))=—5

(@ +b” +¢? )
v) cazul centrului antibisector (k=-1):

4(%1_—-1;«——%1 +~~+m——1 J
3.3 3.3 3.3
o (AIB,C)= a'b’  b’c’ ¢’a 3

2 .G‘
(1 I IJ'
_+ﬁ+g
a b ¢

Prima teoremsi a lui Grebe

Distantele punctelor simediane; varfului A, la laturile unghiului sunt proportionale cu
lungimile acestor laturi si reciproc.

Demonstratie (Figura 3.24).

Fie M un punct situat pe simediana Figura 3.24
virfului A. Fie C’B’ antiparalela dusd prin M
la latura [BC], [MX]L[AC], [MY]L[AB’].
Este evident ci aria triunghiului AC’M este
egald cu aria triunghiului  AB’M, deci
AC-MX=AB’MY. Rezulta
MX/MY=AB’/AC’, AB/AC=AB/AC, deci
se obfine MX/MY=AB/AC.

Reciproc, se consideri un punct M in
interiorul  triunghiului ACB, [MX]L[AB],
[MY]L[AC], astfel incat MX/MY=AB/AC si
antiparelela B’C’ prin M la BC(B’e(AC),
C’e(AB)). Se aratdi ca MC’=MB’, adica
punctul M se afld pe simediana varfuluj A.

Cum triunghiul AB’C” este asemenea cu triunghiul ABC, rezuita AB/AC=AB’/AC’ si
folosind MX/MY=AB/AC, rezulta MX-AC’=MY-AB’, Deci, aria triunghiului AMC?® este egald cu
aria triunghiului AMB’, ceea ce implicd MC’=MB".

Teoremii

A doua teoremi a lui Grebe

Punctul lui Lemoine este punctul pentru care suma patratelor distantelor la laturile
triunghiului este minima.

3.13 Teoremele lui Grebe

Th
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Demonstratie

Notdm cu a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului si cu x, y, z distantele unui punct M situat in
interiorul triunghiului la laturile [B,C], [CA], respectiv [AB].

Din inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz se obtine:

(ax+by+cz)zs(a2+b2+cz)(x2+y2+zz) dar ax+by+cz=2c[ABC], deci x%y%z@ﬂ;, minimul
45°[ABC]
- . a’+b?+c’
obtindndu-se cand x2+y3+zzmj—#.
46 [ABC]

Dar egalitatea se atinge cand x/a=y/b=z/c, deci cind M este punctul lui Lemoine.

Teorema lui Ptolemeu
Intr-un patrulater convex ABCD existi relatia AC-BD<AD-BC+AB-CD

Demonstratie.

Se  construieste  triunghiul  ADE Figura 3.25
asemenea cu triunghiul ABC
(€ ABC=4 ADE, €4 BAC=< DAE) (Figura E A
3.25).
Atunci = = AD = DE . De aici rezulti:

AC AB BC

DE = BC-AD )

AB : B

Deoarece 4 EAC=4 DAB s

é—}?’-=A—D rezultd cd triunghiurile EAC si
AC AE
C
DAB sunt asemenea, deci: AD = AB = ED .
AE AC EC
De aici se obtine EC = w (x")
AB

Cazul 1. EgCD (adica patrulaterul ABCD nu este inscriptibil). Din triunghiul ECD rezulti:
EC<EDA+DC si tindnd seama de (x) si (x) se obtine:

A(i]fD < BC-AD + DC adicd AC-BD<BC-AD+DC-AB

Cazul IT EeCD (adica patrulaterul ABCD este inscriptibil).

Atunci EC=ED+DC st folosind relatiile (x) si (x”) se obtine:

AC-BD=BC-AD+DC-AB
Teoremi,.

Fie ABCD un patrulater convex. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
i) patrulaterul ABCD este inscriptibil
i1) existd inegalitatea AC-BD=BC-AD+AB-CD

Demonstratie. (i)=>(ii) A se vedea teorema precedentd (cazul 11).
(ii)=>(i) Fie ABCD un patrulater convex in care functioneazi egalitatea (ii). Se demonstreaza ca
ABCD este inscriptibil.Sa presupunem prin absurd ¢ ABCD nu este inscriptibil. Atunci conform
teoremei anterioare (cazul I) rezultd ci: AC-BD<AB-CD+AD-BC ceea ce contrazice egalitatea (ii)
data prin ipoteza.
Prin urmare patrulaterul ABCD este inscriptibil.




3.14 Punctul lui Torricelli

Teorema lui Torricelli
Teorema 1 (Torricelli)
Se considerd triunghiul ABC cu toate unghiurile strict mai mici dect 120° i pe laturile

triunghivlui se construiesc In exterior triunghiuri echilaterale ABC;, ACB,;, BCA,. Cercurile

circumscrise acestor triunghiuri au un punct comun.
Demonstratie (Figura 3.26)
Fie T punctul de intersectie a Figura 3.26

cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC,

ACB,. Se demonstreazd ca patrulaterul

BTCA, este inscriptibil. Pentru aceasta se

observd cd patrulaterele C,BTA si TCBA

fiind  inscriptibile, implicdi  unghiurile

4 BTA=< ATCe120", de wunde rezultd

patrulaterul BTCA, este inscriptibil.

Observatie.

In felul acesta s-a demonstrat s1 cd existd un unic punct T din plan cu proprietatea cit
4 ATB, < ATC, < BTCe120", deoarece T trebuie s apartind simultan celor trei cercuri
considerate. Punctul T se numeste punctul lui Torricelli pentru triunghiul ABC.,

Teorema 2

Se considerd triunghiul ABC cu toate unghiurile strict mai mici decat 120° si triunghiurile
echilaterale AB;C, ACB, BC|A construite in exterior ca In teorema precedenti. Atunci:

a) AA,, BB|, CC sunt concurente.

b) AT+BT+CT=AA=BB=CC,.

¢) Fie T punctul de concurentd a cercurilor din problema precedentd. Se demonstreazi ci

punctele A, T, A; sunt coliniare, de unde va rezulta ci dreptele AA;, BB, CC; sunt
concurente in T.

Demonstratie.

Unind T cu A, (Figura 3.27) se obtine: Figura 3.27
< A TC=¢ CBA,e60” si < ATCe120", deci
unghiul < ATA;e180°

Pentru punctul b) se procedeazd in
felul urmator: AA=AT+TA,. Din teorema lui
Ptolomeu aplicatdi  pentru  patrulaterul B3
inseriptibil BTCA, (in care triunghiul BCA,
este echilateral) rezults BT+TC=TA, (relatia
lui Schooten).

[storia acestei proprietdti este si mai interesanta.

Francisc van Schooten Jr., care a triit intre 1637 si 1679, a fost unul dintre premergiitorii
teoriei probabilitétilor, a publicat in Olanda, la Leyda, o hucrare despre conice, in care a demonstrat
s1 aceastd relafie: TB+TC=TA,

Hste foarte plauzibil ca Torricelli s& nu fi avut posibilitatea si cunoasci aceasti carte a lui
van Schooten. Pe de altd parte, Torricelli ddduse o demonstratie distinctil de cea lui van Schooten.

Francisc van Schooten a folosit pentru demonstratie teorema lui Ptolemeu (aproximativ 85-
165 e.n) intr-un patrulater inscriptibil, produsul diagonalelor este egal cu suma produselor laturilor
opuse.
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Teorema lui Fermat

Punctul T considerat anterior are proprietatea ci realizeazi minimul sumei MA+MB-+MC,
cu M punct din planul triunghiului ABC.
Demonstratia
Fie M in planul triunghiului ABC. Cel putin unul din patrulaterele MAB,C, MBA,C,
MAC|B este convex. Fie acesta MBA;C. Aplicind inegalitatea lui Ptolomeu, rezulti:
MA =MB+MC deci se obtine ci:AA|<MA+MA | <MA+MB+MC.
Folosind teorema 2 rezultd cd: TA+TB+TC< MA+MB+MC cu egalitate, dacit si numai
daca, M=T.
O generalizare a teoremei lui Torricelli.
Teorema.
Fie ABC si ABC, doua triunghiuri nedegenerate de laturi a, b, ¢, respectiv aj, by, ¢; si arii
S, respectiv. 8|, cu proprietatea cd m(< AXm(< A1)<1800, m(< B)+m(« B|)<1800,
m(< Cym(< C1)<180° Construim In exteriorul triunghiului ABC triunghiurile BCA’, ACB’ si
ABC’, astfe]l incat AA\B|C~AA’BC~AAB’ C~AABC’. Atunci:
a) cercurile circumscrise triunghiurilor BCA’, ACB’ i ABC” au un punct comun T, aflat in
interiorul triunghiului ABC;
b) dreptele AA’, BB’ si CC’ sunt concurente in T;
¢) punctul T este punctul pentru care suma a; TA+b;-TB+¢*TC este minim3;
d) are loc egalitatea:
alAA’=blBB’=c;CC’=111iu(a;-MA+b|-MB+01-MC)ﬂal-TA+b1-TB+c|-TC.
e) dacl se noteazi cu O,, Op, Oc¢ centrele cercurilor circumserise respectiv triunghiurilor
BCA’, ACB’ si ABC’ atunci AOAOgOc~AABC.
Demonstratie
a) Se noteazd cercul circumscris triunghiului BCA” cu € (0O4) si analoagele. Fie atunci
{T,A}=C(0p)"QOc). Evident: m(< ATB)=180°m(< AC’B)=180°m(< C)) si m(¢ ATC)=180"-
m(< By). Cum din ipotezad m(< C)<180%-m(< C)) sim(d B)<1800-m(< B1), rezultd c& punctul T se
aflé pe portiunile cercurilor ({Op), respectiv ({O¢), aflate In interiorul triunghiului ABC. Atunci:
m(< BTC)=360°-m(< ATB)-m(< ATC) deci m(< BTC)=360"-(180"m(< C)-(180°%m(< B,)),
adicd m(< BTC)=180%m(< BA’C) de unde se obtine ci patrulaterul BTCA” este inscriptibil. Am
demonstrat ci: “C(Op)N € (Op) C(Oc)={T} si T se afld in interiorul triunghiului ABC™.
b) Se demonstreazi ci punctele A,T $i A’ sunt coliniare, Cum m(< ATC=180%m(< B)) si
BTCA’ este inscriptibil, rezultd cd m(<{ CTA’)=m(< CBA").
Asadar: m(< ATC)+m(< CTA)=180", deci A, T si A’ suni coliniare. Se obtine:
AN NBB'nCC'={T}.
¢) Fie M un punct din plan. Conform inegalitatii lui Ptolomeu pentru punctele M, C, A’, B
rezulta ci: MB-A’C+MC-A’B>MA’-BC, ceea ce este echivalent cu
MB-A’C/BC+MC-A’B/BC>MA’, cu egalitate cdnd M aparfine arcului BTC. Dar cum
AA’BCNAA[B]C], rezultd ci: A’C/BC=A1C]/B;C1= b[/C] $1 A’B/BC:A1B1/B]C]=C1/B,], deci
MB-bi/a;+MC-c/a;=b,/c; si AB/BC=A,B{/B,C,=ci/a;, deci MB-b;/a;+MC-c/a;->MA’. Se poate
scrie a-MA+b;"MB-+¢"MC2a(MA+MA™)>a"AA’, egalitate avand loc cind M apartine arcului
BTCMAA’, adica pentru M=T.
d) S-a demonstrat la punctul ¢) ¢ a; TA+b*TB+¢; TC=a;"AA’. Analog se demonstreaza ca
a1 TA+b, TB+¢, TC=b,;BB’=c,CC".
e) Fie {P}=0g0cnAT, {Q}=0s0cnBT, {R}=0,0snCT. Patrulaterul POgRT este d
inscriptibil (deoarece OpOcLAT §i 0AO0p.LCT), deci: m(< POgR)=180%-m(< PTC)=180"(180°-
m(< B)=m(< By).

L
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Analog, din faptul ci patrulaterele POCQT si QOART sunt inscriptibile, rezulta:
m(< POcQ)=m(< C;) si m(< QOAR=m(< Aj). Deci AOAOOc~AA B C,. Demonstratia teoremei
este incheiata. Punctul 1ui Torricelli se obtine considerand A;B,C, echilateral.

3.15 Puncte importante din triunghi regisite din proprietatea de minim

Fiind dat un punct T din interiorul triunghiului pentru care se cunosc mésurile unghiurilor
< ATB, € BTC si € ATC, se pot determina unghiurile si laturile triunghiului A B,Cy. Dacé notdm
cu o, B, y masurile unghiurilor < BTC, € ATC, €< ATB, cu m(< A)), m(< B)). M(d C)) masurile
unghiurilor €< B1AC;, < ABiC,, < A/CiB;. atunci m(< AD=180%c, m(< B,)=180",
m(< C,)=180%y. Evident ca o, B, v determini in mod unic punctul T. Rezultd: a/sin(d A))=
bi/sin{< B)=ci/sin{< C)=2R. Punind 2R=1, se obtine: a;=sina, b;=sinp, c,=siny.

i) Se considerd, de exemplu, T in centrul cercului inscris In triunghiul ABC.

Deci  o=m(d BIC)=1800-1/2111(<I B)-1/2m(« C)=90°+1/2rn(<I A).  Analog B=9OD+1/2m(<I B),
y=900+1/2m(<£ (), de unde a)=cos(<{ A/2), by=cos({ B/2), ¢c;=cos(< C/2).

Rezultd cd [, centrul cercului inscris, se obtine ca fiind punctul pentru care se atinge minimul
expresiei MA- cos(d A/2)+MB- cos(< B/2)+ MC: cos(< C/2), cand punctul M se miscd in planul
triunghiul.

ii} Fie acum T ortocentrul H al triunghiului ascutitunghic ABC. Rezulta:
a=m(< AHB)=180%m(< A), PB==180"m(< B), v=180°m(< C) deci  sinu=sin(< A),
sinp=sin{< B), siny=sin{< C). Asadar ortocentrul H este punctul din plan pentru care se atinge
minimul  expresiel  MA-sin(< A)+MB-sin(< B)+MC-sin(< C) cénd triunghiul ABC este
ascufitunghic si M se mised in plan.

inmultind expresia giisitd cu constanta 2R, se obtine ca:

{H}={Me(ABC) | a-MA+b-MB+c-MC minimé}
iii) Cazul T=0 (centrul cercului circumscris). Atunci: o=2m(< A), p=2m(< B),
y=2m(< B).
Deci peniru triunghiul ascutitunghic ABC,
{0}={Me(ABC) | MA-sin (24 A)+ MB-sin (24 B)+ MC-sin (24 C) minimé}

iv) Cazul T=w; (primul punct al lui Brocard). Atunci:
m(< A B)=180"%m(< B)=y, m(< BoC)=180"m(< C)=o , m(<{ Cw;A)=180"-m(< A)=p
Deci pentru triunghiul ascutitunghic ABC se obtine:

{o}={Me(ABC) | MAsin (< C)+ MB-sin (4 A)+ MC:sin (< B} minimi}

iv) Considerdnd T=w, (al doilea punct a lui Brocard) rezulta:
m(< Am,B)=180%m(< A)=y, m(< Bw;C)=180"-m(< B)=a, m(< Cw:A)=180%m(< C)=p

Prin urmare , fiind dat triunghiul ascujitunghic ABC, se deduce cd
{w2}={Me(ABC) | MA-sin (< B)+ MB-sin (¢ C)+ MC-sin (¢ A) minima}

Evident ca, particularizdnd triunghiul A;B,C, si considerdnd concluziile de la punctele a),
b), ¢), d) ale teoremei, se pot obtine si alte proprietdti interesante referitoare la punctele 1, H, O, w,,
wy precum si la alte puncte importante din triunghi.

Probleme minimului global (Paul Horja)

in continuare vor fi demonstrate doua teoreme care clucideaza in totalitate problema gasirii
punctului T din plan pentru care suma a;"TA+b;"TB+c;"TC este minimé, unde a;, by, ¢; sunt
constante arbitrare pozitive, In generalizarea teoremei lui Torricelli problema este rezolvati in
anumite condifii restrictive impuse numerelor a;, by, ¢ cédt si triunghiului A|B,C,. De aceea se
studiaza situatia in care cu numerele a;, by, ¢; se poate construi un triunghi nedegenerat A,BC; dar
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peniru care nu mai sunt adevirate toate inegalititile: m(d Ayr m(< A;)<180" m(< B)+
m(< B)<180°, m(< C)+m(< C))<180°.

Din toate aceste trei inegalititi, doar una poate fi falsd, deoarece daci, de exemplu, m(<{ A)+
m(< A)>1807, m(« B)+ m(< By)>180" ar rezulta 180°- m(< C)+180°%m(« C)=180° ceea ce este
evident fals deoarece s-a presupus ci triunghiul A|B,C, este nedegenerat. Asadar:

Teorema

Fie ABC si AiB;C, doud triunghiuri nedegenerate de laturi a, b, ¢, a;, a1, aj siarii S
respectiv S; cu proprietatea ci m(< A)+m(< A,)>>180° Se construiesc n exteriorul triunghiului
ABC triunghiurile BCA®, ACB’, ABC’, astfel incit AA;B,C~AA’BC~AAB’C~AABC’. Atunci

a) cercurile circumserise triunghiurilor BCA’, ACB’ si ABC’ au un punct comun T;

b) dreptele AA’, BB’, CC’ sunt concurente in T;

d) are loc egalitatea a;r AA =by-BB’=¢,-CC’=b;- TB+c,-TC-a,-TA;

e) dacd notim ci O,, O, Oc centrele cercurilor circumscrise respectiv triunghiurile BCA”,
ACB’ si ABC’ atunci AOAOgOc~AA B C| expresia ayMA+b;MB+cMC este minimi atunci cand
M=A,

Demonstratie.

a} Fie {T,A}=C(O¢)NC(Op). Se demonstreazi ci T nu apartine arcului AB, unde prin AB

se intelege arcul aflat de aceeagi parte a dreptei AB ca §i punctul C. Se presupune ci T

aparfine arcului AB. Dar cum Te €(Og), rezultd ca T apartine arcului AC, unde prin arcul

AC se Intelege arcul AC aflat de aceeasi parte a dreptei AC ca si punctul B. Se stie ci OgOc

separd punctele A gi T (fiind dreapta ce uneste centrele celor doud cercuri). Fie

{P}=0p0cnAT si {S}=ATNBC.

In aceste conditii P separd A si T si cum T apartine arcului AB, rezultdl ci Te(AS,

adici Pe(AS.
Dar  m(< OcAB)=90"m(< C) =90%m(<¢ C,), Figura3.28 o
m(< OpAC)=90°m(< B’) =90°m(« B;), unde s-
a folosit faptul cd n orice triunghi iniltimea si
raza cercului circumscris ce pornesc din acelasi
varf sunt ceviene izogonale, deci:
m(< OcAB)}m(< BAC)Hm(< CAQOp)=

180%-(m(< B)+m(d C)+m(< A)=
m(< A+ m(< A)=180" ceea ce inseamni ci 5

unind Op cu Og¢, punctul P de intersectie cu
dreapta AT
nu poate f1 situat pe semidreapta (AS.

Presupunerea fiacutd este falsd, deci T nu apartine arcului AB, ceea ce implica imediat ci
m(< BTA)=m(< BCA )=m(< C,).

Analog i m(< CTA)=m(< AB’C)=m(<{ By), de unde rezultd ci m(< BTC)=m(< BTA)+
m(< CTA=m(< B+ m(d C)=180" m(« Aj). Se poate conchide cd m(< BTC)+
m{< BA’C)=180", deci patrulaterul BTCA”® este inscripibil, adici Te € (O,), echivalent cu ¢
(OANC(Op)N C(Oc)={T}.

b) Se demonstreazi cd punctele C, T gi C* sunt coliniare. Cum m(< CTB)=180"m(< A 1)
si. Te € (Og), rezulti ca m(< CTB)=m(< BAC) =m(A,) sau  m(< C'TB)=180"
m(< BA'C)=180° m(f\ ). In ambele situatii rezultd c¢a C, T, C’ sunt coliniare schimbéndu-si doar
ordinea punctelor pe dreapti.
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Analog se demonstreazd si cd B, T, B’ sunt coliniare. Dar cum T nu apartine arcului (AB},
rezulta ca m(<d BTAFEm(d BC'A) = m(él) . Cum patrulaterului BTCA’ este inscriptibil,

m(< BTA )=m({ BCA')= 111(61). Se obtine astfel ci A, T, A’ sunt coliniare. Deci
AA’NBB NCC={T]}.

¢) Se demonstreazi cd: a;-AA’=b;-TB+c;-TC-a;-TA. Conform celor demonstrate anterior
rezultd cd Ae(TA’), deci AA’=TA’-TA. Scriind relatia lui Ptolomeu pentru patrulaterul inscriptibil
TBA’C, se obfine: TB-A’C+TC-A’B=TA’-BC sau TB-A'C/BC+TC-A’B/BC=TA’. Cum
AABC~AA B \Cy, rezultd cd A’C/BC=A,C/B|C=b/a; si A’B/BC=A,B,/B;C;=c /a,.

Dect se poate scrie cid: TB-by/a;+TC.ci/a;=TA’, adici b;-TB+c;-TC=a;-TA® sau
a;-AA’=b |- TB+c-TC-a,-TA.

Se va demonstra cd b-BB'=c|-CC’=b;- TB+c¢;-TC-a;-TA. Cazul B’ e(TB), deci BB’=TB-TB’.

in patrulaterul inscriptibil B'TCA: TC-AB’+TB-AC=TA-B'C sau
TC-AB’/AC+TB’=TA-B’C/AC. Dar cum AAB'C~AABC,, rezulta ca: AB’/AC=cyb, si
B’C/AC=a,/by, deci b;-TB’=a;-TA-c,-TC. Rezulti ci: b;-BB’=b;-TB+¢;-TC-a;- TA.

Cazul Te(BB’) s-ar trata analog cu demonstrarea faptului cd c;-CC’=b|-TB+¢;-TC-a;-TA
dacid Te(CC’), caz care va fi analizat.

In patrulaterul inscriptibil TAB’C:

TA-BC+TC-AB=AC"-TB sau TA-BC’/AB+TC’=TB-AC’/AB.

Cum triunghiul AABC~AA,B;C;, se obtine BC'/AB=a;/c, si AC/AB=b)/c,, deci
¢ TC’=b,-TB-a;-TA sau ¢|-CC’=b,- TB+¢|-TC-a;-TA.

d) Fie {Q}=0A0cTB si {R}=0,0NnTC. Cum Op0plTA, OgOcLTB, OAQcLTC si
m4 (OcQT)=m< (O.PT)=90", rezulti m< (QOcP)=m< (QTP), patrulaterul OcQPT fiind
inscriptibil.

Dar si patrulaterul B'TCA este inscriptibil, de unde rezulta ca:

4 QTP=4¢ B'TA=< B’CA’=1 A\C,B, deci< 0,0,0.=< C,.

Analog din faptul cd patrulaterele TPROp si TB’AC sunt inscriptibile, rezulta ca:
4 OA00c=4 By, deci AOAOROc~AA(B,C,. Astfel se considerd triunghiul ABC si se construiesc
prin B i C doud drepte perpendiculare pe dreapta AB, respectiv dreapta AC, care se intersecteazi in
D. Se aleg D1e(DB si D2e(DC (Figura 3.29), astfel Incat DD=b; si DDy=c,. Se construieste prin A
o paralela la dreapta DD, care intersecteazi dreapta DB in E si dreapta DC in F. Problema care se
pune este de a demonstra cf penfru orice punct M din plan, are loc relatia:
arMA+b;MB+c; MC=b-AB+c|-AC cu egalitate cind M=A. Se observi ci dacid se presupune ci
DE=k-b; si DF=k-c;, cu keR,’, atunci: b;-AB+c ;- AC=2¢[DEFV/k. Asadar problema se reduce la a
demonstra ¢ k-a;-MA+k-b-MB+k-¢;-MC22c[DEF].

Tindnd cont de  faptul ci -
m(A_) + m(ﬁx] } = 180° rezulta
m(A,) 2180° - m(A) = m(< BDC), deci cos A
Ai<cos D, unde prin D Intelegem mdésura B
unghiului BDC. Atunci: F
k% .a*=k*b, -k ¢y-2kb; ke, -cos
Azk* b+ e >2kb ke -cos  D=EF?,  deci ¢
k-a;>EF. D, Iy
Teorema este demonstratd dacd se dovedeste
cd EF-MA-+DE-MB+DF-MC=26[DEF], Figura 3.29
D

ceea ce este echivalent cu
EF-MA/2+DE-MB/2+DF-MC/2>c[DEF].



Evident MA>d(M.EF), MB=d(M.DE), MC=d(M,DF), deci se poate scrie cd
EF-MA/2+DE-MB/2+DF MC/22EF-d(M,EF)/2+DE-d(M,DE)/2+DF-d{(M,DF)/2=

=s[MEF}+ o[MDE]+ c[MDF]

Dar pentru orice M din plan, o[MEF]+ c[MDE+ o[MDF]> ¢[DEF]. Rescriind tot sirul de
inegalitati, rezulta:
ka;-MA+kb;-MB+ke- MCZEF-MA+DE-MB+DF-MC>2¢[DEF]=kb-AB+kc-AC,
adici: a;-MA+b-MB+c;-MC2b-AB++c;-AC cu egalitatea daci si numai daci M=A.

Evident cé in cazul in care triunghiul A,BC, este echilateral si m(A) >120°, se regiiseste
proprietatea cunoscutd: miny (MA+MB+MC)=AB+AC

Demonstratia teoremei este incheiata.

Deci, in teorema anterioard s-a renuntat la conditiile restrictive impuse unghiurilor
triunghiului A;B;C,. Se enuntd in continuare o teorema prin care se elimind si conditia restrictiva
impusa numerelor strict pozitive a), by, ¢ de se putea forma un triunghi cu ele. Se presupune ci
a1=b+c,. Evident, nu mai poate avea loc, de exemplu, si bi>a +c; pentru ¢i prin adunare s-ar obfine
(>2¢;, ceea ce este fals.

Teorema 2,

Fie triunghiul ABC de laturi a, b, ¢ i numerele strict pozitive aj, by, ¢, cu proprietatea ci
a;>bi+cy. Atunci minimul expresiei a;-MA+b; MB+c-MC se obtine atunci cdnd punctul M
coincide cu varful A al triunghiului ABC.

Demonstratie

Se construiesc prin B gi C doua drepte perpendiculare pe AB, respectiv AC, care se
intersecteazi in D. Se aleg D (DB si D,e(DC, astfel incat DD=b, si DDy=c,. Se construieste prin
A o paraleli la dreapta DD, care intersecteaza dreapta DB in E si dreapta DC in F (Figura 3.30)

. Problema revine deci la a demonstra
cd oricare ar fi M un punct din plan, are loc:
a;-MA+b | -MB-+cp-MCzby-AB+c-AC, cu
egalitatea cind M=A. Se presupune ci
DE=k-DDy=k-b; si DF=k-DD>=k-c,, keR,*;
atunci: by-AB+c;- AC=2c{DEF)/k. Din ipotezi

avem: a1 =bytey, deci:
ka 2k(b|+c()=DE+DF>EF Inegalitatea de
demonstrat este echivalenta cu

ka;- MA+kb;-MB-+kc MC220[DEF].
Figura 3.30

Tindnd  cont c&  ka;»EF, rezulti c¢i daci se  demonstreazi  cd
EF-MA+DE-MB+DF-MCz2c[DEF], problema este terminati. Se observi insd ¢l aceasti inegalitate
este chiar inegalitatea demonstratd in cursul demonstratiei teoremei anterioare. Deci s-a aritat ci:
a-MA+bi-MB+cMC>26[DEF)/k=b;-AB+c-AC cu egalitate cAnd M=A. Demonsiratia este
incheiata,

Prin urmare problema gasirii pozifiel punctului din plan pentru care expresia
aMA-+b;-MB+c-MC ia valoarea minimi a fost elucidata oricare ar fi constantele sirict pozitive a,
by, ¢1. Dacé una din aceste constante este nuld, problema revine la una mult mai simpli.



3.16 Punctele lui Brocard

Triunghiuri inscrise intr-un triunghi dat

Un triunghi ale cdrui varfuri A’, B*,C” se gasesc pe segmentele interioare ale laturilor [BC],
[CA], [AB] ale unui triunghi se numeste triunghi Inscris. Dacd unul, cel putin, din vérfuri se giseste
pe prelungirea laturilor, se spune ca triunghiul este exinscris.

1. Proprietifi. Cercurile ABC’,
BC'A’, CA’B’ se taie in acelasi punct P Figura 3.31
(Figura 3.31). B’

Fie P punctul de intdlnire al cerurilor C
ARC’, BC’A’. Pentru cd unghiurile B

< CPB'si < C'PA' sunt respectiv egale cu S ¢
(m-< A) si (n-4 B), rezulta

ca unghiul < A'PB' este egal cu 2n-(n-< A)-(n-< B)= n-< C, ceea ce arati ci patrulaterul
A’PB’C este inscriptibil.

2.Coordonatele unghiulare ale punctului P sunt: < {(A+A"), < (B+B"), < (C+C7).
intr-adevar, avem

¢ APB=¢ APC'+d C'PB=¢ AB’C’+4 C’'A’B=n-4< A-{ AC'B’+n-{ B-¢ BC'A’=

-4 A4 B+ C,{ APB=C+C

3. Punct pivot. Punctul P raméane acelasi cénd triunghiul A’B’C’ variazd raménind
asemenea cu el Insusi, cdci coordonatele sale unghiulare nu depind decdt de unghiurile
triunghiurilor ABC, A’B’C". Acest punct se numeste punctul pivot al familiei de triunghiuri
asemenea, considerate,

4, Existd sase familii distincte de triunghiuri Inscrise asemenea cu un triunghi dat, dupd felul
cum varfurile sunt asezate pe laturile triunghiului de referinta.

A

Avem urmitoarele posibilitati: pe AB: A A B’ B’ C C
pe BC: B’ C C’ A A B’
pe CA: C B’ A’ C B’ A,

cci pe fiecare latura se poate plasa un varf si apoi se poate schimba pozitia celorlalte doud. Fiecare
tip de triunghi inscris admite deci sase puncte pivot.

5. Triunghiul podar al punctului pivot este asemenea cu triunghiul A’B°C’. El apartine de
asemenea familiel corespunzitoare de triunghiuri Inscrise.

6. Locul centrelor cercurilor A’B’C” este perpendiculara ridicatd in mijlocul lui [PP’], P°
fiind izogonalul punctului P.

Punctele Jui Brocard.

Sa considerim triunghiurile inscrise A’B’C’ (Figura 3.32) asemenea triunghiului de
referinti ABC. Printre cele sase familii, este locul de a distinge pe acelea care se obtin din
triunghiul ABC, prin continuitate, deplasindu-ne pe perimetrul siu in sens direct sau invers.

I. Punciele pivot corespunzitoare se
numesc punctele lui Brocard; ele s-ar mai Figura 3.32
putea de asemenea numi pivoturi de
asemanare.

Vom spune ¢ primul punct £ este
punctul direct a lw Brocard $1 punctul €’

(Figura 3.33) punctul retrograd al lui Brocard
sau Tncd € primul punct si Q° al doilea punct
al lui Brocard.
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Aceastd definitie depinde evident de modul de notare al varfurilor; cu conventia pe care am
facut-o, de a nota véarfurile prin A, B, C, urmirind pe perimetrul triunghiului sensul trigonometric
direct, definitia este precisi si nu existd ambiguitate.

2. Coordonatele si proprietifile fundamentale ale punctelor lui Brocard.

Coordonatele unghiulare ale punctelor lui Brocard sunt:

Pentru 2, < AQB=n-< B,< BOQC=n-4 C,< CQA=n1-< A;

Pentru ’, € AQB=n-4< A, < BQ'C=n-< B,< CQA=n-<C.

Pentru punctul direct €, varful A’ se giseste pe AB; avem prin uwmare
4 AQB =4 C+4 A=n-4 B; celelalte se deduc prin permutéri circulare.

Pentru punctul €°, varful B se giseste pe AB; avem prin urmare

4 AQ'B=.4 C+4 B=n-<{ A

3. Cercurile AQB, BQC, CQA sunt respectiv tangente la dreptele BC, CA, AB.

Cercul AQB va {i tangent la dreapta
BC, pentru cé arcul AQB este capabil de
unghiul (n-< B); acelasi rationament pentru
celelalte. La fel cercurile AQY’B, BQ'C, COO’A
sunt respectiv tangente la dreptele AC, BA,
CB; aceeasi demonstratie. Un cerc ce trece
prin doud vérfuri ale unui triunghi si este
tangent la una din laturile triunghiului se
numeste cerc adjunct. Fiecare triunghi are
sase cercuri adjuncte. Cu aceastd definitie se
poate enunta si proprietatea precedenta:

Trei cercuri adjuncte, luate in acelagi sens, se intdlnesc intr-unul din punctele lui Brocard.

4. Dreptele AQ, BQ, CQ fac acelasi unghi o cu dreptele AB, BC, CA. Cu alte cuvinte,
acestea sunt trei izocline concurente.

Aceastd proprietate rezulti imediat cu ajutorul cercurilor adjuncte. Intr-adevar, unghiurile
< BAQ, < QBC sunt egale pentru ci au aceeasi misurd, arcul BQ, n cercul adjunct AQB.
Proprietatea rezultd de asemenea din faptul ci triunghiul ABC apartine familiei de triunghiuri
Inscrise relative la pivotul €; unghiul sdu caracteristic,

Figura 3.33

cu aite cuvinte, unghiul de rotatie cu care Figura 3.34
trebuie si se roteascd dreptele QA, QB, QC

este egal cu (g — o) (figura 3.34).

La fel, dreptele AQY’, BQ’, CQ’ au
aceeasi inclinare @ pe dreptele AC, BA, BC;
aceeasi demonstratie.

5. Triunghiul podar corespunzitor punctului Brocard(€)) al triunghiului ABC are acelasi
unghi Brocard ca si triunghiul initial.

Fie deci € punctul lui Brocard si @ unghiul
lui Brocard. Construim triunghiul podar
asociat lni §i unim Q cu varfurile triunghiului.
Scriem mai intéi relatia de proportionalitate in
cazul concret din figura 3.35:

Figura 3.35
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BC, _ AC, _ AB 1
BC-AQ AC-BQ AB.CQ 2R

Avem deci:

.. i 2Rbsi
Expresiile segmentelor AQ, BQ, CQ sunt egale cu: AQ= bjcmlAm = A ,
sin a

_csino 2Resinm =2 sin 2Rasinw

sinB b ’ sinC C
B,C,-a  AC-b  AB, ¢

1
ab-2Rsinow  be-2Rsinw ca-2Rsin 2R

BQ

3

de unde rezultd

Prin urmare;

. BECI _ Alcl - AIBI
" a b c

=sinm

2c

Expresia sinusului unghiului Brocard este urmitoarea: sin o=

a’b* +b’c’ +c’a’
3.17 Aplicatii

1. In triunghiul ABC simetrica indltimii din A fatd de bisectoarea interioard a acestui
triunghi intersecteaza latura BC in A’. Analog se obtin punctele B* si C’ pe celelalte laturi. S3 se
1 1 2

arate cd distanjele AA’, BB’, CC’ satisfac relatia: + + =
AA' BB' CC' R

Metoda 1. A

Fie AD=h, (Figura 3.36). Avem: Figura 3.36
4 DAA’={ BAC-2¢ BAD=¢ BAC-2(90"-
4 ABD)=¢ ABC-< BCA. Asadar,

h 25
cos(d DAA”)=cos(B-C)=—2-= i
( )= eos(B-C) == A
deci
B C
D A’

L = icos(B -O)= Esin Acos(B-C)= B—[Sin(A +B-C)+sin(A-B+ ()= Bw(sin 2C +sin2B
AA'" 28 S 25 28

Atunci L EZ (sin2C +sin2B) = W%Zsin 24 =R gin Asin BsinC. Cum insd
AA' 28 S S
inC a2 . . . .
S= ab s;n = 2R~ sin Asin Bsin C, obtinem rezultatul cerut
Metoda 2.

Izogonala AA’ a inaltimii AD trece
prin centrul cercului circumsecris triunghiului

A
ABC (Figura 3.37) si presupunem ci ea
intersecteazi cercul a doua oard in A”.
Proiectia E a centrului O pe latura BC
este mijlocul acesteia. Din triunghiul BOE
2 0
a- . a
avem OFE=,R’~"—=RcosA si, tinind c
b’ N
i

seama cd triunghiurile A’OE si A’AD sunt

A'C _ OE _ RcosA i

AA"  AD h,

h,  RcosA RcosA h, -RcosA

i§

apoi i = =
AA A'O AA'-R R

Figura 3.37

asemenea, avem:




Atunci ZAA._th RCOSA:——ZCDSA=WJ~W—;—S acosA———I—{——%Zsinlﬁx

si precum in cazul primei variante de rezolvare avem:

Zsin 2A =4sinAsinBsinC = j;i

in egalitatea de mai sus, conduce

la egalitatea din enunt.

2. Se consideri cercul de centru O §i raza R si punctul A fix pe acest cerc. Se considerd, de
asemenea, punctul B, simetricul punctului O fati de punctul A, precum si punctul M, variabil pe
cerc. Fie C simetricul punctului A fatd de M si P punctul in care dreapta BM intersecteazi OC. Se
cere locul geometric al punctului P, cand M descrie cercul dat.

Rezolvare (Figura 3.38)

Pentru triunghiul AOC tdiat de transversala BP aplicim teorema lui Menelau:

|OB| |AM| |CP| ICP| 1
: . =1, de unde ——=—. Analog din triunghiul BOP cu transversala AC avem
BA| M| [PO pO| 2
oAl [BM]| [PC] [BM| . [BP|
. . =1, de unde =3 581 ——=—.
|AB| [MP| |CO| IMP| BM| 3
C
Locul geometric este cercul cu centrul O’ Figura 3.38
[BO] _4

-

apartinand dreptei BO, astfel Incét
BO| 3

o'
R

) .. 4
siraza O’P, astfel incat =
3

3. Omologiile lui Barbilian

Fie ABC si A’B°C” doua triunghiuri echilaterale de acelasi centru, cu vérfurile notate in
acelasi sens de rotatie. Si se arate ca triunghiurile sunt de trei ori omologice in ordinele: (ABC,
A’B’C’); (ABC, B'A’C’); (ABC, C’'B’A’).

Fie perechea(AABC, AC’B’A’); pentru ca aceste triunghiuri si fie omologice (Figura 3.39),
trebuie ca dreptele (AC’, BB’, CA’) care unesc vérfurile corespunzitoare sd fie concurente sau
intersectiile laturilor corespunzatoare (L=ABNC’B’, H=ACNC’A’, D=BCNB’A’} si fie coliniare.
Pentru ca punctele H, D, L s fie coliniare, trebuie satisficutd relatia Iui Menelau (privitor la

triunghiul ABC):

[HA| ICD| [BL| ) _

lHC| |DB| ILAi_ Flgura _)._‘)9
Se considera ci

ACAA=AOBB'=A0QCC", deci

AA=BB’=C(C’; de asemenea,

AJAA’=ADBB’=AGCC’, dect AI=BD=CQG,

de unde GA=IB=DC(C; cum

AAHI=ABDK=ACEG, rezulti AH=BK=CE si
deci HC=KA=EB (s-a avut In vedere cid
unghiul de rotatie de la centru este Intélnit si
intre laturi; < AOA’=< BOB’= 4 COC’=

4 AHA'= < BKB'=< CHC’).
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. - L . IBL| |AG| |CE
Folosind relatia Iui Menelau relativa la triunghiul ABC si secanta B’C: . :
LA| |6C| [EB

IBL| |GC|-|EB|
ILA| |AG|-|CE|
Valoarea acestui raport dusi In partea intdi a relatiei(1) si ficind simplificarile cu segmente
egale, se constatd ci o verifica.
Similar se stabileste si omologia triunghiurilor celorlalte perechi.
Problema a fost publicatd in “Gazeta matematicd” (1930), céreia autorul
Dan Barbilian 1i daduse rezolvarea bazati pe teoria fasciculelor si a rapoartelor
anarmonice.
4. Fie B’ si C’ mijloacele segmentelor [AC]. [AB]; D simediana lui B fatd de B’, iar E
simetricul lui C fatd de C’. Sa se demonstreze cd D, A, E sunt coliniare.
Solutie (Figura 3.40).
in patrulaterul AEBC diagonalele se taie in pir{i congruente, deci este paralelogram. Se

se obtine:

obtine: AE || BC (1)
In patrulaterul ADCCB, de asemenea diagonalele se taie in pir{i congruente, deci este
paralelogram. Deci: AD || BC (2)

Din (1) si (2) rezulta ca dreptele AD si AE coincid, adicd punctele E, A, D suni coliniare.

5. Se considerd doud cercuri QO,R) si ((O’,R’) secante in A si B. Fie C (respectiv C’)
punctul diametral opus lui A in cercul ({O,R) (respectiv ({0, R’)). Si se demonstreze cd punctele
C, B, C? sunt coliniare (Figura 3.41)

A

E

B3 C

Figura 3.40 Figura 3.41
Solutie.
Se uneste A cu B. Deoarece m{{ ABC)= m(d ABC’):900, rezulta m(< ABC)+
m(< ABC")=180". adici punctele C, B si C* sunt coliniare.
6. Fie M un punct arbitrar pe latura [BC] a unui triunghi ABC. Se noteazd cu M’ si M”
simetricele punctului M fata de dreptele AB si AC. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i)  m(< BAC)=90"
(i) M, A s1 M” sunt coliniare.
Solutie.
Triunghiurile MAM® si MAM” sunt Figura 3.42
isoscele. Rezulta (Figura 3.42)
4 M'AB=4 MABsi < MAC=d CAM”
(i)=(i) dacd m(< BAC)=9OU, rezultd

M”

m(< M’AB)+ m({ BAM)}+ m{d MACH M
m(< CAM”)=2-m(< BAC)=180°, deci C
punctele M’, A si M” sunt coliniare. B M

(i)=(@) Dacid punctele M’, A si M” sunt coliniare, avem m(<{ BAC)= m(d{ BAM}

m(< MAC)%mm M*AM)+ %m({ MAM?”)= élso°=9o°.
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7. Fie ABC un triunghi inscris In cercul ({O,R). Perpendiculara din B pe diametrul {AD]
intersecteazd dreapta AD in E, iar cercul ({O,R) in F. Paralelele duse prin F la dreapta CD,
respectiv dreapta CA, intersecteazd dreapta CA, respectiv dreapta CD in G, respectiv H. S se
demonsireze c¢d punctele E, G si H sunt colimare.

Solutie.

AELEF, deoarece FG| CD si Figura 3.43
CDLAC, rezulta  FGLAC; deparece
m(< AEF)= m(< AGF)=90", rezultd ci
patrulaterul AEGF este inscriptibil; se obtine
4 EGA=1 EFA=4 BCA, deci (Figura 3.43):
EG [ BC (1

Paralelogramul CHFG este
dreptunghi. Rezultd < HGC=< FCG=4 FCA.
Deoarece BFLAE, € FCA=< ACB

Prin urmare se obtine < HGC=4 ACB
ceea ce aratd ca: GH || BC (2)

Deoarece prin G se poate duce o unici paraleld la BC din (1) si (2) se obtine ci punctele E,
G,H sunt coliniare.

8. Fie ABC un triunghi si o dreaptd oarecare d. Se proiecteazd varfurile A, B, C pe d
respectiv in punctele A’, B’, C’. Perpendicularele coboréte din A’, B’, C* pe laturile [BC], [CA],
[AB] sunt concurente, iar punctul lor de intersectie poartd numele de ortopolul dreptei d fati de
triunghiul ABC.

Solutie (Figura 3.44).

Va trebui sd se demonstreze ca dreptele B’B”, C'C”, A’A” sunt concurente. Se va folosi
teorema lut Carnot.

Dacé se proiecteazd un punct M pe laturile unui triunghi ABC, in punctele A”, B”, C”,

atunci exista relatia: A”B2-ACHB”CE-B*AMC ALC"B*=0 (1)
Reciproc dacd A”, B”, C” sunt trei puncte pe laturile unui triunghi ABC, care satisfac relatia
(1), atunci perpendicularele in A”, B”, C” pe laturi sunt concurente. Fie, In acest caz, A”, B”,

C” proiectiile punctelor A’, B’, C” pe laturi. Picioarele perpendicularelor sunt proiectiile lui M.

Existé relatiile:

A”B-A"C=A'B*-A’C=A’B2-A’C'+BB%-CC

B CLB"A’=B’C’-B’A’=B’C*-B'A+CC-AA A

CYA%-C"B*=C’A*-C'B=C’A"-C'B"*+AA BB
Adunénd cele trei relatii membru cu membru

rezultd relatia (1) este verificatd si deci conform

teoremei lui Carnot, B’B”, C'C”®, A’A” sunt

concurente.

Figura 3.44.

9, fntr-un triunghi, punctul lui Gergonne al triunghiului ortic se afla in punctul de intersectie
al dreptelor care unesc picioarele indltimilor triunghiului dat cu proiectiile ortocentrului pe laturile
triunghiului ortic.

Solutie (Figura 3.45)

Fie Ay, By, C; picioarele Tnilfimilor triunghiului ABC. Cum A A, BB, C,C (iniltimile
triunghiului dat) sunt bisectoarele unghiurilor triunghiului ortic, rezulti cii ortocentrul triunghiului
dat este centrul cercului Inscris in triunghiul ortic.
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Dect proiectiile ortocentrului trivnghiului dat
pe laturile triunghivlui ortic constituie
punctele de contact la laturi ale cercului B,
inscris In triunghiul ortic, ceea ce incheie
demonstratia.

of
H

Figura 3.45 N
B C
Ay

10. Intr-un triunghi oarecare, raza cercului circumscris [OA] este izogonald cu inaltimea h,
ce pleacd din acelagi varf.
In figura 3.46, trebuie deci sd ardtim

cda 4 BAA>=< A|AC, A, fiind punctul pe Figura 3.46 A
dreapta BC obtinut prin prelungirea razei
[OA].

4 AJAC=n/2-4¢ C deoarece triunghiul AA,C
este dreptunghic. Triunghiul AOB este
isoscel, deoarece OA=0B=R. unghiul AOB
este unghi la centru, deci este egal cu 2< C.

. n—-2.-C
Atunci, < BAO=< ABO=-~M—~«——9
adicd tot aceeasi valoare cu a unghiului
4 AJAC. Izogonalitatea este demonstrata.

11. Mediana si indl{imea coboréte dintr-un varf carecare al triunghiului ABC fac cu laturile
unghiului din care au fost cobordte, unghiuri egale. Aréitati ci triunghiul ABC este dreptunghic.
Dreptele m, si h, sunt izogonale. Sa aritim
cd acest lucru nu poate avea loc dect intr-un
triunghi  dreptunghic (Figura 3.47). Triunghiul Figura 3.47
AOB este isoscel, deoarece AO=0B=BC/2, deci
4 OAB=4 OCA.
Dar € BAA=< ACO fiindca triunghiurile
dreptunghice ABC gi ABA, sunt asemenea, avind
un unghi comun ABA,. Prin urmare, in triunghiul
dreptunghic ABC mediana m, si inal{imea h, sunt
izogonale. Intr-un triunghi oarecare, izogonala B
medianei este simediana. Dar simediana coincide
cu Indlfimea numai dacd triunghiul este
dreptunghic.

h,

B C
Naa S

T [
==_C,
2
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CAPITOLUL 1V

CERCURI REMARCABILE

4.1 Cercurile lui Appoloniu

Teoremi,

Fie [AD st [AD’ bisectoarele interioare respectiv exterioare ale unghiului < BAC al
triunghiului neisoscel ABC. Locul geometric al punctelor M din planul triunghiului ABC pentru
care MB/MC=AB/AC este un cerc care trece prin punctele A, D gi D’. (Acest cerc se numeste
cercul Appoloniu al laturii [BC].

Demonstratie (Figura 4.1).

Din teorema bisectoarei interioare
rezulti AB/AC=BD/DC, de unde rezulti ci M
MB/MC=BD/DC, deci [MD este bisectoarea
interioarda a unghiului < BMC. Analog,
folosind teorema bisectoarei exterioare si D B D c
relatia din enunt, se obtine cd [MD' este
bisectoarea  exterioard pentru < BMC.
Rezulti ¢ m< DMD’=90" si cum D si D’
sunt fixe, M apartine cercului de diametru
[DD]. Rezultd ca m(< DMD )=90" si cum D
si D’ sunt fixe, M apartine cercului de
diametru [DD’].

Reciproc, se aratd cd orice punct M al cercului de diametru [DD’] satisface relatia
MB/MC=AB/AC. Se observd mai intdi cd din teoremele bisectoarelor interioare si exterioare se
obtine egalitatea DB/DC=D’B/D’C.

Se construiesc paralelele BE, BE’, la
MD, respectiv MDD’ (Figura 4.2) Figura 4.2

Din teorema lui Thales in triunghiul
EBC pentru paralela MD si in triunghiul
D’MC pentru paralela E’B, se obiin relatiile:
(1) ME/MC=DB/DC si
(2) 2y ME’/MC=D’B/D’C
Rezulta ME=ME’ si cum triunghiul EBE’ este
dreptunghic, (m< (EBE'")=90"), se obtine D’ B D €
ME=ME’=MB.

fnlocuind in relatia (1) pe ME cu MB si in relatia (2) pe ME’ cu MB, se obtine ci:
MB/MC=DB/DC=D’B/D’C=AB/AC (ultima egalitate provine din teorema bisectoarelor interioare
s1 exterioare).

Analog se obtin cercurile lui Appoloniu ale laturilor [AC] si [AB].

Figura 4.1

E
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Teoremii

Cercurile lui Appoloniu fac parte dintr-un fascicol.
Demonstratie.

Se aratd ca centrele cercurilor lui Appoloniu se afld pe dreapta lui Lemoine. Fie O centrul
cercului lui Appoloniu relativ la latura [BC] (deci mijlocul segmentului [DD’]).
Se aratd ci dreapta O)A este tangentd la cercul circumscris triunghiului ABC, deci ca
< O,AB={ ACB.

Intr-adevar, m(< ADD' 1=180%m(< ABC )-% m(< BAC) (din triunghiul ADB).
Rezulta: m(< AD'D)=m({ ABC )+% m(< BAC)-90°, deci

m(< O,AB )=900~m(<£ ABC)%-%m(Q BAC)—9OO-%m(<i BAC )=m(< ACB)

Cum intersectiile tangentelor la cercul circumseris triunghiului in varfuri cu laturile opuse
sunt trei puncte coliniare ce constituie dreapta lui Lemoine, teorema este demonstrata.

Din aceastd demonstratie rezulti ci cercurile lui Appoloniu sunt ortogonale cercului
circumseris triunghiului.

Observatie.

Fie Z; si Z> punctele comune ale cercurilor lui Appoloniu ale laturilor [AB] si [AC]. Atunei:
ZA/ZiC=BA/BC si Z;B/Z;A=CB/CA (i=1,2)
inmulgind cele doud relatii, se obtine ca: Z;B/Z;C=AB/AC
Rezulta cd Z; §i Z; apartin si cercului lui Appoloniu al laturii [BC].

Dreapta Z,Z, este axa radicala a cercurilor lui Appoloniu.

Rezultd: Z,Z; este perpendiculard pe dreapta lui Lemoine si [Z;Z,] contine centrul cercului
circumscris triunghiului ABC (este chiar diametru).

Z, st Z; se numesc centrele izodinamice ale triunghiului ABC.

Teorema

Cercurile Apoloniu taie cercul circumscris dupi simediane.

Demonstratie (Figura 4.3 ).

Se considerd triunghiul ABC si cercul Figura 4.3
sau circumseris, T, L, X punctele de
intersectie a tangentelor la cercul circumseris
din A 5i B, A 5i C, B i C respectiv, iar prin X T
se construieste o paraleld la dreapta TA ce
intersecteazd dreapta AB in punctul D si
dreapta AC in punctul E.

Deoarece
{ BDX=4 TAB=¢ TBA={ DBX, se obtine
BX=XD.

Analog CX=XE, deci DX=XE (pentru
ca XB=XC().

Dar dreapta DE este antiparaleli la BC
deoarece ¢ ADE=< ACB, deci X se afld pe
simediana din A.

Fie S punctul de intersectie a simedianei AX cu cercul circumscris triunghiului ABC. Se
demonstreazd ci SB/SC=AB/AC, deci S apartine cercului Apoloniu al laturii [BC]. Pentru aceasta
se considerd Ty, Ta proiectiile lui S pe dreapta AB, respectiv dreapta AC.

Atunci € SBT=¢ SCT: (deoarece patrulaterul ABSC este inscriptibil), deci
ST /ST,=8B/SC. Dar ST /ST,=AB/AC (S fiind pe simediana din A) deci SB/SC=AB/AC.

D
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Observatie.

Din cele demonstrate rezultd ci triunghiul format de tangente este omologic cu triunghiul
dat, centrul de omologie fiind punctul lui Lemoine.

Axa de omologie, adica dreapta formatd de intersectiile laturilor opuse va fi dreapta lui
Lemoine. Rezultd ca dreapta lui Lemoine este polara triliniard a punctului lui Lemoine.

4. 2 Cercurile lui Tucker

Extremitatile a trei antiparalele egale ale triunghiului ABC, sunt pe acelasi cerc.

Fie [A)A;], [ByB2], [C)C;] trei antiparalele egale. Trapezul AjA,C,C, este isoscel pentru ci
[A|A3]=[C]Cg] Si q A]A2C=q AgC[ng'ﬂZ-Q‘ B A
(Figura 4.18). Triunghiul format de mijloacele
A’ B, C°, ale celor trei antiparalele va avea deci
laturile sale paralele la laturile triunghiului ABC. :

Triunghiurile A’B’C’ si ABC  sunt A
omotetice, iar centrul de omotetie este punctul
simedian K deoarece dreptele AA’, BB’, CC’,
care unesc vérfurile omoloage, sunt simedianele '
triunghiului ABC, pentru ci ele unesc varfurile EANC
cu mijlocul antiparalelelor. Pe de alti parte,
perpendiculara cobordtd din A pe antiparalela
AjA; la dreapta BC, este izogonala inaltimii B
varfului A; rezultd deci cd ea trece prin centrul O
al cercului ABC. Figura 4.4

Urmeaza cé perpendicularele cobordte din varfurile A, B, C pe dreptele AjAs, B Ba, CCs se
intdlnesc in centrul O al cercului ABC si, in consecintd, perpendicularele in A, B’, C’ pe aceleasi
drepte se Intdlnesc si ele n centrul T al cercului triunghiului A’B’C’, din cauza omotetiei.

Punctul T este egal depirtat de cele trei coarde egale [AjAz], [BiBz], [C1Ca]. E! este deci
centrul unui cerc care trece prin extremititile lor i care este numit cercul lui Tucker.

Proprietati
1. Triunghiurile A1B,C;, A>B2Cs sunt egale intre ele $i asemenea cu triunghiul de referinta

ABC.

intr-adeve“ir, in cercul lui Tucker avem:< A \B,C;=< A;B.C;=¢ ABC,

Pe de altd parte, avem, de exemplu [AB;]=[A2Bs], ca diagonale ale trapezului isoscel
A1A;B B,

2. Un cerc Tucker formeazi cu laturile triunghiului ABC trei coarde paralele la laturi si trei
coarde antiparalele.

Coardele paralele sunt [A,Ca], [B1As], [C2C], iar coardele antiparalele sunt [A}A;], [B1Ba],
[CiCs]. Am mai remarcat aceastd proprietate la toate cercurile precedente care nu sunt de altfel
decdt cercuri particulare, apartindnd familiei de cercuri Tucker.

3. Centrul de omotetie a triunghiurilor ABC si A’B’C’ este punctul simedian, ciici dreptele
AA’, BB’, CC’ sunt simedianele triunghiului ABC.

4. Locul centrelor T ale cercurilor Tucker este dreapta OK, céci dreapta OT, care uneste
doud puncte omoloage, trece prin centrul de omotetie K.

3. Coardele [B,Ci], [C2A1], [A2B)] determind un triunghi omotetic cu ABC.

fntr—adevér, insemnéind prin Ay punctul de intdlnire al dreptelor A|C; si BjAs, figura
AAA3Ay este un paralelogram §i In consecintd dreapta AA’ va trece si ea prin Az si va fi
simediana.

Se poate defini cercul Tucker ca un cerc care trece prin punctele de intalnire a laturilor a
doudl triunghiuri cosimediane. Este usor, de altfel, si demonstrim ci doui triunghiuri cosimediane
sunt neapdrat omotetice si, in consecintd, nimerim doud triunghiuri cum sunt ABC si A;B3C;.

6. Cercurile Tucker particulare:
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a) Primul cerc Lemoine se obtine ca un caz particular, cind triunghiul A’B’C’ se reduce la
punctul K; am vizut ¢d antiparalelele [A;Az], [BiBal, [CiCa], sunt egale si c¢ii centrul T este mijlocul
Iut [OK].

b) Al doilea cerc Lemoine este de asemenea un cerc Tucker, cfici antiparalele [AjAs],
[BiB2], [C1Cs], sunt egale. Acesta este cercul Tucker pentru care antiparalelele sunt egale si
concurente.

¢) Cercul Taylor este de asemenea un cerc Tucker, pentru ¢i am vizut cii antiparalelele
[A1As], [BB4], [CiC;y] sunt egale.

4.3 Cercurile lui Lemoine

Primul cerc al lui Lemoine
Antiparalelele duse prin punctul lui Lemoine K la laturi sunt egale si au un mijlocul lor
comun in acest punct; atunci prin extremitatile lor trece un cerc cu centrul in K.
Demonstratie (Figura 4.5) A
Simedianele fiind concurente In K, conform
teoremei lui L'Huilier, antiparalelele duse prin
K la laturt au mijlocul lor comun in acest
punct. Riméne de demonstrat cd C’B’=C”A”,
Deoarece unghiurile < B’C’A si < BC"A”
sunt congruente cu < C, rezultad cé triunghiul
C”KC’ este isoscel, deci A”C’=B'C".

Figura 4.5

A"
Al doilea cerc al Ini Lemoine

Paralelele duse din centrul simedian la laturile triunghiului taie laturile in sase puncte
conciclice
Demonstratie (Figura 4.6)

A
Fie dreptele B’C’, A”C”, A™B™ cele Figura 4.6
trei paralele. Se considerd segmentele
[A”A™], [B’B™], [C°C™] si se aratd ci ele A"

sunt antiparalele cu laturile triunghiului. De
exemplu, [A”A™’] se arata ci este antiparaleld
la dreapta BC. Se observd mai intdi ci

B c
patrulaterul AA”KA™ este paralelogram, deci A
[AK] si [A”A’™] se Injumétitesc prin punctul
lor de intersectie. Rezulta ca dreapta A”A™
B C
. o

este antiparaleld la dreapta BC. Analog se

demonstreazi cd dreptele B’'B™ gi C°C” sunt

antiparalele la dreptele AC, respectiv AB.
Deci patrulaterul A”A™ B B’ este trapez isoscel, unghiurile din A™ si B™ sunt congruente

cu unghiul C . Patrulaterul A”B’B”’C” este de asemenea inscriptibil deoarece unghiurile din < A” si

< B™ sunt suplementare. Patrulaterul B'B**C”C’ fiind trapez isoscel, rezulti ci toate cele sase
puncte sunt situate pe acelasi cerc.

4.4 Teorema lui Schomilch. (
Dreptele care unesc mijloacele laturilor §i mijloacele indl{imilor unui triunghi sunt
concurente in punctul lui Lemoine.
Demonstratie (Figura 4.7)
Péstrind notatiile de la primul cerc a lui Lemoine, se observi ¢i patrulaterul C’C"B’A” este
un dreptunghi cu centrul K si [A”B’] paralel cu [AB]. Dar locul geometric al centrelor
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dreptunghiurilor cu o laturd paraleld cu una din laturile unui triunghi dat si inscris in acel triunghi
este dreapta care uneste mijlocul laturii si mijlocul indltimii perpendiculare pe laturd

Proprietiti

1. Laturile triunghiului sunt impartite Figura 4.7
simetric de primul cerc al lul Lemoine si in
segmente proportionale cu a’, b, ¢

intr-adevér, avem:

AA/AB=CK/KB;=b*c?;
A1B./BaB=A;K/KCs=c*/a’ gi prin urmare:
BBg/a2=AA1/BzmA|B2/c2. Acelasi rationament
pentru celelalte laturi.

2. Coardele [C:By], [A:C], [BaAq] 3
sunt proportionale cua’, b, ¢ A"

intr-adevir, avem BBu/a =AA /b =A,B./c’=c/(a’+b>+c?), prin urmare: A;B,=c*/(a’+b>+c?).
Din cauza acestel proprietiiti, autorii englezi numesc de asemenea acest cerc “the triplicate ratio
circle”.

3. Triunghiurile inscrise A;B;C;, A2B2Cy sunt asemenea cu triunghiul ABC si egale intre

ele.

intr-adevz"xr, in cercul lui Lemoine, avem: < B|C/A;=¢ C, < B,C,A,=< C. Triunghiurile
sunt prin urmare asemenea cu triunghiul ABC. Pe de altd parte avem evident [A;B,]=[A2B.] pentru
ca trapezul A;A.B)B; este isoscel.

4. Centrul primului cerc a lui Lemoine este la mijlocul lui [OK]. Antiparelelele [A1Az],
[B1B2]. [C:C;] sunt egale, pentru ci trapezul A;A2BBs, de exemplu, este isoscel.

5. Centrul celui de al doilea cerc Lemoine este punctul K.

6. Coardele [CaoBi], [A:2Ci], [B2A] sunt proportionale cu cosinusurile unghiurilor
triunghiului ABC.

intr-adevz“u', triunghiul isoscel KByA| ne di: %BZA, =KB, -cosd AB,K=KBj-cosC. Prin

urmare, insemndnd prin @ p; raza [KB,] a cercului Lemoine, vom avea:
C:Bi/cosA=A>Ci/cosB=B1A /cosC=2p,

Din cauza acestei proprietati, autorii englezi numesc acest cerc, “The cosine circle”.

7. Triunghiurile inscrise A;B|Cy, A;B2C; au laturile lor respectiv paralele intre ele si
perpendiculare la laturile triunghiului de referint.

Segmentele [BB:], [C,C;] fiind diametre, unghiurile < C{B;Cy, < ByCyB, sunt drepte si
prin urmare dreptele C,By, C;B; sunt paralel intre ele §i perpendiculare pe dreapta BC.

8. Dreptele B12Cy, CoAy, AsBy sunt paralele cu laturile triunghiului ABC, pentru ca figura
AC1A»C5 este un dreptunghi.

Proiectiile picioarelor indltimilor.

S& stabilim mai Intéi citeva proprietiti preliminare. Fie A, Ay; By, Ba: Cy, C, proiectiile
picioarelor H,, Hp, H, a Indltimilor, respectiv pe dreptele AB, AC; BC, BA; CA, CB (Figura 4.8).

1. Segmentele [AjAa], [BiBa], [CiCs] sunt antiparalele respectiv cu laturile BC, CA, AB.
Intr-adevir, dreptele C;C,, HyHy sunt paralele pentru ci unesc proiectiile pe aceleasi laturi a doud
puncte de pe indl{imea [CH].

2. Dreptele AjAs, B Bs, CCs trec prin mijlocul laturilor triunghiului ortic. Ele formeaza
prin urmare triunghiul complementar al triunghiului ortic. Intr-adevar, in triunghiul dreptunghic
C]I’IbHc, avem: < CzC]Hb=<3: HCHbC]:‘I ABC.
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Dreapta C;C; trece prin urmare prin mijlocul

P al ipotenuzei [HyH;]. Se va observa de Figura 4.8 2
asemenea cd In triunghiul  dreptunghic
H.CaH,, dreapta C,C; trece prin mijlocul Q al B, O

ipotenuzei [H.H,]. "

Cz B
3. Segmentele [A;A1], [B1B,], [C;C:] sunt egale intre ele.
. 1
Intr-adevir, avem:C1C2=C]P+PQ+QCg=%-Hch +;-HbHc +%-HHHG. Rezulti cd
segmentul [C;Cy] si prin urmare analoagele sale [AjA,], [BiBs] sunt egale cu semiperimetrul
triunghiului ortic, si prin urmare, egale intre ele.
) 4. Dreptele B3Cy, A;Cs, B1A, sunt paralele cu laturile triunghiului de referinta
Intr-adevér, dreptele B,C, si BC sunt améindoud antiparalele cu latura HpH,.

4.5 Cercul lui Taylor

Teoremi.

Se considerd un triunghi ABC si fie A\=prpcA, Ay=pragA., Az=pracA;. Analog se obtin
punctele By, Bs, By si C), Ca, C3. Punctele A,, Ba, Co, Az, Bs, Cs se afla pe un acelasi cerc (numit
cercul lui Taylor),

Demonstratie.

Se aratéi cd punctele B,, C,, A3 se afld
pe cercul determinat de punctele A, Bj, Cs. Figura 4.9
Se demonstreazd mai intdi cd A; se afld pe A
cercul circumscris triunghiului A;B3C;, adici
se aratd cd patrulaterul A-B;Cs3A; este
inscriptibil. Este ugor de vizut cii patrulaterul
B1AB3Aj este inscriptibil, deci dreapta B3A; B C
este antiparaleld la dreapta BA;. Cum dreapta
A|B, este antiparaleld la dreapta AB, rezultd
cd dreapta B3Aj este paraleld cu dreapta BA,
deci < A3B3;C={ ABC. Analog se obtine A
4 C3A;B=C BAC. Deoarece patrulaterul
AALA A, este inscriptibil, rezulti
4 AAA=4 AALA;.  In plus, deoarece B
4 AA1A=4 ACB (au acelagi complement
4 AAA;), rezultd < ACB=d AAA;.

Prin urmare dreapta A,A; este antiparalel la dreapta BC. Se obtine < A3;A,Ci=< ABC.

Cum € A3B3C=¢ ABC, se deduce ci < A3A;C3=4¢ A3B;C.

Deci: m(< A3A;C3)+m(< A3B3A;)m1800, adica patrulaterul A;A,C;B; este inscriptibil. Prin
urmare punctul Az apartine cercului circumseris triunghiului AsB3Cs. Analog se aratd ca punctele
C, si Az se afld pe cercul determinat de punctele A,, By si Cs.

B,

Cs Ay Bs C



4.6 Triunghiul si cercul lui Brocard. Proprietiiti

Fie A, By, C; punctele unde paralelele Jui Lemoine intilnesc respectiv mediatoarele
triunghiului. Triunghiul A;B,C, se numegte primul triunghi a luj Brocard.

Fie A, Ba, C; proiectiile Ini O pe simedianele triunghiului. Triunghiul A,B>C; este al doilea
triunghi Brocard.

Se numeste cercul Brocard, cercul care are pe [OK] drept diametru (Figura 4.10).

Cercul Brocard este circumscris celor doud triunghiuri Brocard pentru ci, de exemplu,

unghiurile < OA;K, < OA>K sunt drepte.

Proprietiti. Figura 4.10
1. Triunghiurile AB;C, BC;A, CA;B sunt trei
triunghiuri isoscele asemenea.

fntra—adevér, daca A’, B’, C’ sunt
mijloacele laturilor, lungimile [A}A’], [B{B’],
[C1C’] sunt egal cu distantele x, y, z ale Iui K
la laturi. Avem prin urmare:
AA[a=BB’/b=C|C’/c g1 In consecinti
AATA'B=B;B’/B’C=CC’/C’A, ceea ce ne
aratd cd triunghiurile dreptunghice BA’A;,
CB’B,, AC’C, sunt asemenea.

2. Dreptele AB;, BC,, CA, se
intalnesc Intr-un punct Brocard.
intr~adevz‘1r, in triunghiul AB;B’ avem:
tgd BIAB® =2y/b=1{gw, in consecinti,

< B,AB' este egal cu unghiul lui Brocard.

Rezulta deci ca dreptele AB, BC|, CA, sunt ceviene care determini unul din punctele lui Brocard.
Se demonstreaza la fel ca dreptele A|B, B1C, C,A se intdlnesc in celilalt punct a lui Brocard.

3. Dreptele AA,, BB, CC, sunt concurente.

Intr-adevar, sa prelungim paralela lui Lemoine dreapta CyK pana ce ea intilneste in L si M
laturile unghiului C. Mijlocul segmentului [LM] este proiectia mijlocului lui [OK], centrul primului
cerc al lui Lemoine. La fel mijlocul coardei [CiK[ a cercului Brocard este proiectia aceluiasi punct,
pentru ca cercul Brocard este concentric cu cercul lui Lemoine. Rezultd ci segmentele [KM] si
[CiL] sunt egale si in consecintd dreapta CCj este izotomica simedianei CK.

Dreptele AA,, BBy, CC) se intdlnesc prin urmare in punctul izotomic al punctului simedian.

4. Primul triunghi Brocard este asemenea cu triunghiul de referinti.

Intr-adevir, unghiurile sub care se vad de pe cercul lui Brocard si din punctul K, laturile
triunghiului A;B,C; sunt egale cu ©n— A,]:% si C. Triunghiurile sunt deci asemenea.

5. Cercul lui Brocard trece prin punctele Brocard.

Intr-adevir, unghiurile < CAA” 5i < ABB' sunt egale pentru ci ele apartin triunghiurilor
asemenea. Prin urmare unghiurile < OA Q' si < OB,/ sunt suplementare si in consecini
patrulaterul OB{A Q2 este inscriptibil.

6. Punctele Brocard sunt simetrice in raport cu diametrul OK.

intr-adevﬁr, avem pe cercul Brocard, < QOK=¢ QB|K pe de alta parte, din cauza
paralelismului dreptelor KB, §i AC, urmeazi < QBK=¢ QCA=0. Prin urmare, unghiul
4 QO0K=0. La fel: < ’OK=4 (’AK=4 (’CB=w, ceca ce ne arati ci punctele lui € si Q7 sunt
simetrice In raport cu OK,

6. Punctele lui Steiner i Tarry.

Daca prin vérfurile unui triunghi se duc paralele la laturile respective ale primului triunghi

Brocard, aceste drepte se intdlnesc in acelasi punct, situat pe cercul circumscris, care se numeste
punctul lui Steiner al triunghiului.
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Tntr-adevir, si consideram cevienele BS su CS, respectiv paralele cu dreptele CA; si AB).
Avem: < BSC=n-< BjA,;C=n-< A. Prin urmare punctul S se giseste pe cercul circumsecris. Se va
ardta la fel ca punctul de Intilnire a dreptei BS cu paralela la dreapta B;C, dusi prin C este situat de
asemenea pe cercul circumscris §i coincide In consecinté cu S.

Acest punct se numeste punctul Steiner al triunghiului ABC.

7. Punctul Steiner si punctul simedian K sunt dou# puncte omoloage in triunghiurile ABC si
ABCy.

Intr-adevir, fiecare este situat pe cercul circumseris triunghiului siu. Pe de altd parte avem:
4 SBC=n-4¢ KA,C,=¢ KB,C,.

8. Perpendicularele coborfite din varfurile unui triunghi pe laturile respective ale primului
triunghi Brocard sunt concurente.

Ele se intdlnesc evident in punctul T, diametral opus lui 8. Punctul T, numit punctul Tarry,
si centrul O al cercului circumscris sunt doud puncte omoloage in triunghiurile asemenea ABC si
ABC.

Intr-adevir, ele sunt diametral opuse punctelor omologice S si I

9. Proprietiitile varfurilor celui de-al doilea triunghi Brocard.

Punctul A, se giseste pe cercul BOC, Intr-adevir, simediana AK trece prin polul P al dreptei
BC in raport cu cercul circumscris. Dar acest pol este punctul diametral opus lui O in cercul BOC.
Prin urmare, deoarece dupa definitie ¢ OA,K = n/2, punctul A; se gaseste pe BOC.

10. Punctul A, se giseste la intersectia cercurilor adjuncte varfului A. In cercul BOCP,
avem:

4 BA,P=4 BCP=< A. Prin urmare, cercul BAsA este tangent in A laturii AC. Aceeasi
demonstratie pentru celdlalt cerc.

Se poate, prin urmare, spune: cercurile adjuncte unui varf si cercul coordonat al lui O In
raport cu laturile opuse se intdlnesc in acelasi punct. Acest punct este un vérf al celui de-al doilea
triunghi Brocard.

11. Coordonatele unghiulare ale ui A, sunt 2A, n-A, n-A dupd cum rezultd din ultima
propozitie. Coordonatele lui B; si C; se vor obtine schimbénd A prin B si C.

12. Dreapta OA; trece prin centrul cercului lui Appoloniu al laturii BC, caci acest centru
este polul lui [AK] in raport cu cercul circumscris si dreapta OAs este perpendiculard pe dreapta
AK.

13. Punctele A;, By, C; sunt cele trei pivoturi care impreuni cu O, Q si O’ dau triunghiurile
inscrise asemenea cu ABC.

Se mai pot denumi aceste sase puncte sub numele generic de pivoturi de aseménare.

Cu ajutorul definitiei precedente, se poate spune: Cele sase pivoturi de aseménare ale unui
triunghi sunt pe acelasi cerc, cercul lui Brocard.

14. Tripletul izogonal al celui de-al doilea triunghi a lui Brocard. Coordonatele unghiulare
ale lui Agy, Bgy, Cz', punctele izogonale ale lui Aa, By, Cy, sunt: n-< A, n-<{ B, n-¢ C; n-< C, 7-
< B, =€ A; -4 B, 1< A, n1-< C.

15. Punctul A, este situat prin urmare pe cercul BHC; el se afld de asemenea la intersectia
cercurilor adjuncte laturii BC.

Aceste trei cercuri se intdlnesc prin urmare In acelasi punct.

16. Punctele Az’, B2, Cg’ sunt situate pe medianele triunghiului, céci daca vom Tnsemna prin
A’ punctul unde dreapta AA, taie dreapta BC, avem: A’AyA’A=A’B*=AC?, de unde rezulti
A’B=A"C.

17. Ele sunt proiectiile ortocentrului de mediane, pentru cd dacid se prelungeste mediana
pand la al doilea punct Q cu cercul BHC, punctele Q si H sunt diametral opuse. Rezultd cd
triunghiul A>B»C; este Inscris In cercul cu diametrul [GH] si este asemenea cu triunghiul medial.
Aceastd ultima proprietate rezultd din faptul cé unghiurile triunghiului A2 B, 'C; sunt suplimentare
coordonatelor unghiulare ale centrului de greutate; intr-adevér, avem pe cercul GH, < By’A7’
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18. Triunghiurile echibrocardiene. Daca doud triunghiuri au acelasi unghi Brocard, ele sunt
echibrocardiene
Toate triunghiurile formate de trei omoloage sunt echibrocardiene.

4.7 Cereurile Neuberg

Printre triunghiurile echibrocardiene din plan, considerim familia triunghiurilor care au
doua varfur fixe. Locul celui de-al treilea varf este un cerc.

Tntr—adevér, fie ABC un triunghi al familiei si B, C véarfurile fixe. S& considerim arcul
capabil de un unghi w descris pe dreapta BC de aceeasi parte cu A si A’ punctu] de intdlnire al
acestui cerc cu dreapta AB. Fie A pici01uI [AQ] pe dreapta BC. D1epteie AA; i AC sunt
paralele, avem deci: AB/AA’=BA;/ A,C=¢ 2/at , de unde rezulti: AA’-AB=a".

Puterea lui A In raport cu cercul BA® C este prin urmare constanta: in consecintd, locul lui A
va fl un cerc concentric. Locul complet se compune din doud cercuri simetrice in raport cu dreapta
BC, céci trebuie sd mai consideram arcul descris pe dreapta BC de cealaltd parte. Fiind dat un
triunghi ABC, existd trei familii de triunghiuri echibrocardiene care au cu ABC doud varfuri
comune. Locul celui de-al treilea vérf al lor se compune prin urmare din trei cercuri care poarti
numele de cercurile lui Neuberg. Simetricele acestor cercuri in raport cu laturile triunghiului sunt de
asemenea cercuri Neuberg. Pentru a preciza lucrurile, numim cercurile Neuberg ale unui triunghi
ABC cercurile Neuberg care trec fiecare prin unul din varfurile triunghiului.

Proprietitile cercurilor Neuberg

L. Un cerc Neuberg trece prin sase vérfuri de triunghiuri asemenea cu triunghiul ABC care
au cu ABC o latura comund BC si al céror al treilea vérf este situat de aceeasi parte a dreptei BC.

Aceste triunghiuri au in mod evident acelasi unghi Brocard céci ele au aceleasi unghiuri.

Pentru a obtfine cele sase varfuri se poate proceda astfel: Si ducem dreptele BA’ si CA” care
formeazi, de aceeagi parte cu dreapta BC, unghiul A si si insemndm prin Ap si A, punctele unde
aceste drepte intilnesc respectiv dreptele AC si AB. Punctele A, si A, sunt doud din véarfurile
cautate; intr-adevir, triunghiul BCAy, are unghiurile A, B, C si triunghiul BCA. are drept unghiuri
B. A, C.

Daca vom lua simetricele lui A, Ab si Ac in raport cu mediatoarea laturii BC, se obtin inci
trei noi varfuri A, Ay si A.. Este evident ci cele sase puncte sunt singurele care rispund la
problemd, cici nu se poate face o altd combinatie cu unghiurile B si C.

2. Punctele unde cercul Neuberg ce trece prin A intflneste din nou laturile triunghiului se
géseste pe cercurile adjuncte triunghiului ABC, tangente la dreapta BC. Aceste puncte sunt tocmai
Ab $i AC.

S# considerdm cercul ABAy; el este tangent in B la dreapta BC, cici: < BAbA=]§ .

3. Puterile varfurilor B si C, in raport cu cercul Neuberg relativ, sunt egale cu a’, cici n
cercul adjunct ABA| avem: CA.- CAb=a2

4. Razele cercurilor lui Neuberg. Fie N; centrul §i n, raza cercului Neuberg ce trece prin A.
in triunghiul dreptunghic, avem ¢ BN C=2w, cici N, este centrul arcului capabil de unghi o,

descris pe dreapta BC. Rezulta ci BN,’=a/2sinw.
. . n - 3
Pe de alti parte, puterea lui B in raport cu cercul Neuberg este egali cu BN, n,”. Vom avea

YT 2 212 .3 . 2 . 2 .
deci: a™=a"/4sin"w-n,”, de unde n;"=a"(1-4sin"®)/sin"w, n, =1 —4sin’w/sinwo.

Razele cercurilor Neuberg sunt prin urmare proportionale cu laturile; avem:
a b C sinm

n, Ny N 1~ 4smm

5. Distantele centrelor Ny, Np si Ne pdnd la centrul O al cercului circumscris sunt
proportionale cu cuburile laturilor,

intr-adevér, in triunghiul ON, B, avem: ON,/sin{A-0)=R/sino
ON,=R.sin(A-o)/sino=a’R/be=za"-S.
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6. Avem ON,-ON,,-ON=R’, cici produsul este egal cu a’b’c’/648°=R’.
4.8 Teorema lui Titeica

Trei cercuri €(04, R), (01, R), C(Oy, R) au un punct comun. Ludndu-le doud céte doua, se
obtin Inca trei puncte de intersectie A, B, C. Cercul determinat de punctele A, B, C are raza egali cu
R.

Demonstratia 1.

Fie H punctul comun celor trei cercuri (Figura 4.11). patrulaterul O3;AO,H este romb,
deoarece AQO;=0,H=R=A0,=03H. De asemenea patrulaterul O;BO;H este romb. Rezultd
AO, | OsH || BO, si deoarece AO,=B0O,=R, se obtine ci patrulaterul ABO;O; este paralelogram.
Deci, AB=0,0,. Analog se obtine BC=0,05 st LA=03;0,. Prin urmare triunghiurile ABC si
010,03 sunt congruente. Rezultd ed cercurile circumscrise triunghiurilor ABC si 0,0,05 sunt
congruente. Centrul cercului circumscris triunghiului O10,0; are centrul in punctul H si raza
HO=HO;=HO;=R. Prin urmare cercul determinat de punctele A, B, C are raza R.

Figura 4.11 Figura 4.12

Demonstratia 2.

Paralela dusa prin C la dreapta AB intersecteazi cercul ({O,, R) in punctul D (Figura 4.12)

Deci : m{(< ADC=m(< ADH)*+m(<{ HDC)=m(< ABH*+m(< HBC)=m(< ABC). Rezulti ci
patrulaterul ABCD este paralelogram. Triunghiurile ABC si ADC fiind congruente, rezultd ci
cercul circumscris triunghiului ABC este congruent cu cercul ({02, R) circumscris triunghiului
ADC.

Demonstratia 3 (Figura 4.13).

Se considerd un reper cartezian avand ca origine punctul H, comun celor trei cercuri date si
fie Z|, Za, Z3 afixele punctelor O}, O,, Os. Mijloacele segmentelor [0;0,], [010s] si [0-0;] au
respectiv afixele (Z,+Z2)/2, (Z,+Z3)/2 si (Z2+Z3)/2. Rezultd ci punciele A, B si C au respectiv
afixele Zo+7;3, Z1+Z3 $i Zi+75. Dect: AB=|Z;+Z3-Z_J_-Z3|R|Z:~Zz|=O;Oz

Analog se obtine BC=0,03 si AC=0,0;. Prin urmare triunghiurile ABC si 0,0,0; sunt
congruente. Deci cercul circumscris triunghiului ABC are raza egald cu R.

Figura 4.13 Figura 4.14 A
)
SN
BZ+2s) v C(Z+Zy) i :
O
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Demonstratia 4 (G. Polya).

Fie trei cercuri congruente care trec prin punctul H si care se mai intersecteazi doua cate
doua in punctele A, B, C (Figura 4.14).

Se considerd separat hexagonul AO;BO,CO; format din romburile AO3HO,,
BOHO;3,CO,HO,. Aceasta reprezintd desenul spatial al unui cub in care nu se vede varful din spate
P, ce are proprietatea PA=PB=PC=R. Deci prin punctele A, B, C trece un cerc de raza R.

Observatie.

Se considerd cele trei cercuri congruente care trec prin punctul H i care se mai intersecteazi
doua cate doud in punctele A, B, C.

Se noteazd {A|}1=HANO,0;, {B;}=HBN0,0; si {C,}=HCNO;0,. Este usor de vazut ci
[A1B)] este linie mijlocie atdt in triunghiul HAB cit si in triunghiul 0,0,03. Rezultd A A; || 0,0,
AB: || AB, ceea ce implicd AB | 0;0,. In plus, din faptul ¢d HCL1O;O,, se obtine HCLAB.
Analog se aratéi cd HALBC. Prin urmare H este ortocentrul triunghiului ABC.

Demonstratia 5 (N. Dinescu).

Se folosesc notatiile din figura 4.15.
Este evident ci cercul circumscris triunghiului
00,05 este ((H, R). Mijloacele A}, B, si C,
ale laturilor triunghiului 00,05 determina
cercul lui Euler (o, R/2) al triunghiului
0,0,0;. Dar Ay, By, C; sunt si mijloacele [ui
(AH), (BH), (CH), H ortocentru. Deci cercul
Euler al triunghiului ABC este C{w, R/2).
Rezulti cd cercul circumscris triunghiului
ABC are raza R.

Figura 4.15
4.9 Aplicatii

1. Problema piesei de cinci lei

Daca trei cercuri egale trec toate prin acelasi punct Py, atunci cercul care trece prin cele trei
puncte Py, Py, 51 P, in care aceste cercuri se taie doud céte doud, este egal cu cercurile date

Problema aceasta a fost alcatuitd (prin anul 1906) de matematicianul Gheorghe Tifeica,
experimental, in timp ce se ajuta de o moned de 5 lei pentru o trasa niste cercuri. In 1931, autorul a
reluat problema, ciutind si extindd proprietatea pentru un numér n (natural) oarecare de cercuri,
ddndu-i totodati i denumirea ramasa in uz. La aceasta generalizare si-a adus contributia (in acelasi
an 1931} Dan Barbilian, folosindu-se de teoria spatiilor local-euclidiene si a grupurilor Lie.

Cercul circumseris triunghiului 0,003, de centru Py
( Figura 4.16) este egal cu cercurile date (aceleasi raze).
Centrele Oy si O; sunt simetrice fatd de mijlocul
segmentului [PyP3] (coarda comuni a celor doud
cercuri egale), deci patrulaterul O,P30,Pp e romb;
analog, patrulaterele O,P 03Py, O3P20, P sunt
romburi. Rezulta:

01P3 =O3P1 deci P]Pg:OxO_?,

O(P; || 03P, P\P; || 0,0;

analog;

02P1=01P2 deci P;P[zOQO]

0.P, || O\P2 PyPy || 020,

Si:

0O3P:=0,P; deci P3P2=050, Figura 4.16
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03P; || 0P; P3P, || 050,

Asadar AP{P,P3=A0,0,0s5; in consecinti cercul circumscris triunghiului P;P,P5 este egal cu
cel circumseris triunghiului 00,03, deci egal cu cele date.

2. Problema izoperimetrelor

Dintre toate figurile plane care au acelasi perimetru, care este cea care are aria maxima?

Fie A|As...A, un poligon inscris in cercul (O, r) si B|Bs...B,, un poligon circumsecris
aceluiagi cerc.

Se aratd ca 0(A.A2...A.1)<ﬂ:r2 si o(BBa. ...Bm)>-7rn'2 . Numarul n1° verificd, deci conditiile
din definitia unei suprafete masurabile si cum lungimea cercului este singurul numér mai mare
decéat perimetrul oricirui poligon inscris in cerc si mai mic decit perimetrul oricdrui peoligon
circumseris cercului, are loc relatia 2x/r=I , (1 = lungimea cercului), deei x=r1/2=r2mr /2=mn1"

3.Cercurile lui Carnot

Se considerad un triunghi ascutitunghic ABC cu ortocentrul H si cercurile BHC, CHA, AHB.
Cercul BHC taie a doua oaré laturile AC si AB in Ay si A.. Fie B, By 51 C,, C 4 punctele analoage
determinate de cercurile CHA i AHB. Si se demonstreze ¢ H este centrul comun al cercurilor
circumscrise triunghiurilor AAA., BB:B,, CCiCh.

Observaim c¢i < HAB=¢ HCB avdnd acelasi complement, unghiul < B. Dar
< HCB=<¢ HA.A ca avind aceeasi masurd in cercul BHC. Rezultd de aici cd € HAB=4 HAA;
triunghiul HAA, este deci isoscel gi deci HA=HA,. Analog demonstram ca triunghiul HAA, este
isoscel, deci HA=HA,. Avem deci HA=HA=HA., ceea ce ne arati ¢ H este centrul cercului
AApA.. Analog se aratd pentru cercurile BB.B, si CC,Cy,

4. Triunghiurile podare DEF si D’E’I” a doud puncte izogonale M si M’ sunt inscrise pe
acelasi cerc.

Intr-adevir, dreptele FE si F’E’ sunt antiparalele si deci patrulaterul FEF’E’ este inscriptibil;
perpendicularele ridicate pe mijloacele coardelor EE’, FF’ se taie in mijlocul lui MM’. Acelasi
rationament, aplicat la unghiurile < B st € C va arita cd triunghiurile podare ale punctelor
izogonale M si M’ sunt situate pe un cerc al cérui centru este mijlocul segmentului MM’.

Vom spune ci acest cerc este un cerc podar.

5. Fie A gi B doud puncte fixe pe un cerc £(0, r). M fiind un punct variabil pe cercul (O.r),
si se afle locul geometric al ortocentrului H al triunghiului MAB.

Solutie. Fie A’ si B’ picioarele inalfimilor din A si B (figura 4.17). Deoarece
m(< MB’Hy=m(< MA’H)=90°, rezulti ca patrulaterul MA’HB’ este inscriptibil. Rezulta
m(< AHB=m(< A’HB")=180"-m(< AMB)=const. Se va folosi faptul ¢ simetricul ortocentrului
unui triunghi fatd de o latura se afla pe cercul circumseris triunghiului. Va rezulta ca atunci cind M
deserie cercul, punctul H va descrie un cerc simetric cercului C(O, 1) fa{d de dreapta AB. Fie O°
simietricul punctului O fatd de dreapta AB. S-a obtinut ci locul geometric L al punctului H este
inclus in cercut C(O7, 1).

Perpendiculara in A (respectiv B) pe dreapta AB intersecteazi cercul C(0O°, r) In punctul A;
(respectiv By (Figura 4.18 )).

Se observa cd punctul A nu poate fi ortocentrul unui triunghi MAB.

fntrwadevﬁr, dacd A;=H este ortocentrul unui triunghi MAB, rezultd cd HM1AB. Deoarece
din punctul A; se poate duce o singurd perpendiculard pe dreapta AB, rezultd cd M=A si deci
triunghiul MAB nu existd. Analog se araté cd punctul B; nu poate fi ortocentrul unui triunghi MAB.
S-a obtinut: Le C(O’, rth{A,, B} (1)

Se stabileste incluziunea inversa. Fie H e C(O°, r)\{A;, B }. Se noteazi cu H, simetricul Iui
H’ fatd de dreapta AB. Este evident cd H’;e (O, r) (Figura 4.19)

Fie M’eH’H'n C(O°, 1), M'#H,". Deoarece M'H’ este indltime in triunghiul M°AB, iar
simetricul lui H’ se afld pe cercul circumscris triunghiului, rezulti cd H’ este ortocentrul
triunghiului M*AB, deci s-a obtinut
CO’, r)\MA,, BiicL (2)

Din (1) si (2) rezultd L= C(O’, ri\ Ay, By},
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Figura 4.17 Figura4.18 Figura 4.19

M /\) M
TN
N

6. Doud cercuri £(O, R) si £(O’, R’) sunt tangente exterior in punctul A. O dreapti oarecare
ce trece prin A intersecteaza din nou cercurile €(O, R) si £(O°, R} In M 5i M’. Fie Ne(O, R) si
N’ e(Q’, R"), astfel incat MN || M’N’. 84 se demonstreze cii punctele A, N i N’ sunt situate pe o
aceeasi dreapti.

Solutie (Figura 4.20).

Triunghiurile isoscele OAM s1 O’AM’
sunt asemenca. Rezultd: R/R’=AM/AM’. Figura 4.20
Deoarece < MOA=< M'O’A rezultd N M
OM || O’M. Din OM || O'M’ si MN || M°N?
obtinem < OMN=< O'M’N’. Din 0 (o}
asemdnarea triunghiurilor isoscele OMN si
O’M’N’ rezultd R/R’=MN/M'N’ /

Triunghiurile AMN si A’M'N’ sunt N
asemenea deoarece AM/AM'=MN/M'N’ st
< AM’N’={ AMN.

Rezultdi < MAN=4 M’AN’ si deoarece < OAM=<¢ O’AM’ se obfin < OAN=4< O’AN’
adicd punctele N, A, N’ sunt coliniare.

7. Fie A si B doud puncte fixe pe un cerc ({O; r). M fiind un punct variabil pe cercul JO; r},
si se afle locul geometric al centrului de greutate G al triunghiului MAB.

.. . . 1
Rezolvare . Se noteaza cu E mijlocul segmentului [AB] si fie O, e (OE) astfel incét E01=-3—EO.

Atunci { Figura 4.21} EG/EM=O|G/OM=% .
)

1 ,
Rezultd O]G=§r =constant. Deoarece punctul O, este fix, rezultd ci locul geometric L al
. . . I . 5 . .
punctului G este inclus in cercul ({Oy; :r).Este evident cé dacd M=A sau M=B, atunci
J
. . . . 1 )
triunghiul MAB nu exista. Fie {C, D }= ({O; —1r)n AB. Se obine:
J

Le C(0y; %r)\{C,D} (1)
3

Se va stabili acum incluziunea inversa. Fie Gye C(Oy; %1‘)\{(?, D1,

Se va ardta ci existd un triunghi M;AB, astfel incdt G, este centrul sfu de greutate (Figura

4.22). Se unegte Oy cu G; se deduce OM,)0,G, Ml e ({0; r), atunci EOi/EOm01G1/OM;=;
2

si € GO E=4 M,OE. Rezulti AO;G;E~AOM;E. aceasta implica < M,EO=4 G,EO,, deci
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G eEM, si EGMEMF%. Prin urmare G, este centrul de greutate al (riunghiului M;AB. S-a
obtinut: C(Oy; %r)\{C, DlcL )

Din (1) si (2) rezultd L= ({Oy; %1‘)\{(3, D}

Figura 4.21 Figura 4.22

M,

8. Fie A’ mijlocul laturii [BC] a triunghiului ABC, L punctul de intersectie a tangentei in A
la cercul circumseris triunghiului ABC cu latura [BC]. Sa se arate ¢ cercul lui Euler al triunghiului
AA’L trece prin centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC.

Solutie (Figura 4.23)

Fie A, piciorul indltimii din A pe dreapta BC, A; mijlocul segmentului [AH], O, centrul
cercuiui lui Euler al triunghiului ABC; [0 A2] este linie mijlocie in triunghiul AOH, deci
014, || OA. Fie {A3}=A’AynAL. Rezulti ci diametrul [A’A3] al cercului lui Euler al triunghiului
ABC este paralel cu OA, deci este perpendicular pe AL, ceea ce Inseamnd cd A, este ortocentrul
triunghiului AA’L. Cum (A’Oy) =(0)A3), se obtine cé cercul lui Euler al triunghiului AA’L trece
prin Oy.

Figura 4.23

9. In triunghiul ABC inscris in cercul € dacd A;. B, C, sunt picicarele inaltimilor pe laturile
[BCL[CA], [AB] si Aj, B3, C; punctele unde razele [OA], [OB], {OC], taie laturile [B’C’], [C’A’],
[A’B’] ale triunghiului median A’B’C’, dreptele AjA3, ByB;, C;Cs; sunt concurente in centrul
cercului lut Euler al triunghiului ABC.

Solutie (Figura 4.24)

Fie A; punctul de intersectie al Figura 4.24
cercului lui Euler cu indltimea HA si Ay
punctul unde OA taie latura [BC]. Punctul A;
se afld la miflocul lui [AA4], deci dreapta
A A; este mediand in triunghiul dreptunghic
AATAL [A2A°] este diametrul cercului Euler
al triunghiului ABC. Rezultd A;Q; mediani
pentru triunghiul dreptunghic A»A|A’ . Dar
dreapta AA, este paraleld cu dreapta A;A°,
deci A’A; 51 A 1O se confundi, Astfel AjA;
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trece prin (1. Analog se demonstreazi cd B B; st C,Cj trec prin O,

10.

Se considerd trei cercuri C(O;R}), €(0;R2), £(03;R3) care au un punct comun H.

LuAndu-le doudi céte doud, se obtin incd trei puncte de intersectie Ae € (0:R)MC (O3:Ry),
B’e QORNNAO5R:) 51 CeC (ORDIMNE (O23R2). Se presupune cd AABC~AQ;0.03. Atunci
R1=R2=R3=raza cercului circumscris triunghiului triunghiului ABC.

Demonstratie.

Se folosesc notatiile din figura 4.25 Patrulaterele O\B,HC;, 0,CHA;, O3AHB; sunt
inscriptibile. Folosind teorema sinusurilor in triunghiurile HA By, HB[C;, HC;A, se obtine
AB=R3sin03, B|C;=R;sin0;, C/A1=R:sin0;, unde cu O, O;, O3 au fost notate misurile
unghiurilor triunghiului 0;0,0; si unde s-a tinut seama de faptul ci triunghiurile A;B,C, si ABC

sunt asemenea, raportul de aseménare fiind %..

Din aseminarea triunghiurilor A;B,C,
st 010,03 rezultd A;B,/0,0,=
=B1C1/0303:C;A[/O301, deci R3SinO3/O[O_2=
=R| sinQ [/0203=R_1_Si1102/0301 .

Aplicdnd teorema sinusurilor in triunghiul
010703, rezultd sin03/0,0>=51n0,/0205=sin
0,/050;4, de unde Ri=Ry=Rj3 si
AABC=A0;0,0,:, decit cercul circumscris
triunghiului ABC are raza egald cu Ry=R;=Rj.
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CAPITOLUL YV
PAGINI DIN ISTORIA MATEMATICII

5.1 Geometria efementari

Pe linie de cercetare, geometria cuprinde, astizi domenii abstracte foarte generale, dar
geometria elementard rimane foarte importanta in invitimant fie prin aplicatiile ei directe diverse,
fie ca o verigd In intelegerea problemelor moderne de teoria spatiilor generalizate, care la randul lor
au aplicatii in tehnica si fizica teoretica.

in 1853, cand J. Grunert a scris articolul T riunghiul, ca anexa la dictionarul (Worterbuch) a
lui Kliigel, numirul teoremelor existente era atit de mare, Tncét s-ar fi putut usor alcitui cu ele o
carte destul de voluminoasa.

Influenfa geometriel proiective asupra manualelor elementare s-a modificat curdnd prin
subimpdrtirea riguroasd a acestora, pentru care avem un foarte bun exemplu in Sistemul geometriei
elementare (Lehrgebdude der niederen Geometrie, Jena, 1844) al lui Bretschneider. Aceste manuale
au cuprins §i o parte din materialul geometriei proiective. K. F. A. Jacobi, care a scris si el o
interesantd privire de ansamblu asupra teoriei triunghiului ( Programm, Pforte, 1825), a introdus in
traducerea sa , care merita i astdzi toatd atentia, a lucririi Elemente de geometrie (Grondberginsele
der Meetkunde, Jena, 1834) a lui van Swinden o multime de teoreme ale lui Carnot, Gergonne si
Steiner, Patrulaterul complet introdus de Carnot (Geometria de pozitie, 1803) si despre care Steiner
a enunfat numeroase teoreme (1827) precum i punctele si axele de aseméinare, diviziunea
armonicd, polii §i polarele cercului etc. folosite de Monge in ,,Geometria descriptivd”, au devenit un
bun al geometriei elementare.

La teoremele dinainte cunoscute s-au addugat multe teoreme noi, descoperite de marii
creatori ai geometriei proiective. Vom mentiona, ca pe un nou domeniu de cercetare, numai
problemele elementare de maxim si minim, iar dintre ele, in special, problemele izoperimetrice.
L Huilier (1782 5i1789) le-a consacrat doud cirti speciale; Legendre a introdus principalele ieoreme
si In ,,Elemente de geometrie”.

Realizdri in acest domeniu le datoriim lui Steiner. El a extins asa numita ,,problemi de
Inchidere” in cazul cind poligonul este inlocuit printr-un anumit sir de cercuri si a generalizat-o
pentru suprafata sfericd §i pentru sectiunile plane ale suprafetelor de ordinul al doilea. Au fost
aplicate in repetate rdnduri transformdrile prin inversele razelor §i proiectia stereografici. Pliicker a
arditat c& ¢i In primul caz se conserva unghiurile. Poncelet a demonstrat in ,, Tratat” ¢ in locul riglei
st al compasului putem folosi numai rigla, daci este dat in acelasi timp si un cerc fix. Aceleasi idei
au fost exprimate intr-o lucrare speciald si de Steiner. Staudt a construit prin aceasti metodi
poligonul regulat cu 17 laturi. Hachette (1804) a cercetat geometric generalizarea problemei lui
Apoloniu despre tangenta cercurilor la patru sfere, pe care Fermat o studiase analitic inca pe la
1640. L. Gaultier a dat, in 1813, solufia completd a problemei lui Apoloniu in plan si in spatiu, cu
ajutorul noilor notiuni introduse de el: axa radicald, centru radical si axe de asemanare.

Gergonne a obtinut (1816) o solutie aseminatoare, Neumann si Steiner (1826) au inlocuit
tangenta cercurilor printr-o intersectie sub un unghi drept.

G. Malfatti (1830) a pus o problemi cu totul noud. Si se afle trei cercuri, astfel ca fiecare



dintre ele si fie tangent la celelalte doud si totodatd la doud laturi ale unui triunghi dat. Malfatti a
dat fara demonstratie solutia algebrici. La aceeasi problema au ajuns (1810-1811) Gergonne si J. E.
T. Lavernéde. Primul care a gasit o constructie adecvata, cu ajutorul trigonometriei, a fost Lehmus
(1819-1820).

in 1826, Steiner a publicat, fira demonstratie, o constructie elegantd, care a dat un impuls Ia
numeroase incerciri de demonstratie.

Despre triunghi si despre proprietifile sale au mai publicat lucrri speciale Crelle
(Berlin, 1816), K. Feuerbach (Niirnberg 1822), I.. Schulz von Strasznicki (Viena, 1827), Ch. Nagel
(Leipzig,1836), K. Adams (Wintertur, 1846) si A. Wiegand ( Halle, 1848). In aceste lucriri si in
articolele publicate paralel cu ele se giseste cea mai mare parte din cea ce se cheamé geometria
modernd a triunghivlui. De o deosebitd celebritate s-a bucurat lucrarea lui Feuerbach, deoarece
»cercul lui Feuerbach™ a devenit un bun al matematici elementare. Acest cerc a fost descoperit inca
Inainte de Poncelet §i de Brianchon (1820-1821), precum si de unii matematicieni englezi. Dar
Feuerbach a enuntat teorema potrivit céreia el este tangent la cercul Inscris in triunghi si la cercurile
exinscrise. De asemenea, au devenit celebre ,perechile de puncte ale lui Nagel”. Tot aici se
incadreazd punctul lui E. Grebe, care, de altfel, nu era nou pe atunci si cdruia i s-a schimbat
numele in cinstea lui E. Lemoine (1873), care a pus bazele noti inflorirt a geometriei triunghiului.

in tara noastri abia la inceputul secolului al XIX-lea a inceput o epoci de pregitire si
organizare a nvatiméntului nafional in general si a celui matematic in special prin scolile de
ingineri ale lui Gh. Asachi la Iasi. In cel de-al doilea sfert al secolului al XIX-lea incep si apard
cirti de matematici in limba roménd, ca , Aritmetica” lui I. Eliade Radulescu tiparitd in 1832
(traducere dupd Francoeur); ,,Algebra” lui Petrache Poenaru; ,,Geometria™ tradusd dupid Legendre
tot de Petrache Poenaru; cértile de matematici ale lui Gh. Asachi, Alexe Marin, Dimitrie Pavlid.

In cel de-al treilea sfert al secolului al XIX-lea incepem si fim consemmnati cu lucrari
originale romanesti de matematici (cum au fost lucriirile lui Emanoil Bacaloglu si N. St. Botez). O
datd cu Inceputul secolului al XX-lea avem epoca de creatie matematici propriu-zisd, perioadd in
care se formeazi o scoald matematicd roméneasca, cunoscuti peste hotare. Intr-un timp relativ scurt
au apérut creatori ca Titeica, Pompeiu §i Lalescu. Pentru epoca in care au trdit si creat, Titeica a
fost un mare geometru, Pompeiu un mare analist, iar Lalescu a excelat in domenii multiple: algebra,
analizi, geometrie.

In istoria matematici in Roménia, Titeica se inscrie ca un mare geometru romén, cunoscut i
in afara térii, care a folosit perfect metodele analitice. El este descoperitorul curbelor ce-i poarta
numele, al suprafetelor S si cercetéitor al refelelor R, cu care a imbogitit domeniul geometriei.

Dimitrie Pompeiu dupé obtinerea titlului de doctor In matematici, s-a intors in tard unde a
fost numit conferentiar, la Universitatea din Iagi, apoi profesor titular la catedra de mecanici
Bucuresti, apoi la catedra de geometrie analitica de la scoala politehnica din Bucuresti apoi Cluj. In
1926 Pompeiu a fost angajat, ca §i Titeica la Sorbona unde au predat cite o luni pe an lectii cu
subiecte din domeniul lucrdrilor sale. Despre el a spus Paul Montel:” il regarde les vieux choses
avec des yeux nouveaux”. Aceasta fiindcd Pompeiu se oprea si asupra problemelor de matematici
elementare pe care le trata din punct de vedere superior. Caz tipic cu teorema sa : Distantele de la
un punct, la cele trei varfuri ale unui triunghi echilateral, sunt laturile unui triunghi.

Diversitatea operei matematice a Iui Lalescu constituie o caracteristicd ce il distinge esential
de alti cercetétori. Traian Lalescu, dupd doctoratul de la Sorbona, merge la Géttingen unde audiazi
cursurile [ui Hilbert apoi se Intoarce in tard si este numit profesor suplinitor la Universitatea din
Bucuresti apoi profesor titular de geometrie analiticd la Scoala de poduri si sosele.

Traian Lalescu a fost matematicianul romin de o for{i de conceptie, spontaneitate si
originalitate rar intdlnite. A fost bine cunoscut si apreciat in striindtate, Prima Iucrare de geometrie:
»Culegere de probleme de geometrie descriptivd $i cosmografie”, realizatdi in colaborare cu
inginerul Stefan Mitre a rezultat din preocupdrile sale de la seminarul de geometrie descriptivid. A
doua lucrare de geometrie este ,,Geometria triunghiului”, al ciirel manuscris a fost terminat in 1916.

»Geometria triunghiului™ constituie o carte de cépéti pentru cei ce vor sd se initieze In
geometria pland. A treia carte de geometrie este intitulatd ,, Tratat de geometrie analitica™.



5.2 Scurt raid in istoria matematicii roménesti

Scoala roméneasci de matematicé este astdzi bine cunoscutd in lumea intreagd. Marturie
stau numeroasele lucriri ale matematicienilor nostri, care apar atit in revistele de specialitate in
limba roménd cdt si peste hotare, in prestigioase reviste internationale. Istoria dezvoltarii
matematicii la noi in tard pune insd in evidentd faptul ci In trecut, activitatea stiintificd s-a
desfisurat in cea mai mare parte datoritd entuziasmului si spiritului de sacrificiu de care au dat
dovadd marii nostri oameni de stiint.

Daca privim ceva mai departe in timp, constatim ca abia in jurul anilor 1814, odati cu
activitatea didacticd a Iui Gheorghe Asachi(1788-1869) si a lui Gheorghe Lazir(1779-1823),
geometria este predatd la noi in limba romfna. Pand atuneci, studiul geometriei se ficea in diferite
scoli particulare in imba lating, greacd sau slavond, fapt care limita considerabil raspandirea acestor
cunostinte in mase.,

Bineinfeles c@ nu existau manuale sau cirfi de geometrie (si in general de matematicd) in
limba romén&. Prima lucrare de geometrie in roméneste a fost traducerea, ,,Elementelor de
geomelrie” aparfindnd cunoscutului matematician si astronom A.M. Legendre (1752-1833)
traducere efectuatd In 1837 de pedagogul iluminist Petrache Poenaru (1799-1875) a cirui activitate
in domeniul organizarii invatimantului national a fost deosebit de importanta,

Un rol major in dezvoltarea invatamantului matematic romdnesc 1-a avut insd Spiru C. Haret
(1851-1912) care ca ministru al instructiunii publice a luat misuri Tn vederea modernizirii
invétdmantului din {ara noastra.

Prin legea de reformd a acestuia din 1898 se didea o atentic deosebiti geometriei,
completindu-se studiul acesteia cu elemente moderne.

Haret a sprijinit in misura posibilitdtilor sale pe tineri matematicieni talentati facilitAndu-le
obtinerea unor burse de studiu in Franta tard care in acea perioadd dispunea de o pleiadd de
eminen{i matematicieni si de institute de Invatiméant superior de buni calitate.

Anul 1895 se inscrie in istoria culturald a férii noastre ca un an cu o deosebitd semnificatie,
un grup de pasionati ai matematicii, si anume inginerii Vasile Cristescu, Ion lonescu, A.G.
loachimescu precum si matematicianul Gheorghe Titeica, infiinteazii o revistd de matematici
elementare ,, Gazeta matematica™ revistd ce avea si devind o adevirati scoald pentru generatii
intregi de iubitori ai acestei stiinte. ,, Gazeta matematici ,, reuseste in scurt timp si-si creeze o faimi
si dincolo de hotarele {drii datoritd seriozititii cu care erau abordate diferite aspecte ale
Invitimantului matematic.

Toti marii nogtri matematicieni si-au fiicut ucenicia in paginile acestei reviste.

Adversitdfile diferitelor perioade istorice {primul si cel de-al doilea rdzboi mondial, criza
economicd a anilor 1929-1933), n-au reusit sé-si lase amprentd asupra ,, Gazetei matematice”,
tocmai datoritd spiritului de sacrificiu al celor ce s-au consacrat bunului mers al vietii acestui
adevirat for de cultura.

Geometria triunghiului a ocupat un loc insemnat in tematica ,, Gazetei matematice”. In anul
1901 se Infiinteazi o editurd a ,,Gazetei”, In care au vazut lumina tiparului numeroase culegeri de
probleme printre care si cunoscuta Culegere de Probleme de Geometrie a lui Gheorghe Titeica,
piatra de incercare a tuturor tinerilor pasionati de geometrie.

In anul 1909 se infiinfeazi ,, Societatea Gazeta Matematicd” care de-a lungul anilor reuseste
sd grupeze oameni de diferite profesiuni: ingineri, ofiteri, profesori din Invitiméantul mediu sau
universitar, care s-au dedicat printre altele raspandirii cunogtintelor matematice in special in randul
tineretului.

Modelul ,,Gazetei matematice” a fost molipsitor. in diferite colturi ale térii au inceput sa
apard ,, foi” matematice care se inspirau din modul de organizare si lucru al ,,Gazetei matematice”.
Un loc important printre ele — si de fapt singura care a supravietuit- prin atingerea nivelului calitativ
al ,,Gazetei” a fost ,, Revista Matematici din Timisoara™ al cirei ctitor a fost Traian Lalescu.
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5.3. Contributiile matematicienilor roméini la dezvoltarea geometriei
5.3.1 Traian Lalescu

In istoria matematicii din {ara noastr, Traian Lalescu reprezintd un creator de o diversitate
rard, un mare animator al generatiei sale de matematicieni, un om dotat cu mare putere de munca si
inteligentd scanteictoare, un profesor fnzestrat cu deosebit talent pedagogic. Viata relativ scurtéd a
lui Lalescu (47 de ani) a fost plind de dragoste pentru matematicd aga cum reiese dintr-o scrisoare,
adresatii profesorului sau Ion lonescu: “sa-fi urmezi adevirata chemare pentru stiinta céreia vrei si-i
dedici toate puterile tale de muncd “, a murit cu sufletul neimpécat ca lasd in urma lui cei doi biieti
si doud fete singuri a caror mama murise cu mulii ani fnainte. Lalescu a ajuns cunoscut prin teza sa
de doctorat "Sur I’éguation de Volterra", iar de circulatie mondiald matematici a ajuns in 1912 prin
lucrarea sa de sintezi "Introduction & la théorie des equations intégrales", prima lucrare de sintezi
de valoare din noul domeniu al ecuatiilor integrale, apdrutd inainte de lucrarea lui Hilbert cu acelasi
subiect.

Traian Lalescu a fost continuu In vibratie, vesnic speculativ, mereu indreptat spre alte
frumuseti nebdnuite. Nu s-a fixat intr-un anumit domeniu matematic, Lalescu a atacat orice
problema matematica noud, diversitatea operei matematice a lui Lalescu constituie o caracteristicd
ce il distinge esential de alti cercetatori. In creatia sa matematici Lalescu a avut totdeauna
preocuparea de a da substania , esenta problemei atacate, elimindnd totdeauna tot ce poate i
accesoriul.

Traian Lalescu s-a niscut la 12/24 iulie 1882 in Bucuresti, ca fiu al modestului functionar
Traian Lalescu ,care pe atunci lucra la Banca Nationald a Roméniei, si al sofiei acestuia ,Maria.
Tatil lui Lalescu era bandtean din Cornea, mama sa transilvineancd. Lalescu a avut o sord Cornelia
.51 un frate, Tudor. Studiile primare le-a facut la Bucuresti ,primele doud clase gimnaziale la
Craiova, iar clasele a IIl-a si a [V-a la Roman. Clasa a V-a a ficut-o la Liceul internat din lasi. In
liceu, ca si in gimnaziu, Lalescu a fost totdeauna premiantul I al clasei si premiantul de onoare al
scolil. Chiar din clasa a VI-a a liceului, ajunge corespondent la “Gazeta matematica” .

Profesorul siu de mai tarziu, inginerul fon lonescu, relateaza despre Lalescu ca “Intrarea lui
in rindul corespondentilor “Gazetei matematice “ nu s-a ficut ca de obicei, Tn mod timid, lent,
progresiv, ci deodatd, intens, la maximum posibil. A fost un caz unic de aparifie la “Gazeta
matematicd®, de activitate prodigioasd a unui tdndr licean! “. Dupi terminarea liceului, in toamna
anului 1900, Lalescu a dat examen de admitere la Scoala de poduri si sosele din Bucuresti, reusind
primul. In anul preparator al scolii, studentii nu aveau intrefinere gratuitd. Aceasta o obtineau dupi
ce intrau in anul I. Din lipsd de mijloace pentru intretinere, Lalescu a voit la un moment dat s se
retragd din anul preparator si si se Intoarcd la Iasi, la familie, spre a urma acolo matematicile.
Atunci profesorul Andrei loachimescu i-a asigurat gratuit, masa si casa un an intreg.

Dupi terminarea anului preparator, la intrarea in anul I de studii a reusit de asemenea
primul. La aceastd gcoald a urmat trei ani, pind in anul 1903, cand se retrage §i trece definitiv la
Facultatea de stiinte a Universitatii din Bucuresti, sectia de matematica, unde are ca profesori pe
Gheorghe Titeica, Spiru Haret, David Emmanuel, Nicolae Coculescu si Andrei loachimescu. In
timp ce era student a functionat si ca suplinitor de matematici la Institutul Pompilian.

La 17 iunie 1903 {si ia cu calificativul “foarte bine * licenta in matematici i obtine, reusind
primul, o bursd “Vasile Adamachi”, pentru studii la Sorbona. La Paris audiaza in special pe Emile
Picard, Henri Poincaré si apoi isi trece din nou licenta in matematici, iar mai tarziu, la 28 februarie
1908, 1si trece doctoratul in matematici, in fata unei comisii prezidate de Emile Picard. La Paris,
Lalescu traia exclusiv In mediul matematie, urmarind conferinte, cursuri si seminarii §i studiind in
special In Biblioteca nationald. Teza de doctorat in matematici a lui Lalescu, publicata in “Jurnal de
mathématiques pures et appliquées” din Paris, a avut ca subiect ecuafia lui Volterra, Lalescu
simplificd si aratd cii studiul unei asemenea ecuatii se reduce la studiul unei ecuatii diferentiale
liniare de ordin infinit si  ajunge si deducd proprietafile ecuatiilor integrale Volterra din
proprietitile ecuatiilor diferentiale liniare.

85



Precizia rezultatelor din teza lui Lalescu a impresionat atit de mult lumea matematica, incét
cunoscutul profesor sorbonist si matematician francez Eduard Goursat s-a servit chiar in anul
aparitiel tezei (1908) de rezultatul lui Lalescu, intr-un memoriu fundamental. Iar mai tarziu Goursat
citeazd teza lui Lalescu, in cursul sdu de renume mondial, intitulat "Cours d’ Analyse
mathématique".

Dupa doctoratul de la Sorbona, Lalescu trece in vara si toamna anului 1908 si Inceputul
anului 1909 la Gottingen, unde profesau pe atunci Felix Klein, David Hilbert, Minkovski si
Zermelo. De la Gottingen, Lalescu se Tntoarce in tard, unde functioneazi ca profesor de matematici
la gimnaziu din Giurgiu pana in 1910, A fost numit la 29 ianuarie 1909 si profesor suplinitor de
analizd si elemente de mecanicd la Facultatea de stiinte a Universitdtii din Bucuresti. La 26 iunie
1909 isi trece la Universitatea din Bucuresti examenul de docentd, cerut pe atunci pentru cei din
invitdmantul universitar. Ca docent a tinut un curs de ecuatii integrale, materie noud, care deschidea
noi orizonturi de cercetéiri $i in care Lalescu a fost un creator.

La 1 aprilie 1910, Lalescu a fost numit conferentiar de algebrd superioard la Universitatea
din Bucuresti. De asemenea, din octombrie 1910 si pand In 1912 a functionat ca asistent al
profesorului Emil Panprati la catedra de geometrie descriptivd de la Facultatea de matematica a
Universitétii bucurestene.

La 1 aprilie 1911 Lalescu este numit profesor titular de geometrie analiticd la Scoala de
poduri si sosele, ca succesor al lui Spiru Haret, catedrdi la care a continuat sd predea si dupa ce
aceastd ilustrad scoala se transforma in Scoala politehnicd din Bucuresti; aict a functionat Lalescu in
continuare pini la moartea sa.

In 1920, Lalescu convinge Ministerul Lucrérilor Publice si infiinteze o Scoala politehnica si
la Timisoara. Scoala se infiinteaza, iar Lalescu este primul director (rector) al acesteia, predand ca
titular la catedra de analizi matematicd si suplinind §i catedra de electricitate, fird insd a-si
abandona catedra de geometrie analiticd de la Scoala politehnicd din Bucuresti, sau algebra
superioard §i teoria numerelor de la Universitatea din Bucuresti.

Dupa un an, supra-ocupat cu activitatea didacticd de la Bucuresti, Lalescu renuntd definitiv

la catedra s1 rectoratul de la Timigoara. Predd in continuare numai la catedrele de la Politehnica din
Bucuresti si la cele de la Universitatea din Bucuresti.
. In 1927 riceste si contracteazi o dubli pneumonie. Este grav bolnav toatd toamna Iui 1927.
In ianuarie 1928 pleacd la Nisa, apoi la Paris pentru a se vindeca. Cand isi di seama Insé ci nu mai
existd sanse de vindecare, se intoarce in tard la 1 iunie 1929, Moartea 1l surprinde apoi, la 15 iunie
1929, in plind vigoare a creatiei stiinfifice cdnd, Incd nu implinise 47 de ani.

Dupé moartea lui Lalescu au rdmas patru copii orfani: Nicu, Traian, Mariana si Florica.

in creatia matematici a lui Lalescu se disting preocupiri privind teoria numerelor si algebra,
geometria, calculul vectorial si tensorial, seriile triponometrice, analiza matematicd, mecanica,
electricitatea.

In materie de geometrie, Lalescu a inceput si publice de pe timpul cind era licean; la
Inceput articole de geomefrie purd, apoi de geometrie analitici sau de geometrie descriptivd. S-a
ocupat de cercul ortocentroidal, de conice, cuadrice, teorema lui Poncelet, dreapta lui Simson,
puncte duble ale figurilor asemenea, ortopolul, teorema i Lemoine, triunghiurile S (numite astfel
chiar de Lalescu; ar trebui sa le numim triunghiurile Lalescu). In acest domeniu a publicat si trei
lucrdri didactice, de valoare pedagogicd, si anume: Culegere de probleme de geometrie descriptiva
si cosmografice, realizatd in colaborare cu inginerul Stefan N. Mirea, fost profesor la Arhitecturd
(apirutd in “ Biblioteca Gazetei matematice”, in 1914). Aici Lalescu a scris partea privind
geometria descriptivd, iar Mirea partea privind cosmografia. Lucrarea aceasta a lui Lalescu a
rezultat din preocupdrile sale de la seminarul de geometrie descriptivé, unde era asistentul onorific
al profesorului Emil A. Pangrati. Partea scrisd de Lalescu a aparut in editia a II-a in 1935, in
publicatiile aga numitului Institut matematic scris.

A doua lucrare de geometrie este Geometria triunghiului, al cirei manuscris a fost terminat
in 1916. Lalescu a revizuit mereu acest manuscris. Cand s-a intors in tard la

1 iunie 1929 din Franta, unde plecase pentru eventuala vindecare, aducea cu el si acest

86



manuscris. Manuscrisul trebuia sd fie publicat in “Biblioteca Gazetei matematice™. Lalescu a
decedat imediat Insa, iar manuscrisul sdu a ajuns la fostul séu asistent de la Universitatea N. Raclis,
care l-a publicat in limba franceza (cum 1l redactase Lalescu ,cu titlul La Gedmétrie du Triangle) si
cu mentiunea “editia a II-a, desi nu se cunoagte sa fi existat editia I.

A treia lucrare didacticd de geometrie este intitulatd ,,Tratat de geometrie analiticd™ si a fost
tipdritd in patru fascicule: I —Dreapta si plan; II - Conice; III - Cuadrice; IV- Aplicatii geometrice
ale calculului infinitezimal. Prima fasciculd a aparut in 1920, celelalte intre 1922 si 1927.

Lalescu s-a preocupat si de calculul vectorial si tensorial si desi n-a publicat monografia
proiectatd, in schimb a publicat céteva capitole privind mérimile scalare, vectorii sau tensorii, cum
si o introducere despre calculul tensorial (1923).

[n problema seriilor trigonometrice Lalescu a scris o serie de memorii in care face o legatura
intre natura acestor serii $1 teoria ecuatiilor integrale, studiaza functiile liniare periodice si introduce
pentru prima datd functiile poligonale periodice.

Lalescu a tinut frumoase conferinte publice la ,Fundatie”, dupd 1921 despre Teoria
relativititii restrnse si generalizate a lui Albert Einstein. Preocupat de istoricul matematicilor in
tara noastrd, Lalescu a tipdrit, dupd cursul facut de Gheorghe Lazar la Colegiul Sfintul Sava,
Trigonometria cea dreaptd a acestuia si a scris si o serie de articole din domeniul istoriei
invitdmantului matematic roménesc.

Cel de-al treilea initiator necontestat al scolii matematice romane si-a preumblat imaginatia
creatoare matematicd, cu aceeagi dezinvolturd, in toate domeniile matematice. Este tot atét de
perfect algebrist, geometru, analist si chiar fizico-matematician. Nici un matematician romén din
primii 30 de ani ai secolului al XX-lea n-a fost preocupat mai mult ca Lalescu de a pune
matematicile pure in slujba matematicilor aplicate.

in toate domeniile atacate, Lalescu ne-a lisat perle matematice.

Diversitatea operei matematice — matematici purd si matematici aplicatd — 1l caraclerizeazi
net pe Lalescu.

5.3.2 Simion Stoilov

Simion Stoilov s-a néiscut la Bucuresti pe 2 septembrie 1887 a fost doctor in matematici la
Sorbona. Profesor la Universitatea din Cerndu{i, la Politehnica din Bucuresti $1 In continuare, la
Universitatea din Bucuresti. A condus timp de 13 ani Institutul de matematicd din Bucuresti chiar
de la infiintarea acestuia in anul 1949, a fost rector al Universitdti bucurestene, ambasador al
Romaéniei in Franta. A fost membru de onoare al Societitii matematice a Belgiei; de asemenea, a
fost membru in comitetul de redactie al revistei "Compositio mathematic” din Amsterdam.

Cercetérile de Inaltd valoare stiintificd ale lui Simion Stoilov privesc teoria ecuatiilor liniare
cu derivate partiale, teoria multimilor unde a stabilit $i o teoremi care 1i poarti numele, teoria
topologicd a functiilor analitice si teoria functiilor de o variabild complexd - aici introducind
notiunea de transformare si echivalentul topologic al functiilor analitice, a formulat cel dintéi
notiunea de spatiu de acoperire a unui spatiu topologic si a definit noi clase de suprafete
riemanniene: suprafetele Iversen-Stoilov si suprafetele normal exhaustibile (incepand cu 1938).

A elaborat lucrédri referitoare la istoria si filozofia matematicii, la relatiile ei cu celelalte
domenii ale culturii. In decembrie 1955 profesorul si matematicianul roman Simion Stoilov, fiind la
Paris, a invitat pe batrdnul sdu dascal Jacques Hadamard si pe Arnaud Denjoy ca sa participe din
partea matematicienilor francezi la al IV-lea Congres al matematicienilor romaéni, care s-a {inut pe
urma la Bucuresti Intre 27 mai §1 4 iunie 1956.

fn momentul invitatiei, Hadamard avea 90 de ani trecuti, iar Denjoy 71 de ani. Denjoy a
raspuns putin pesimist: “Sa vad daca voi trii panad atunci: particip dacd imi permite sinatatea”.
Hadamard Insa a rdspuns categoric si voios:” La Congresul de la Bucuresti vin, vin sigur!”. $i intr-
adevér, Hadamard a participat( a luat parte de altfel si Denjoy) si a fost una dintre surprizele placute
ale Congresului matematicienilor roméni. Ce poate fi mai indltator decét si vezi pe un om de 91 ani
cil prezideaza la sedinte comune de comunicéri, ci participa la discufii matematice gi pune Intrebéri
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tulburatoare sau ia cuvantul (fard sa citeascd), In numele Frantei eterne si glorioasei matematici
franceze.

Simion Stoilov, fiu al colonelului Stoilov, ofiter sarb refugiat in tara noastrd, ajuns general
in armata lui Alexandru loan Cuza. Studiile universitare le-a ficut la Paris, la Universitatea
Sorbona, unde i-a avut ca profesori pe Emile Picard, Henri Lebesque, Emile Borel, Edouard
Goursat, Jacques Hadamard. Licenta si-a luat-o in 1910 cu o lucrare asupra structurii functiilor
analitice si aplicarea acestora In rezolvarea problemelor la limitd pentru ecuatii cu derivate partiale.

Lucrarea de doctorat a fost sustinutd tot in Franfa, §i, asa cum a recunoscut chiar Simion
Stoilov, perioada studiilor pariziene a avut o influentd reald si adéncd asupra formdrii si evolutiei
gandirii sale gtiinifice. Relntors in tard, participd la campaniile din Dobrogea si din Moldova, in
primul razboi mendial.

A fost profesor, din 1919 pand in 1921, la Facultatea de Stiinte a Universitatii din lasi, unde
isi trece examenul de docentd. Conferentiar pe probleme de analizd matematicd la Facultatea de
Stiinte a Universititii din Bucuresti este numit Ia data de 12 decembrie 1921, iar la 1 aprilie 1923
este numit profesor titular de teoria functiilor §i algebr@ superioard la Universitatea din Cernduti,
unde a indeplinit in doud randuri si functia de decan al Facultdtii de Stiinte.

De la Cernauti trece, in 1939, profesor de analiza la Politehnica din Bucuresti, iar in 1941,
ajunge la catedra de teoria functitlor a Universitatii din Bucuresti, unde a activat pini la sfarsitul
vietii, In 1961 mai 4. A sustinut in {ari §i peste hotare numeroase conferinte stiintifice. in colaborare
cu fizicianul roman Alexandru Proca, Simion Stoilov §i — a scos un memoriu rezumativ al
conferintelor sale in 1932 cu titlul” Proprietiile topologice ale functiilor analitice de o variabild™.

Ca o recunoastere a meritelor sale gtiintifice a esteticii creatiei sale, lui Simion Stoilov i s-a
decernat Premiul de Stat in anul 1958, De altfel datorita profunzimii teoretice a operei sale si a
spiritului sdu enciclopedic Simion Stoilov a fost comparat cu marele matematician David Hilbert,
profesor al Universitatii din Géttingen.

5.3.3 Gheorghe Titeica

S.a niscut la Turnu Severin 4/16 octombrie 1873 ca fiu al lui Radu Titeica si al sotiei
acestuia Stanca. Gheorghe Titeica n-a avut frati; a avut Insa trei surori. Inainte de 7 ani a urmat la
o gradinitd germand de copii, unde incepuse sd inveie nemfeste. Scoala primard si liceul l-a urmat
la Craiova (1885-1892), unde a fost bursier si intern. La Craiova a avut ca profesor de matematici
pe G. P. Constantinescu, tatil cunoscutului om de stiintd roman Gogu (George) Constantinesct,
creatorul teoriei sonicititii, mare inventator in acest domeniu.

Inca din liceu Titeica a manifestat aptitudini pentru matematici !. Era premiantul [ al clasei,
exceptional la toate materiile predate, dar se remarca in special la matematici. Pentru acest motiv
avea casa §i masa asigurate ca intern, iar incepdnd cu clasa a IT-a a obtinut si bursa “Eufrosin
Poteca”. In vacantele de vard pe care §i le petrecea la Turnu Severin medita liceeni, ajutdndu-si
parintii cu banii obtinuti.

La terminarea liceului, la examenul de bacalaureat dat la 1 septembrie 1892, a excelat §i a
atras atentia examinatorilor. In 1892 a dat examen de intrare in cunoscuta Scoald normald
superioari de la Bucuresti condusd de literatul Alexandru Odobescu. A urmat la Universitatea din
Bucuresti, la Facultatea de Stiinte, sectia de matematici, avand ca profesori pe Spiru Haret, David
Emmanuel, Constantin Gogu, Dimitrie Petrescu si generalul lacob Lahovary.

Trei ani dupi intrarea in universitate, in iunie 1895, isi ia licenta in matematici, iar in
noiembrie acelasi an, Titeica este numit profesor suplinitor de matematici la seminarul Nifon. In
1896 se prezintd la examenul de capacitate pentru profesorii de matematici din invatimantul
secundar, obtinand post la Liceul Vasile Alecsandri din Galafi. Aici insd n-a profesat, deoarece la
inceputul toamnei, In 1896, pleacd la Paris, fird bursd, numai cu salariul ce-i revenea de la catedra
din Galati.

La Paris Titeica raméne trei ani, ludndu-si din nou licenta in matematici, in iunie 1897
(reusind primul dintre toti licentiatii francezi si stréini), isi prepard apoi teza de doctorat in
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matematici, pe care o sustine la 3 junie 1899,

Despre viata din Scoala normald superioaré din Paris i cum s-a comportat aici Titeica,
matematicianul francez Henri Lebesque a scris un articol intitulat Gheorghe Titeica si Scoala
normali superioard. In revista” Natura™ din 1940 se giseste un articol al matematicianului francez
Poul Montel, intitulat Titeica gi Franta, in care se remarcd simpatiile Invatatului nostru pentru
aceastd {ard, unde si-a ficut studiile sale strilucite si a publicat majoritatea memoriilor si tucririlor
de sirictd specialitate.

Titlul tezei de doctorat In matematici este ,,Sur le congruences cycliques et sur les systhémes
triplement conjuquées”. Subiectul este inspirat din lucrarile profesorului siu Darboux asupra
sistemelor de coordonate curbilinii din spatiu cu trei dimensiuni forménd un sistem triplu conjugat.
La virsta de 27 de ani, a fost numit profesor la catedra de geometrie analiticd si trigonometrie
sferici, la care fusese titular profesorul sdu Constantin Gogu.

Lectiile Ini Titeica, atfit cele de Ia universitate, cit si cele extrauniversitare, in scopul
formérii gustului auditorilor pentru stiinta, al obtinerii increderii publicului pentru opera de creatie
stiintificd roméneascd, erau magistrale. La 15 mai 1913, la vérsia de 40 de ani, Gheorghe Titeica a
fost ales membru titular al Academiei Roméne, In 1922 este numit vicepresedinte al sectiei
stiintifice a academiei, in 1928 vicepresedinte al academiei; in 1929 a ajuns si secretar general al
acestel institutii, avind o contribufie importanti in organizarea si administrarea academiei.

Datoritd lucrdrilor sale de geometrie diferentiald publicate in diferite periodice de
matematici, Titeica ajunsese cu timpul atit de cunoscut in lumea matematici mondiald, incét, la
congresele internationale de matematici de la Toronto ( Canada) din 1924, la cel de la Ziirich din
1932 si la cel de la Oslo din 1936 a fost ales presedinte al secfiei de geometrie, cinstea cea mai
mare pe care o putea aduce {arii invifatul nostru matematician. Intre 1919 si 1923 a fost decan al
Faculiafii de stiinfe de la Universitatea din Bucuresti, iar dupd 1920 presedinte al comisiei roméne
din lnstitutul international de cooperare intelectuald la Societatea Natiunilor( Geneva).

In trei randuri (1925,1930 si 1937) a tinut lectii ca agreat [a Facultatea de stiinte din Paris, la
Sorbona. In 1930 este ales membru corespondent al Academiei de Stiinte din Liége (1934), membru
la Societas Scrintiarum Varsoviensis (1933), iar In 1934 este proclamat Doctor honoris causa al
Universitétii din Varsovia.

Despre conferintele {inute la Sorbona ca profesor agreat, matematicienii Paul Montel si
Arnaud Denjoy au mentionat, la primul Congres al matematicienilor roméni tinut la Turnu Severin
in 1929, ci: ,, Universitatea franceza se simte foarte onoratd ci numird printre profesorii sai, pe
savantii roméni, Titeica si Pompeiu”.

Gheorghe Titeica a fost in multe randuri presedintele ,, Societdtii matematice din Romania”,
pregedinte al ,, Societdfii roméne de stiinte”, presedinte al ,” Asociatiei roméine pentru inaintarea si
raspindirea stiinfelor ,, vicepresedinte al ,, Societitii politehnice din Roméania” (1931-1939) si mult
timp membru in Consiliul superior al Instructiunii Publice ( numit in 19053).

Dupa 1919 Titeica a contribuit mult la organizarea Universititii romane din Cluj. Din 1927,
in afard de profesor la Universitatea din Bucuresti, Titeica trece profesor la Scoala politehnica din
Bucuregti, pentru analiza matematicd, functioniind la ambele stiinte pini la moartea sa, care a
survenit {a 5 februarie 1939, dupi o boald care-1 tinuse la pat din noiembrie 1938.

Titeica a dat Invatamantului universitar roménesc si trei copii, tofi trei profesori universitari:
Radu( niiscut in 1905), Gabriela (ndscutd in 1907) si Serban (niscut in 1908).

In geometria diferentials proiectivi si afind Titeica este creator de drumuri noi. Este chiar
considerat §i de matematicienii straini ca un procursor in domeniul geometriei diferentiale afine.
Dupd studiul suprafetelor S, suprafetelor Titeica, marele nostru matematician a ajuns la
descoperirea curbelor care-i poarti numele, curbelor Titeica. In ultimii ani ai vietii Titeica se
preocupa in special de geometria curbelor. In memoriul ,,Mouvements & un parametre dun solide”,
Titeica studiazd geometria migcarilor cu un parametru pentru un solid.

O parte importantd din activitatea lui Titeica a fost Indreptata in directia cultivirii interesului
pentru stiinfele matematice. A lucrat la *“ Gazeta matematici” timp de un an, pina in 1896 cind a
plecat la Paris, spre s-si trece doctoratul in matematici. Dupd anul 1899, Titeica a devenit unul
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dintre redactorii importanti ai gazetei, preocupandu-se In special de probleme de geometrie puri si
geometrie analiticd. In ,, Gazeta matematica” Titeica a publicat 34 de articole, 18 note si a propus
121 de probleme. De asemenea, in ,, Biblioteca Gazetel matematice” a publicat: Culegere de
probleme de Aritmeticd, Geometrie §i Trigonometrie, Culegere de probleme de Mecanici si
Geometrie analiticd, Vocabular matematic, volumul IX ; Culegere de probleme de Geometrie,
volumul X, Culegere de probleme de Geometrie analiticd, partea I ;11 . In afard de 96 de memorii,
opera stiinfifici a lui Titeica cuprinde doud volume de mare valoare, unul intitulat ,,Géométrie
différentielle projective des réseaux”, celilalt intitulat ,,Introduction 2 la Géométrie différentielle
projective des courbes” publicat in 1931,

In istoria matematicii in Roménia, Titeica se inscrie ca un mare geometru romén, cunoscut i
in afara fdrii, care a ménuit perfect metodele analitice. El este descoperitorul curbelor ce-i poarti
numele, al suprafetelor S aritate ci sunt sfere afine si cercetitor al retelelor R, cu care a imbogjtit
domeniul geometriei.

5.3.4 Dimitrie Pompeiu

Matematician roman nascut la Dimacheni-Dorohoi 22 septembrie 1875. Dupi ce a obtinut
diploma de institutor (in care calitate a $i profesat cdtiva ani), si-a ficut studiile universitare la
Sorbona, unde a luat doctoratul pe baza unei teze care a stArnit senzatie si admiratie in lumea
matematicd. A fost profesor la Universitatea din Iagi, apoi la Universitatea din Bucuresti si, un
anumit timp, la Politehnica bucuresteand. A fost membru al Academiei Romaéne; Universitatea din
Vargovia i-a conferit titlul de doctor honoris causa. A luat parte activii la miscarea democratica
pentru pace, a fost director al Institutului Roméin pentru relatiile culturale cu strainitatea.

Activitatea sa gtiintifici s-a desfasurat in domeniul teoriei functiilor §i al calculului
functional, unde, printre cei dintdi, a aplicat teoria moderni a multimilor - introducind in 1905
functiile cei ii poartd numele, descoperind in 1912 importanta notiune de derivata arcolari. De
asemenea, a adus contributii la caleulul diferential si integral, In geometria sinteticd; a fost
preocupat de fundamentele mecanicii, facind cercetdri asupra principiului lui D'Alambert.

Pe linga numeroasele memorii originale publicate In revistele de specialitate din tara si in
mai toate tdrile unde cultura matematica a fost mai dezvoltatd, Dimitrie Pompeiu a fost si al unor
manuale gcolare. Are multe memorii privind fundamentele mecanicii, sau probleme frumoase de
geometrie. Teorema sa de geometrie elementard: ,distantele de la un punct la cele trei varfuri ale
unui triunghi echilateral sunt laturile unui triunghi” a dat prilej mai tArziu lui Dan Barbilian si scrie
un memoriu. §i tot Pompein a enuntat primul ¢d trapezul, care are baza mare de trel mai mare ca
baza mici, are varfurile sale pe o parabola.

in toats creafia matematicd a lui Pompeiu, chiar cind avem de-a face cu prezentiri
axiomatice, se observa simplitate si aleasi ordine artistica.

Dimitrie Pompeiu, creatorul functiilor care poartd in prezent numele siu, creator al
instrumentului de cercetare numit derivata areolard, cu contributii importante in teorema cresterilor
finite, Tn domeniul ecuatiilor functionale si 1n cel privind fundamentele mecanicii, este un mare
analist romén de reputatie mondiald, analist inzestrat cu o intuitie de geometru.

5.3.5 Dan Barbilian

S-a ndscut la CAmpulung - Muscel pe 12 august 1961; matematician si poet roman. A studiat
la Facultatea de $tiinte din Bucuresti, la Géttingen, Tiibingen si Berlin; a obtinut doctoratul in
matematica la Universitatea din Bucuresti, unde a §i profesat tot timpul vietii sale. A fost membru al
,» Deutsche  Mathematische Vereinigung”.

S-a afirmat prin valoroase cercetdri privind fundarea axiomaticd a geometriei; a publicat
lucréri din domeniul algebrei §i teoriei numerelor, remarcabile prin originalitatea lor. Din studiile
asupra metrizarii anumitor multimi, au apdrut incepind cu 1934 notiunea de signaturd (care
inlocuieste pentru grupurile transfinite pe aceea de ordin) si notiunea de A-derivatd in 1950. A avut
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preocupdri de axiomatizare a mecanicii clasice; este matematicianul care a adus o pretioasd
contributie geometriei elementare.

Dintre geometrii roméani Dan Barbilian, mergénd pe drumul programului de la Erlangen al
lui Felix Klein, a trecut dupd 1933 la fundarea grupal-teoretici a geometriei; si pornind de la
studiul lui Hilbert (Bazele geometriei), s-a ocupat de fundamentarea axiomatici a acestei discipline.
Dan Barbilian, inspirat de lucrarile gi cursurile lui Emmanuel, a redactat teza de doctorat in
matematici intitulatd: Reprezentarea canonicd a adundrii functiilor ipereliptice, in care, utiliznd
teorema restului din teoria seriilor liniare, pe o curbd algebricd de gen 2, obtine teorema de
inchidere a lui Otto Staude, pentru elipsoizii omofocali, precum si teorema lui Felix  Klein, pentru
suprafata lui Kummer, generalizind aceste doud teoreme. De alifel, Dan Barbilian, in: “La
periodicité des opérations commutatives” precum si in “Axiomatische Begriindung der Abelschen
Theorems in Grossen”, se preocupi tot de geometrie algebricd, referindu-se la teorema lui Abel din
teoria functiilor abeliene si axiomatizarea In teoria varietatilor abeliene folosind o tratare algebrici.

Ocupéndu-se de structurile metrizate, Barbilian a generalizat conditiile pentru identificarea
intr-o structurd o submulfimii care s& fie un spatiu distanfat; a dat cu aceasti ocazie o generalizare a
teoremei de extremum a lui Dedekind asupra lanturilor principale in structurile modulare. Barbilian
s-a ocupat i de teorema finititudinii a lui Hilbert ("Endlichkeitssatz") pentru o caracteristici nenul,
stabilind ¢i numai invariantii de pondere inferioard unei anumite margini se exprimi rational prin
baza liniard finitd de toti invariantii; orice formatie de pondere superioari acestei margini sau banal
nuld, sau reprezintd o syzigie (reuniune). Generalizind conceptul de nilpotentsi, Barbilian a studiat
grapurile fard torsiune ale lui A. I Maltev si a ajuns sd construiascd radicalul periodic ca o
generalizare a nilpotentel, in care ipoteza normalizatorului nu mai este verificati in mod necesar.

intre anii 1945 si 1952, Barbilian s-a ocupat intens de critica teoremei Jordan-Hélder; a
publicat memorii privind normalitatea unitari si teorema lui Dedekind pentru normalitatea B sivy; a
modificat unele trisituri ale normalitétii lui Uskov §i a demonstrat, prin inductie transfinitd, lema
lui Zassenhaus. Barbilian a ardtat ca cele doud tehnici (Kuros-Zassenhaus si Schreier) corespund la
doud conceptii diferite. El a precizat ¢i pentru anumite normalititi, apartinind lanturilor bine
ordonate, teorema rafindrii nu poate fi stabilitd decat dupi schema originari a Iui Schreier, daci
lema lui Zassenhauss nu mai este daté aprioric.

fn teoria lui Galois se stie ci teorema lui Lagrange asupra rezolventelor este o teorema fara
reciprocd; Barbilian a demonstrat aceastd reciprocd, folosind notiunea de adjunctie critici introdusi
de Artin.

Tot Barbilian a supus unui studiu critic aprofundat prima teorema a lui Galois pe care,
abstractizind-o, o considerd valabild pentru extensiuni necomutative. Generalizind notiunea de
derivald grupald, introducénd notiunea de A — derivata ordinar sau A-derivata. El are de asemenea
un memoriu, un memoriu care priveste teoria generald a conexiunilor galoisiene, tratind despre
solufia exhaustivd a problemei lui Steintz. Wolfgang Krull, seful scolii germane de algebra
moderni, diandu-si seama de importanta descoperirii lui Barbilian, a scris articolul: “Uber einen
neuen Normalititsbegriff” in care foloseste memoriul lui Barbilian, accentudind asupra notiuni de
corp normal datd de Barbilian. Un ultim memoriu al Iui Barbilian, publicat postum, priveste
rezolvarea abstractd prin radicali §i fixeazd in detaliu notiunea de radical si notiunea de derivata
grupali.

Stiménd §i admirdnd pe poet, s& intelegem méandria si mai mare inci a lui Barbilian pentru
ceea ce a fdcut In matematicd. Opera sa matematicd s-a Inscris deja in edificiul viu al matematicii,
este durabila §i fard a avea pretentia la popularitatea dobandita in celdlalt gen in care Barbilian s-a
exprimat, ne inspird, un addne sentiment pentru unul dintre cei mai mari matematicieni pe care i-am
avut.
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5.3.6 lon Ionescu

lon Ionescu s-a nidscut la 22 noiembrie 1870 In citunul Stoienoaia, comuna Creta-Lesile,
Iifov si a decedat la 17 septembrie 1946, in Bucuregti. Aga cum scrie singur in testamentul publicat
in ,, Gazeta matematici”, clasa I primard a ficut-o la scoala din citunul Petrichioaia si partial la
scoala primard din Cérbunesti; clasele a II-a; a Ill- a; a [V-a le-a urmat la Scoala primara numaru! 1
de Rogu din Bucuresti. Dupd cursul primar a intrat la o scoald comerciald din Bucuresti, unde prin
concurs a obtinut o bursd. La vérsta de 19 ani a dat concurs de admitere Tn anul preparator al Scolii
nationale de poduri si sosele unde a reusit cu distinctie. In aceastd scoala a ficut studii strilucite. in
Gazeta matematicd, Ion Ionescu a propus 626 de probleme dintre care 276 de aritmetici si teoria
numerelor, 96 de algebrd, 156 de geometrie, 33 de trigonometrie, 11 de geometrie analitic etc.

Din toate numerele ,, Gazetei matematice™ care au apérut lunar timp de 47 de ani (in numar
de 568) numai in 19 numere nu apare nici o problemi propusid de Jon lomescu. In afari de
activitatea desfasuratd la Gazeta matematici Jon lonescu s-a dedical si scolii de Invatamént
superior. A fost profesor la Scoala nationald de poduri si sosele din Bucuresti, transformata in 1920
in Scoald politehnicd. A fost membru corespondent al Academiei Roméane; de asemenea, membru
ales la Mathematical Society (Anglia).

Ion Ionescu a publicat numeroase articole de istoria matematicii romane san mondiale si
istoria invitdméntului matematic roménesc. S- a ocupat in special de primele lucriri didactice de
matematici apéarute le noi Intre 1777 gi al patrulea sfert de secolul XIX-lea. Alituri de Petre
Sergescu, Ton lonescu sta In fruntea pufinilor cercetitori ce-i avem in acest domeniu matematic.

5.4 Euler si geometria

Licentiat, Leonard Euler (Basel, 15.04.1707 — Petersburg, 18.09.1783), matematician,
mecanician, astronom §i fizician elvetian.

A studiat la Universitatea din Basel. A dorit sd obtind un post la universitatea pe care a
urmat-o, dar refuzul oficialitatilor 1-a facut si accepte in 1727 invitatia de a merge in Rusia, si
lucreze la Academia de Stiinte din Petersburg. La 26 ani a devenit membru al acestei academii.
Situafia precard ce domnea in Rusia, Il determind pe Euler si primeasca in 1741 invitatia lui
Frederic al Il-lea de a veni ca profesor la Academia de Stiinte din Berlin, unde si-a continuat
prodigioasa sa activitate timp de 25 ani, dupi care revine, ca director, la Academia de Stiinte din
Petersburg la stiruinta Elisabetei a II-a (1729-1796); aici va riméne pAni la sfrsitul vietii.

Viafa lui L. Euler — aureclata cu distinctii §i binemeritate onoruri, dar si umbrite de cumplite
nenorociri — constituie un exemplu minunat de munca dedicata stiintei si progresului omenirii. A
fost ales membru a § academii, s-a bucurat de stima multor personalitii. P. Laplace in considera
s»invaticelul nostru al tuturor”, C. Gauss spunea: ,studiul lucrérilor lui Euler constituie cea mai buni
scoald pentru cele mai variate domenii ale matematicii”, iar F. Araga afirma ci ,,Fuler calculeaza
aga cum oamenii respird si vulturii planeaza in vazduh”. 0

Intr-adevar, L. Euler a scris (in afara Figura 5.1
celor peste 2800 de scrisori, importante prin
informatiile stiintifice si istorice) aproximativ
1200 de memorii — operele sale cuprinzand 80
de volume mari — fiind primul in lume ca
productivitate stiintificd. Vedem astfel ci
aprecierea lui M. Fuss ci ,,Euler s-a angajat si
furnizeze Academiei din Petersburg atétea
memorii incat si publice in analele ei si 20 ani
dupd moartea sa” a fost de mult depasitd dupa
cum a remarcat, F. Rodio cd, a dat mai mult decit a promis, cdei lucrdrile sale au ornamentat
mermoriile. Academia de la Petersburg a publicat lucririlor lui Euler pani in 1823, la 40 de ani
dupdl moartea lui. Cénd apoi, in 1843, la 60 de ani dupi moartea Iui Euler, s-a facut o revizuire a
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lucrarilor sale, spre a se face catalogarea giganticei mosteniri stiinfifice lisate de el, s-au mai
descoperit ,,inci 50 de memorii stiintifice despre a ciror existentd nici nu se gtia”. Din cauza muncii
excesive, la 28 de ani, Euler a suferit o congestie cerebrala, pierzindu-si ochiul drept; ,.voi avea mai
putine distractii” a spus $i a continuat s munceascd cu aceeasi pasiune. La virsta de 59 de ani si-a
pierdut cu desfivarsire vederea, insd orbirea nu l-a impiedicat sd-si continue rodnica activitate,
dictAnd rezultate cercetirilor sale unui fiu, Albrecht. L. Euler putea lucra oricum si oriunde, avea
darul de a calcula mintal, fird a comite gresgeli, nici la calcule lungi. Fra un matematician de o
aleasi culturd: cunostea istoria popoarelor, recita in Intregime Eneida lui Virgiliu.

In domeniul matematicii, aceeasi varietate, zeci de teoreme, formule si notiuni poartd
numele siu; a adus contributii de valoare in toate ramurile matematicii, in algebrd — definirea
logaritmului unui numér prim prin considerarea operatiei inverse de ridicare la putere, introducerea
ecuatiilor reciproce, studierea (timp de 17 ani neintrerupt) a problemei rezolvabilitdtii prin radicalt a
ecuatiilor algebrice de grad mai mare decét patru, crearea teoriei fractiilor continue, introducerea
notatiilor e, i, f(x) s.a.; In geometrie dreapta, cercul care 1i poartd numele; redescoperirea formulei
privind numérul fetelor, varfurilor si muchiilor unui poliedru convex; in trigonometrie, pe care o
trateazd analitic (nefiind precedat de altcineva); in teoria numerelor — legea reciprocititii cuantice,
funetia (n); In analiza matematicd — dezvoltari in serie, metode pentru integrarea anumitor tipuri
de integrale remarcabile, considerarea variabilelor complexe si a functiilor de variabild complexd, a
pus bazele calculului variational; in teoria ecuatiilor diferentiale -introducdnd notfiunile de solutie
generala i particulard, a adus contributii In geometria diferentiald — exprimarea suprafetelor prin
ecuatii parametrice, a stabilit formula Euler relativa la curbura normala a unei curbe la o suprafata.

In lucrarea “Introducere in analizd”, vol. Il a lai Euler, mentine in intregime conceptia
carteziand a coordonatelor; transformdrile de coordonate erau folosite de toti matematicienii si luau
adesea forme foarte complicate, deoarece atunci se trecea frecvent de la un sistem oblic la altul, cu
altd origine si cu un alt unghi intre axe, fird a se folosi functiile trigonometrice. Acestea au fost
folosite pentru prima data in acest scop de citre Euler. El mai nota sinusul si cosinusul unui unghi
cu o literd speciald. Dar intdlnim la ele g1 formule de transformare a unui sistem rectangular, ca:

t=%cosq-ysing,u=xsinq+cosq.

In capitolul I din “Introducere in analizd”, consacrat transformérii coordonatelor, Euler se
ocupa pe scurt de problema dreptei. Initial el déd ecuatia ei sub forma au+pt+b=0, dar apoi, dorind
si determine pozitia dreptei, o scrie sub forma ax-+py-a=0

In capitolul V din volumul IT al “Introducerii in analizi” este vorba despre proprietitile
generale ale tuturor conicelor, adicd despre proprietitile care se pot deduce din ecuatia generalé de
ordinul doi. Degi la inceput Euler afirma in mod categoric ¢i nu se pot deduce dintr-un singur
principiu toate proprietitile conicelor si ¢d unele rezultd din modul generérii lor pe con, iar altele
prin procedee de descriere, aici el vrea insd si se bazeze numai pe ecuatie. Aceasta se scrie sub
forma:

+(8x+y)y+8xx+[3x+a

g g

Deducind proprietitile obisnuite ale diametrelor, secantelor i tangentelor. Printre
consecintele care le deduce gfisim si teorema potrivit cireia o conicd poate fi consideratd ca loc
geometric cu patru drepte. Mai departe el determini ecuatia diametrului care imparte in doud péarti
egale coardele, care sunt paralele cu ordonatele, intdi Intr-un sistem rectangular, iar apol, peniru
aceeasi conica, intr-un sistem In care axa absciselor si originea riman neschimbate, dar ordonatele
sunt oblice. Punctul de intersectie al celor doud diametre di centrul conicei ale cirei coordonate nu
depind de unghiul format de directia ordonatelor cu axa absciselor. Apoi Euler stabileste ecuatiile
raportate la “diametrii conjugati™:

yy=ca+px+yxx si yy=a-Bxx .

Urmeaza apoi lucrdri cu totul noi si originale. Anume plecind de la aceastd din urmé ecuatie
(el nu deseneaza aici decét elipse), Euler determind prin calcul o altd pereche de diametrii conjugati,
pentru unul dintre acestia fiind dat unghiul format cu axa absciselor. Euler calculeaza tangenta

= ()
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unghiului celui de al-doilea diametru cu axa absciselor, tangenta unghiului dintre cei doi diametrii
conjugati noi, si Ia sfarsit lungimile lor. Euler utilizeazd atdt litere speciale, céat si simbolurile
moderne pentru notarea functiilor de unghiuri cunoscute. In Apendice despre suprafete, anexat la
acest volum, Euler transformé efectiv ecuatia aacc=ctuu+ftutytt intr-un sistem de coordonate
rectangular, raportdnd-o la axele principale. Geometria analiticd a conicelor era pusad pentru prima
datd pe propriile picioare.

In volumul IT al “Introducerii in analiza” Euler a addugat o destul de ampld Anexa despre
suprafete. El incepe prin a declara ci ne putem face o idee asupra unei suprafete dupi distantele
punctelor ei la un plan luat arbitrar. In acest plan, ia apoi “axa” cu “originea a absciselor” si
introduce astfel un sistem rectangular de coordonate. Euler aratd ci trebuie sa dam hui x, y, z, toate
variabilele pozitive si negative posibile, releva posibilitatea de a schimba intre ele coordonatele si
planele formate de axele lor, discutd foarte amanuntit problema simetriei coordonatelor in cei opt
octanti. Mai departe, Euler aratd cd o ecuatie cu doud coordonate reprezintd o suprafatd cilindrici,
iar o ecuatie omogend exprima un con (sau o piramidd). De aceea, el prezinti o clasi foarte generali
de suprafete cuprinzand conuri, cilindri §i suprafete de rotatie, apoi o alta clasd de suprafete, ale
cdror sectiuni perpendiculare pe axd sunt triunghiuri, dupa acea clasi de suprafete ale ciror sectiuni
paralele sunt afine intre ele si incd doud tipuri de suprafete riglate. Urmeazi apoi un capitol special
in care sunt deduse ecuatiile care transforma un sistem rectangular de coordonate in spatiu intr-un
alt sistem. Deoarece Euler introduce sase marimi care definesc transformarea, formulele sale nu
sunt simefrice. Euler introduce notiunea de “ordin™ al suprafetei si enunti teorema potrivit careia
ordinul curbei plane obtinute prin sectionarea suprafetei nu este mai mare decat ordinul suprafetei,
concomitent ele remarcd §i posibilitatea descompunerii {(degeneririi) liniei de intersectie in alte
cateva linii. Ca exemplu, Euler da ecuatia planului ax+By+vyz=a, pentru care determind, printre
altele, unghiurile cu planele de coordonate.

Euler incearcd pentru prima dati si discute ecuatia generald de gradul doi cu trei
coordonate, si fird a efectua toate calculele corespunzitoare, el aratd, pe bazi de plauzabilitate, ci
ecualia generald poate fi adusd la forma: App+Bqq+Crr+K=0 (elliptoeides).

Din aceastd ecuatie Euler obtine un elipsoid, hiperboloidul cu o pAnzd si cu doua
(..superficies elliptico-parabolica™ si ,,superficies parabolico-hyperbolica™). Paraboloidul eliptic si
cel hiperbolic (,,superficies elliptico-parabolica™ si ,,superficies parabolico-hyperbolico™) sunt
exprimate sunt exprimafi aici prin ecuatia: ApptBqg=ar.

Euler mai mentioneazi si cilindrul parabolic App=ag si face citeva observatii asupra
modului cum se poate stabili natura suprafetei pe baza ecuatiei date.

Rationamentele lui Euler, erau destul de imperfecte, Insi clasificarea propusi de el a devenit
baza cercetarilor ulterioare.

La inceputul Anexei, Euler a declarat cé, spre deosebire de Clairaut, el nu intentioneaza sa
se ocupe separat de curbele cu curburd dubléd deoarece ele sunt strins legate de natura suprafetelor.
De aceea, 151 incheie Anexa cu un capitol consacrat intersectiei a doud suprafete care, in general,
este o curbd strimbd. El aratd ca dacél eliminim una dintre variabile obtinem ecuafiile proiectiilor
acestor curbe pe planul de coordonate, §i aplicd aceasta la intersectia suprafetei cu un plan. Mai
departe, stabileste pentru sfera intdi conul de rotatie tangent la ea dupd un cerc dat, iar apoi conul
eliptic tangent la sferdi in doud puncte. Referitor la intersectie nu are decit doud puncte reale,
proiectia ei pe un plan de coordonate este reala.

in volumul II din “Introducere in analiza infinitezimald” Euler a rezumat foarte clar st
frumos toate cunostintele obtinute In timpul sdu in acest domeniu, fird a introduce rezultatele mai
importante din teoria curbelor. El a dezvoltat teoria asimptotelor rectilinii si curbilinii, fird
triunghiul algebric, cercetdnd numai descompunerea in factori limiari a expresiilor formate din
termeni de gradul n,n-1, etc. din ecuatia curbei. El a Impdrtit curbele de gradul trei In 16 genuri, In
conformitate cu comportarea lor la infinit. Si mai succinte sunt rationamentele sale referitoare la
determinarea formei curbei dupd ecuatia ei. Euler se ocupid de problema tangentelor in punctele
simple i multiple. Dacd un punct multiplu are coordonatele p, g atunci, In cazul unui punct dublu,
el reduce ecuatia curbei la forma:

P(x-p)’ +ch(x—ply—q)+P(z-q)* =0
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apoi di formele corespunzitoare ale ecuatiilor pentru punctul triplu si cvadruplu. Euler defineste
pentru o curbi parabola care o aproximeazi In vecinitatea unui punct dat si géseste pentru aceasta
din urma centrul de curburd. Pentru ecuatia;

0=At+Bu+Ctt+Dtu+Euu+Ft +Gttu+Htuu+. ...
Euler obtine ¢a lungimea razei de curburd in originea coordonatelor este:

(A?+B*WA*+B?
2(A’E-ABD+B’C)

Analizind aceastd expresie, el ajunge la punctele de inflexiune de ordinul intéi si de ordin
superior, in care scop mai folosegte si termenii de gradul trei. El cerceteaza In mod analog punctele
unghiulare de ordinul intdi $i de ordin superior, situate pe origine. Ca formi generald care cuprinde
toate aceste posibilitifi, el ia curbele de aproximare avind ecuatii de forma: ar™=s". In aceste
consideratii, punctele unghiulare de speta a doua nu apar, bineinteles, doar cu ajutorul unui exemplu
bine ales, Euler demonstreazd ci astfel de puncte existd In mod real.

Urmiétoarele doud capitole ale cértii lui Euler se ocupd de curbele sau diametru si de
definitia curbelor ale ciror ordonate au proprietiti date. Euler consacrd un capitol special
proprietifilor de aseménare si de afinitate ale curbelor. El repetd indicatia sa ci o ecuatie omogend
in raport cu x si cu y reprezintd doar un sistem de drepte concurente. Dacé inséd ecuatia devine
omogend prin introducerea unui parametru a, atunci toate curbele pe care le reprezintd sunt
asemenea. Euler di ca exemplu ecuatia:

y3-2x3+ayy-aax+?.aay=0
si demonstreazi c& dacd coordonatele punctelor unui alt sistem de curbe sunt notate cu X gi Y, vom
avea 1n totdeauna: x=X/n si y=Y/n. Euler defineste “afine” curbele ale cédror coordonate sunt legate
de ecuatiile: x=X/m si y+Y/n.

Aceastd definitie coincide cu notiunea actuala de afinitate.

Este interesant ca Euler introduce in cartea sa i un capitol despre curbele transcendente. El
se ocupd pe scurt de curbele trigonometrice, de curba logaritmicd, de cicloida, de epicicloida si de
hipocicloid, de curba x*=y" si de spirali. Pentru spirale el recurge din nou la coordonate polare,
notind cu s unghiul polar, mésurat in radiani, si cu z, ca si inainte, raza vectoare polari.

indemnat de Jean Bernoulli, Euler a generalizat problema geodezicelor pentru curbele al
ciror plan osculator formeaza cu planul tangent la suprafatd un unghi care nu este drept. Euler s-a
ocupat de problema geodezicelor in cazul in care ecuatia suprafetelor este impliciti. Aplicarea
operatiilor diferentiale a fost posibild dupa aparitia a doud articole ale lui Euler consacrate curbelor
in spatiu. Tot el aplicd formule din trigonometria sfericd, adaugind Tnsd in “A doua consideratie”
(Dissertatio altera), pentru cei pe care nu-i satisface acest “principiu striin”, o deductie cu totul
diferitd, care ia ca punct de plecare planul osculator. Tot Euler arata ci tangentele la orice curbd
strAmbi formeazid totdeauna o suprafatd desfdsurabild si cd acelasi lucru este valabil pentru o
suprafatd formatd din tangentele comune la doud “corpuri”. Astfel a introdus notiunea de suprafatd
desfasurabild, iar puncte sale au fost reprezentate prin doi parametri.

Meritele lui Euler, in transformarea trigonometrie §i realiziirile ei ulterioare

Este clar ca un geniu analitic atit de pregnant cum a fost Euler trebuia si realizeze progrese
considerabile in trigonometrie. Prilejul de a recurge la trigonometrie i s-a oferit in “Introducere in
analizd” (1748) iIn capitolul VIII din volumul I, Euler introduce pentru prima oard in analiz
functiile goniometrice ca mérimi numerice, cu care se pot efectua calcule ca si cu orice alte mérimi,
astfel incét ele s& nu mai exercite apoi influentd asupra dimensiunii expresiilor.

Euler s-a ocupat In mod special de trigonometria sferica in doud articole mari, abordand-o
din punct de vedere diferit. Tn primul el a construit fntr-un mod cu totul general trigonometria
sfericd ca geometrie a triunghiurilor formate pe suprafata sferei din linii de distan{d minima. Euler
pleacii de la triunghiul dreptunghic, notand cateta AP cu x, cateta PM cu y, ipotenuza AM cu s.
Daca O este polul cercului mare (ecuatorul) pe care este situat AP, 1ar OP este meridianul infinit

ds= \/(dy)2 +(dx cos)’
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apropiat de OP, atunci Mm=ds, mn=dy,
Pp=dx si linia Mn, situatd pe cercul paralel de latitudine y este egali cu dx cosy.

Mai departe, Euler cautd condifiile in care integrala acestui element de arc va avea valoare
minimé si obtine astfel zece ecuafii care rezultd din regula lui Neper. Aici apar pentru prima datd
notatiile pe care astézi la considerdm firesti a céror lipsé a dat adesea lucrérilor precedente o forma
atit de incomoda. Noile notatii i-au permis lui Euler sé-si scrie cele zece ecuatii intr-o formd cu
totul modernd. El a obfinut apoi din ele sase ecuatii fundamentale distincte pentru triunghiul
dreptunghic. Euler a procedat intr-un mod similar §i pentru triunghiul sferic oarecare. Dupa ce a
determinat minimul dintre laturi, El a obtinut Intéi cinct ecuatii fundamentale, din care a dedus apoi
teorema sinusurilor, cele doud teoreme ale cosinusului §i asa numita reguld a cotangentei. Euler
scrie fiecare teoremd in trei forme, care se obfin una din alta prin permutare ciclicad. Aplicatiile si
transformérile teoremelor fundamentale figureazi in numér foarte mare. El a dedus teorema
sinusurilor, teorema cosinusului pentru laturi si o formula noud, care leags intre ele cinci elemente:

Cos A sin c=cos a sin b-sina cos b cos C
relevand cé aceste trei formule contin intreaga trigonometrie sferici.

5.5 Notite bibliografice selective din viata si opera matematicienilor renumiti
5.5.1 Apoloniu din Perga

Al treilea si ultimul mare matematician din perioada elenistica, alaturi de Euclid si
Arhimede, a fost Apoloniu din Perga( Perga orag In Asia Mic#). El a trait In special in Alexandria,
unde a Invitat la succesorii lui Euclid. Anul nasteri lui Apoloniu se stabileste la aproximativ 262,
anul mortii-aproximativ 200 fe.n. El a vizitat marele centru al culturii grecesti din acea vreme -
orasul Pergam din nord-vestul Asiei Mici, unde l-a cunoscut pe Eudemos din Pergam, caruia I-a
consacrat primele doud cérfi din a doua editie a lucrérii sale fundamentale in opt volume Sectiuni
conice (Conica).

Sectiuni conice. Primele patru cirfi din aceast lucrare au ajuns pani la noi in limba greacd,
urmétoarele trei in traducere arabd, iar ultima este pierdutd, Abordarea de citre Apoloniu a
sectiunilor conice diferd de metodele tuturor predecesorilor sai. In timp ce pani la Apoloniu fiecare
dintre cele trei tipuri de sectiuni se obtinea dintr-o forma particulara a conurilor circulare drepte, el
obtine toate cele trei tipuri ale sectiunilor din orice con circular drept, sau oblic. Stabilind legitura
dintre problema ,, aplicdrii ariilor” §i sectiunile conice, Apoloniu spre deosebire de predecesorii sii,
care denumeau aceste curbe sectiuni ale conurilor ascutite, dreptunghic si obtuz, le-a dat denumirile
elipsi, parabola si hiperbold - denumiri ce au intrat pentru totdeauna n stiinta.

Prima carte a sectiunilor conice incepe cu definitia conului circular, In general inclinat,
conul fiind considerat de ambele pirti ale varfului sdu. Tot aici se introduc nofiunile fundamentale
ale teoriei sectiunilor conice, diametrele sale, diametrele conjugate si axe. Apoloniu obtine elipsa,
parabola sau hiperbola, dupd cum planul taie toate generatoarele numai ale unei pinze a conului,
este paralel cu o generatoare sau taie ambele pinze ale conului. Pentru fiecare dintre aceste curbe,
Apoloniu stabileste proprietatea ei fundamentald, folosind coordonate oblice; drept axe de
coordonate sunt alese un diametru arbitrar PP’ gi coarda conjugatd cu aceasta QQ'; originea
coordonatelor P se afla pe curbd. Dacd vom folosi notatia algebricd moderna, aceste proprietafi se

vor exprima sub forma: y* =2px iP—-xz, unde semnul minus corespunde elipsei, iar semnul plus
a

hiperbolei; in cazul parabolei termemu al doilea din membrul drept este egal cu zero; p reprezintd

parametrul curbei. Avem y= QV, x= PV, 2a= PL. Se infelege ci Apoloniu expriméa proprictitile

acestor curbe cu ajutorul algebrei geometrice.

Astfel, desi Apoloniu nu a descoperit aceastd proprietate fundamentali a sectiunilor conice
ce a fost cunoscutd incd Iui Menechmus, Euclid si Arhimede, el a exprimat-o printr-un procedeu
general, echivalent cu ecuatia prin care sunt definite In geometria analiticd sectiunile conice, daci
sunt raportate la coordonate oblice.
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O parte apreciabild din cartea [ este consacratd demonstrdrii faptului cd proprietatea
fundamentald a sectiunilor conice nu depinde de alegerea diametrului la care ea este raportald sau,
se demonstreazi invarianga acestel proprietiti la trecerea de {a un sistem de coordonate la altul.

Cartea II incepe printr-o parte referitoare la asimptotele hiperbolei. in rest, in aceasta carte
sunt examinate hiperbolele conjugate, precum si proprietitile tangentelor duse Ia sectiunile conice si
probleme de constructie a tangentelor in diferite conditii.

Cartea II confine in prima parte, Figura 5.2 Q
propozitii asupra egalitdfii ariilor figurilor
rectilinii, formate de tangentele si secantele
sectiunii conice. El introduce notiuni ca
focarele elipsei si hiperbolei si studiazi
proprietatile lor. In legdturd cu focarele, este
examinatd de asemenea $i normala. Pentru
parabold, focarul nu este examinat si nu este P
intfrodusi nici notiunea de directoare.

Cartea IV; Apoloniu a dedicat Sectiunile conice regelui Attal (241-197 f.e.n.). Aici este
studiatd problema numdruhui punctelor de intersectie ale sectiunii conice cu un cerc sau cu o altid
secfiune conicd, precum §i cazurile de tangentd a doud sectiuni. Cartea IV incheie partea mai
elementard a teoriei sectiunilor conice.

Cartea V se distinge printre toate celelalte, atdt prin continut cét si prin modul expunerii. in
aceastd carte Apoloniu examineazi normalele, duse din diferite puncte la sectiuni conice, ca drepte
de lungime maxima sau minima.

Cartea VI sunt examinate sectiunile congruente si asemenea a doud conuri drepte asemenea.
Aici se rezolva probleme de constructie a sectiumii unui con dat, congruentd cu o sectiune dati,
precum si de constructie a unui con drept asemenea unui con dat si contindnd sectiunea data.

Cartea VII avea un rol pregétitor, dupd cum indicd Apoloniu, pentru cartea VIII, pierduta.
Aici sunt examinate coardele paralele cu diametrele conjugate si se demonstreazi cunoscutele
teoreme ale lui Apoloniu™ asupra constanfei sumei pétratelor diametrilor conjugati si a ariei
paralelogramului construit pe ele, si altele. Datoritd folosirii algebrei geometrice, Apoloniu este
nevoit sd examineze de fiecare data diferite cazuri particulare in parte. Aceastd metodd a contribuit
ca expunerea s fie uneon grevaie: In cele sapte cirli se numird 387 de propozitii. Dupid cum
povestegte Geminus, aceastd lucrare I-a adus pe drept lui Apoloniu renumele de mare matematician,
insd a provocat totodata si invidie. Metoda Iui Apoloniu a anticipat metoda geometriei analitice.

Alte opere ale lui Apoloniu

Alte lueréri ale lui Apoloniu sunt cunoscute numai dupd denumirile lor, citate de Pappus, in
afard de una singurd: Despre sectionarea intr-un raport, in doud cér{i pastrate In traducere arabd.
Acestea sunt: Despre secfiunea ariei, Despre o sectionare determinatd, Despre tangente, Locuri
plane, Alunecdrile (constructii cu rigla gi compasul), Comparatia dodecaedrului cu icosaedrul,
Tratatul peneral (principiile generale ale geometriei, axiomele, definitii etc.), Okitokion,
irationalitdtile neordonate, Despre oglinzile incendiatoare,

5.5.2 Pitagora

Samos, c. 584-Metapont c¢. 497 ie.n., matematician si filozof grec. A studiat cu
Anaximandru (sec.6. 1.e.n.); a calitorit gi s-a instruit in Egipt si Chaldeea. Cétre anul 530 i.en. s-a
stabilit in Cretona (sudul Italiei) unde a Infiintat o scoali filozofica ce reunea in rdndurile ei peste
300 de ,pitagoreni”, unde era Intronata o disciplini severd de viatd si munci; aveau si o emblemi:
pentagonul stelat; aceastd scoald a existat pand in jurul anului 350 i.e.n. Importanta pe care o are
Pitagora si scoala sa In dezvoltarea matematicii-si a altor stiinte- este pe deplin recunoscuti.

Din studinl numerelor, pitagorenii au conceput numerele figurative, numerele perfecte, numerele
amiabile, au definit numerele pare si impare; au studiat media aritmetica, geometricd §i armonicd
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(aceasta legatd de legile consonanfei muzicale); au descoperit irationalitatea - utiliznd asa numita
teoremd a [ui Pitagora (despre care unii istorici ai matematicii antice - Plutarh (¢.50-120), Jamblic
(c. 250-325), Proclus (412-485) - au transmis legenda ca Pitagora, ca multumire pentru izbinda
stabilirli acestei teoreme, a adus jertfa zeilor o sutd de bivoli); pitagorenilor le era cunoscuti
existenta celor cinci poliedre regulate.

Era de asemenea cunoscutd suma unghiurilor unui triunghi, constructia pentagonului si a
decagonului regulat inscris in cere, folosind impértirea razei in raport mediu. In scoala lui Pitagora
erau exprimate prin rapoarte numerice simple lungimile coardelor care dau notele muzicale. Astfel,
folosind aceeasi greutate dar variind lungimea coardei era cunoscut cd raportul 2 corespunde
octavei, 3/2 cvintei, 4/3 cuartei. In jurul acestor rezultate s-a ficut multi teorie in scoala lui Pitagora
si chiar dacé partea filozoficd rezultatd nu convenea tuturor, este de remarcat un fapt deosebit si
anume cd acustica n-a mai facut progrese dupa Pitagora timyp de 2000 de ani.

In astronomie, ideea ci Pamantul se afla in migcare, in jurul unui ,,foc central” apare, pentru
prima dat in istoria gindirii umane, in cadrul scolii pitagorene; tot ei au admis pluralitatea lumilor,
¢ viteza corpurilor ceresti depinde de distanta la care se afla de centrul orbitei lor.

Pitagora nu a lisat nimic scris, de aceea este greu si i se delimiteze conceptiile i
contributiile stiintifice si filozofice de ale discipolilor sdi, mai ales cé prima descriere asupra operei
st scolii sale a fost Intocmitd cu peste 13 decenit mai tarziu, anume de catre Filolaus (in anul 370
i.e.n.).

5.5.3 Torricelli Evangelista

Modigliani,15.10.1608-Firenze, 25,10.1647, matematician si fizician italian.

A studiat la colegiul iezuitilor din orasul natal; stabilindu-se in Florenta, ca discipol al lui G.
Galilei (1568-1642), a fost numit filozof si matematician al ducelui de Toscana.

Ludnd ca punct de plecare teoria céiderii corpurilor creatdi de dascilul sau Galilei, Torricelli
a descoperit o metodd de determinare a tangentelor, analoagi celei a lui Roberval (1602-1675) si
concomitentd, rezultat publicat In *“ Opera geometrica” in 1644.

Pe la 1640, el a obtinut prima rectificare a unei curbe, determinind segmentul egal cu
lungimea arcului de spirald logaritmicd mésurat de la pol. Era considerat expert Tn ménuirea
indivizibililor In studiul curbelor.

S-a ocupat de studiul strofoidei §i este coautor cu Descartes(1596-1650) la descoperirea
spiralei logaritmice pe care a rectificat-o. In 1644, s-a ocupat de curba logaritmica stabilind ci
subtangenta ei este constantd. A introdus cicloidele alungite $i scurte. Lui 1 se atribuie $i urmétoarea
teoremd  frumoasd de geometrie; dacd pe laturile unui triunghi ABC construim triunghiuri
echilaterale BCI, CAJ si ABK atunci:

1) cercurile circumscrise celor trei triunghiuri echilaterale au un punct comun T;

2) laturile triunghiuiui ABC sunt vazute din T sub unghiuri egale;

3) centrele U, V, W ale triunghiurilor echilaterale formeazd un nou triunghi echilateral;

4) dreptele Al BJ, CK trec prin T;

5) segmentele Al BJ, CK sunt egale;

6) T este punctul pentru care suma distantelor lui la vérfuri este minima.

Deci; In lucrarea sa monumentald “Opera geometrica *“(1644), a expus cercetérile
matematice: numerocase cuadraturi (incepdnd cu a cicloidei), cubaturi (de exemplu, la solidul
hiperbolic), rectificiri (prima referitoare la arcul de spirald logaritmicd), descoperirea-independent
de . Roberval (1602-1675)-a metodei tangentelor, teorema universald pentru determinarea
centrului de greutate al unei figuri geometrice, proprietatea curbei logaritmice de a avea subtangenta
constantd, eseuri de trecere la limitd etc. redate si in lucrarea "De maximis et minimis" (1640).
Expunerea sa remarcabild prin claritate si precizie a facilitat difuzarea ideilor lui B. Cavalieri (1591-
1647) asupra indivizibililor .

In domeniul fizicii, a demonstrat experimental ci aerul este greu, inventind (in 1643)
instrumentul numit ulterior tubul lui Torricelli - pe care E. Mariotte (in 1676) l-a denumit
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barometru; in hidraulicd, a stabilit o interesantd formul# privind scurgerea lichidelor printr-un

orificiu, iar in mecanics, formula v=+/2aS care permite calculul vitezei unui mobil dupid ce a
strabétut cu acceleratia a spatiul S - formula numita prin traditie” ecuatia lui Galilei”. Tn semn de
pretuire a meritelor, fizicienti denumesc unitatea de misurd pentru presiunea atmosferica, torr
(abreviere a numelui Torricelli).

5.5.4 Joseph Gergenne

Joseph Gergonne (1771-1859) matematician francez; el a redescoperit proprietatea lui Ceva
folosind cu totul alte consideratii. Gergonne a fost un matematician multilateral, el atacénd
probleme de geometrie superioard, teoria ecuatiilor, mecanicd. In Franta, cea dintdi revistd
specializata In matematicd a fost ,, Journal de I'Ecole Polytechnique”, care a fost Intemeiatii Tn anul
infiintarii acestei celebre institutii (1795), apare apoi revista condusa de Gergonne ., Annales des
math. Pures et appliquée” (1810/1831)

J. D. Gergonne s-a ocupat de dezvoltarea teoriei ecuatiilor liniare cu multe necunoscute, in
teoria inversiunilor;

Gergonne a expus, Tn 1826, principiul dualitatii in toata generalitatea, Tn plan si Tn spatiu,
indiferent de conica sau cuadrica autoduald. Dualitatea este un exemplu strilucit de izomorfism
intre doud modele diferite, cu aceeasi structurd. Gergonne a aréitat ci daci o suprafatii este de gradul
n, duala ei este de clasa n. Prin clasa unei curbe plane intelegem numarul tangentelor pe care putem
s I le ducem Tntr-un punct, prin clasa unei suprafete intelegem numdrul planelor tangente care
putem sé I le ducem printr-o dreapti.

Joseph Gergonne a aritat, In 1818, c& dacd intr-un tetraedru A;A;AzA, considerim un
punct P si notdm cu P; intersectiile dreptelor PA; cu fetele opuse, avem relatia

*. PP, s . :
Zﬁ =1 Inadevir, PP /A P, este raportul volumelor piramidelor PA;A3A, s1 A AsA3A, etc,
I it
In 1823, Gergonne a artat cd intr-un triunghi echilateral, suma pitratelor distanielor unui
punct al cercului inscris la laturi este constanta.

In adevir, luand ca axe coordonate o laturi si indltimea corespunzitoare, ecuatiile normale
ale laturilor sunt: y=0, %(x+3+y—a+/3)=0, %(-x/3+ y —a~/3 )=0.
Locul geometric al punctelor pentru care suma pitratelor distantelor lor la laturi este
constanti, are ecuatia:
2a\/§

YHNEE +y =aVB) + 1403 -y adfB =1,

deci un cerc cu centrul In centrul de simetrie al triunghiului. Acest cerc este chiar cercul inscris daci

y+a-2/31>=0,

are raza a+/3 / 3,cand I=a

Gergonne a dat, In 1826, urmatoarea generalizare a teoremei Pascal, pentru curbele plane de
grad superior. Daca p(p+q) din cele (p+q)* puncte de intersectie a doud curbe de grad p+q sunt
situate pe o curbi de gradul p, atunci cele q(p+q) puncte rimase sunt pe o curbi de grad q.

Teorema Pascal corespunde pentru p=2, g=1, curbele de grad 3 fiind formate din laturile 1,
3, 5 respectiv 2, 4, 6 ale hexagonului inscris.

Gergonne a ardtat, In 1826, cél locul centrelor cuadricelor tangente la sapte plane, este un
plan.

In adevir, fie o refea de cuadrice
F(x, y, z)*+hg(x, y, z2)+phix, y, z)=0, planul polar al unui punct M(xg, yo, Zo) In raport cu cuadricele
retelei p(x, y, )+ JFAq, ¥, zypr(x, y, 20  unde p, q, r sunt formele lineare dedublate ale

polinoamelor de gradul al doilea f, g, h; aceste plane, depinzand linear de doi parametri trec printr-
un punct fix.
Dual, polii unui plan fix, in raport cu cuadricele unei retele tangentiale de cuadrice, sunt
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situate Tntr-un plan. Cuadricele unei retele sunt tangente la sapte plane fixe. Cénd planul = este la
infinit, polul lui este centrul cuadricei mobile din retea si rezultd teoreme enuntat.

5.5.5 Henri Brocard

Henri Brocard, matematician francez nascut in 1845 are contributii interesante in geometria
modernd a triunghiului, introducéind “punctul Brocard” si “ cercul Brocard”. Este autor al lucrérilor
“Analyse indeterminée du premier degrée” (1896), "Notes de bibliographie des courbes
géometriques" (1897) si "Courbes géometriques remarquables” (1922)”. El a reluat teorema lui
Crelle si a demonstrat in 1877 teorema referitoare la cercul Brocard. Moartea lui Brocard ramane
incd o enigma pentru istorici.

La un moment dat, Brocard a disparut: se presupune cd ar fi murit atit de sarac, incét a
trebuit inmormantat in groapa comuni a vreunui cimitir din Paris, pierzidndu-i-se astfel urma. Se
pare ci ultima lucrare publicatd de Brocard este aceea privitoare la viata lui Gaspard Monge, 1746-
1818, in revista ,,L."intermediaire des Mathematiciens™

5.5.6 Emil Lemoine

Emile Lemoine (1840-1912) matematician francez care a activat in administratia Parisului.
Participant la fondarea Societatii franceze de matematica si fizici. A fost co-fondator si editor al
revistel “L’intermédiaire des Mathématiciens” (1894). Fondator al publicatiei “La Trompette”.
Cercetirile si publicatiile privesc in principal geometria triunghiului, constructiile trigonometrice si
calculul probabilitatilor.

Si-a consacrat o mare parte a activitatii sale ,,noii Infloriri a geometriei triunghiuluwi™,

Punctul de concurentd al simedianelor era cunoscut inci din 1847, dar el a primit numele lui
Lemoine datoritii in special proprietitilor simedianelor, investigate cu deosebire de acesta. Emile
Lemoine a scos in evidenfi, in 1873, doua cercuri legate de punctul K de concurentd al
simedianelor: paralelele duse prin K la laturi le taie in puncte situate pe un cerc; antiparalelele duse
prin K la laturi determind al doilea cerc.

5.5.7 Simone L’Huilier

Matematician elvetian. Profesor la Geneva gi membru al lui Royal Society. Preocupiri de
analizi si geometrie. S-a remarcat in anul 1784 cénd a céstigat premiul instituit de Sectia de fizicd si
matematici a Academiei din Berlin condusi atunci de Lagrange, pe tema unei teorii clare si precise
a infinitului mare gi a infinitului mic Tn matematica.

[.’Huilier a dezvoltat consecvent calculul infinitezimal pe baza reprezentarilor exacte asupra
limitei date de englezul B, Robins. Lucrarea a apéarut in 1786 la Berlin sub titlul “Expunere
elementard a principiilor calculelor supericare”.

A cercetat in 1782 conditia ca un tetraedru si fie ortocentric, arfitdnd ci pentru realizarea
acestui lucru este suficient ca doud perechi de muchii opuse sa fie perpendiculare.

Simone L Huilier a dat in 1789 remarcabila expresie a excesului sferic
g2 S = gRgPsRgP=b PC , . .
& 4 gz & 7 & 9 g 5 §i formula duald. Avem, in adevar, din definitia excesului

sferic  £=A+B+C~—mn;inlocuim in relatiile Delambre

Sil]B+C C'C)Sb_C COSB—}-C COSb+C
2 2 2 2 eB+C 1'inﬂ A-g
A a . A a b 7 P 2 2
CO5— COS - S — COos—
2 9 2 7

Aplicind proprietitile rapoartelor, scriem
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A—¢g A b~c a A—¢ A b+e¢ a

CO§-—— —CO0S—  COS —Ccos— sin —-§in—  cos —Cos -
2 2 _ 2 2 2 _ 2 2
A-—g A b-c¢ a’ . A-g . A b+c a’
cos +COS~—  COS—— +COS— sin +sin—  cos +cos—
2 2 2 2 2 2
e (A & -b -cC £ A & —-a
tg gl - | =g 22 4g BT tgleotg] 2 -Z =g Pg P2
4 \ 4 4 2 2 4 4 4 2 2
Inmultind, rezultd formula L’Huilier. Mentionam ci avem si relatiile
. 1 E a b . . p—a_. p-b . p-c . 5 e . . .
sin” 5 C0S 08— = sm»»g»sm P8 gin D o sin P si analoagi, obtinutd Inlocuind toate sinusurile

P < < i o o~

prin cosinusuri, prin impartirea carora obtinem formula L Huilier.

Dual, e—=2(x-p), p— n-% si formula L'Hulier devine

2 P g, 2A-g 2B-eg 2C-¢
ctg” - =ctg—t t t
E Ly TEEy T TR TR
L’Huilier a dovedit in 1809, ci, simetricele medianelor unui triunghi fatd de bisectoarele

triunghiului sunt concurente. Aceste drepte, numite simediene, au fost subiectul a numeroase
cercetiiri In secolul urmdtor.

5.5.8 Lazare Carnot

Inginer, matematician , mecanician si om politic francez, militar de carierd, niscut la Noly.
Preocupdri si rezultate In algebri, geometrie, trigonometrie si mecanicé.

Bazindu-se pe teorema proiectiilor a construit intreaga trigonometrie pland. In lucrarea
“Geometria de pozitie” (1803) a dat indicatii pentru interpretarea solutiilor negative ale ecuatitlor
algebrice. In mecanica sistemelor a introdus notiunile de legaturd si de miscare geometrici,
obtindnd rezultate interesante $1 originale.

Lazare Carnot a introdus notiunea de patrulater complet. Carnot a incercat s scrie, sub o
formi unicd, diverse relatii de geometrie, al ciror aspect se modificd, odatd cu pozitia elementelor.
De exemplu, a dat, in 1801, teorema: dacé o dreaptd face unghiurile «, B, v,.... Cu laturile a, b, c,....
ale unui poligen plan, atunci avem relatia, intre unghiurile orientate formate a-cosu+b-cosB+c-cos
v+....=0 pe care a extins-o In spatiu.

in acelasi gen de preocupari, Carnot a extins, in 1803, teorema Menelau pentru poligoane
plane, in spatiu, si pentru conice.

El a aridtat ci dacd un plan taie un peligon strimb AjAzA;... A In punctele MiMaM;.. .My,
avem relatia

MIAI . MEA?. MuAu :1_ (3)

M,A, M,A;, M,A,

Dacd o conicd taie laturile unui friunghi ABC in punctele Aj,A2,B:.B2.Ci,Cs avem relatia
AB A,B BC B,C CA CA -1 (@)
AC A,C BA B,A CB C,B

In adevir, pentru relatia (3), fie T=ax+by+cz+d=0 ecuatia planului si 7; rezultatul inlocuirii
in prima parte a ecuatiei prin coordonatele x;, yj, z; ale punctului M;. Avem
MA, _m M,A, m,
MA, m, , M,A; m,
coordonatelor varfului A In ecuatia conicei; latura BC taie conica In punctele A;, A,. punctele M

s X, +rx - MB
coliniare cu B, C au coordonatele de forma —2 3 20

> :r -
l+r T+r MC
Daci M este situat gi pe conicd, coordonatele lui verificd ecuatia f{x, y)=0 adicad

. ...De asemenea, fie y={(x,y)=0 ecuatia conicei si y; rezultatul inlocuiri
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f(x2,y2)+rp (X2, Y2. X3, ¥3) +r2f('>(3_ y3)=0; coeficientul Iui r nu ne intereseaza, deoarece pentru

rididcinile ecuatiei avem: 1= AB . A,B = ACENED = 13», cu care verificam relatia (4)
AC AC f(x5,y5)  7;

Carnot a aratat in 1801, cé daca H este ortocentrul unui triunghi ABC, cercurile ABC, BHC,
CHA, AHB sunt egale si fiecare dintre punctele A, B, C, H este ortocentrul triunghiului format de
celelalte trei.

01, Oz, O3 sunt simetricele centrului cercului circumseris O al triunghiului ABC fati de
laturi, in triunghiul 0,020, punctul O este ortocentru si H centrul cercului circumscris.

In adevar, fie A, B,. C, mijloacele
laturilor. Dreapta 0,03 este paraleld cu linia Figura 5.3
mijlocie B|C, deci cu BC si OO, este indl{ime
in triunghiul 00,05, Atunci  AH=2
OA =00, deci HOy=AO=constant si H este
centrul cercului 0O;0,03.

Rezulta ci triunghiurile ABC, 0,0,0;
au acelasi cerc al celor noud puncte. Aceasti
teoremd a fost enuntatd tn ultimii ani ai vietii
lui Carnot.

Carnot a arfitat cd suma distantelor ortocentrului unui triunghi la laturi este egald cu suma
razelor cercului circumscris §i inscris.

In adevir, pe figura alaturata

OA,;= OB cos BOC = RcosA, iar cos A +cosB+cos C-l=4sin%sin%sin%.

. : _ . A . B.C
Relatia de demonstrat este echivalentd cu r=4Rsin —sin ~ sin—

Carnot a ardtat In 1803, ca o generalizare a teoremei Pitagora a’=b>+¢>-2bc cosA, cum
calculdm aria a, a fetei unui tetraedru In functie de ariile b, c, d ale celorlalte fete, unghiurile diedre
o, 3,y ale fetelor care pleacd din varful opus fetei a,

a’=b*+c>+d>-2bc cos o —2ed cos B—2bdcosy

Intr-adevir, proiectim varful A in A’ pe fata BCD; avem relatia dintre arii (BCU)=d cos(ab)
+¢ cos(ac) +d cos(ad), Inmultim cu a si scadem cele trei relatii analoage, pentru b, ¢, d.

Carnot a observat, in 1803, proprietatea de concurentid a coardelor comune a trei secante,
luate céte doud.

Tot in 1803, Carmnot a ardtat ci dacd circumscriem o conica unui triunghi, tangentele in
varfuri taie laturile opuse in puncte coliniare.

5.5.9 Karl Feuerbach

Matematician german profesor de matematic3 la Erlangen.

[Carl Feuerbach este autorul uneia dintre cele mai frumoase teoreme de geometrie
elementard. El a ardtat, in 1822, cé cercul inscris §i cercurile exinscrise unui triunghi sunt tangente
aceluiasi cerc, anume cercului celor noud puncte. Teorema numitd Feuerbach, §i punctele de
contact, punctele Feuerbach, au fost subiectul a numeroase cercetéri. Feuerbach a aritat, in 1822, ci
triunghiul ortic al unui triunghi este triunghiul inscris de perimetru minim. Feuerbach este autorul,
din 1822, a relatiilor care au devenit clasice, intre elementele unui triunghi.

S=ry(p-a), rytrytre=r+4R

R, r, 1y, 1, I, flind razele cercului circumseris, inscris si exinscrise. De asemenea, Feuerbach
a dat o relatie corespunzitoare relatiei Euler: OI>;=R(R+2r,) corespunzitoare centruhsi cercului
exinscris I,

Rezultatele sunt sintetizate In lucrarea “Eigenschaften einiger mehrwiirdiger Punkte des
Drerecks”, Nirenberg 1822.



in 1827, Feuerbach a intreprins un studiu al tetraedrului ortocentric. El a ardtat ¢i Intr-un
tetracdru ortocentric, suma patratelor muchiilor opuse este aceeasi si egald cu pitratul distantei
mijloacelor muchiilor opuse.

Perpendicularele comune ale perechilor de muchii opuse trec prin ortocentru iar punctele lor
de sprijin pe muchii sunt picioarele inil{imilor fetelor tetracdrului.

5.5.10 Ernest Grebe

Emest Grebe a ardtat, in 1847, ci simedianele unui triunghi impart laturile opuse in
rapoartele pétratelor laturilor adiacente; in consecintd, simedianele sunt concurente intr-un punct K
numit punctul lui Lemoine.

5.5.11 Giovani Ceva

GIOVANI CEVA precursor necunoscut al unei noi geometrii a triunghiului
Giovani Ceva a fost un matematician italian care a triit intre anii 1647-1734. Istoria culturii italiene
i pastreazd un loc important in perioada de matematicieni ai Renasterii si Evului Mediu tarziu,

fn anul 1678 el publica la Milano o lucrare intitulatd Constructia statica a liniilor drepte
concurente(titlul in limba latind era: De lineis rectis se invicem secantibus statica constructio) in
care el insistd in special asupra a ceea ce noi numim astizi ,teorema lui Menelau”(aproximativ
secolul II e.n.) demonstrénd-o cu ajutorul unor considerente de mecanici si dandu-i de asemenea, si
o extindere in spatiu. '

Ceva credea ci teorema este noud. Acest lucru poate pirea azi curios, dar trebuie s3 facem
observatia ca abia dupd anul 1700, Edmund Halley(1656-1742) editeazi in Anglia operele ale unor
matematicieni ai antichitifii printre care Apollonius, Serenus si Menelau.

A descoperil teoreme asupra teoriei transversalelor. Lui 1i apartin primele scrieri matematice
clare privind solutionarea matematicd a unor probleme economice. Este autor al lucririlor: “De
lineis rectis se invicem secantibus constructio statica™ (1678), “Geometriae mutus, De mundi
fabrica ...” i “De re numeraria geometrice tractata”.

5.5.12 Menelau

Cétre sfargitul secolului I e. n. , a trdit Menelau din Alexandria, autor al lucririi Sferica.
Despre alte doud lucriri de geometrie ale lui Menelau, Elemente de geometrie si Cartea despre
triunghiuri, se stie din izvoare arabe.

Se presupune cd in prima dintre ele , printre altele era rezolvatd problema duplicirii cubului
cu ajutorul unei curbe pe care Menelau a numit-o ,,paradoxald” si despre care Tannery a presupus ci
era o curbi ce se obtine prin intersecia sferei cu un con circular drept, al cirui diametru este egal cu
raza sferei si a carui generatoare trece prin centru sferei.

Lucrarea in trei volume a lui Menelau Sferica ce s-a pastrat in traducere araba, contine
pentru prima dati notiunea de triunghi sferic

Cartea I este consacratdi propozitiilor fundamentale cu privire la triunghiurile sferice,
analoage propozitiilor din Elementele lui Euclid, referitoare la triunghiurile plane. In cazul in care la
Euclid se Intdlnesc propozitii ce nu au un analog deplin in geometria sferici, Menelau le inlocuieste
prin propozitii corespunzitoare. Astfel, de exemplu, el demonstreazi ci suma unghiurilor interne
ale unui triunghi sferic este mai mare decét doua unghiuri drepte.

Cartea II din Sferica lui Menelau are acelasi confinut ca si cartea III a lucrarii lui Teodosiu
cu aceeasi denumire, insd demonstratiile sunt date aici mult mai pe scurt si mai clar.

Numai cartea III contine propriu-zis trigonometria. In cartea IIl se demonstreaza renumita
teorema a lui Menelau, care a cipitat mai tarziu denumirea de teorema secantelor sau regula celor 6
mirimi. In aceastd teorema este studiatd figura formatd in plan sau pe sferd de 4 drepte, respectiv
arce de cercuri mari, dintre care fiecare intersecteazi pe celelalte in trei puncte. Aceasta figura care
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era denumitd in evul mediu , figura secantelor”, se numeste astiizi ,,patrulater complet”. Pentru cazul
plan, teorema lui Menelau pe care matematicienii din antichitate o formulau In termenii teoriei
despre rapoarte compuse, poate fi scrisd astfel:

CE _CF BD, 0

AE FD AB’
pentru cazul sferic in egalitatea (1) trebuie inlocuite segmentele prin coardele laturilor dublate sau
in notatiile actuale prin sinusurile laturilor:

sinCE _ sinCF sinBD

sinAE  sinFD . sin AB

2

Figura 5.4 Figura5.5 A
D

B
B

Patrulaterul complet poate fi considerat §i ca figura formati de unul dintre cele patru
triunghiuri ACD; ABE, ECF si DBF prin intersectia secantei corespunzitoare cu dreptele BFE,
CFD, BDA si CEA. De asemenea teorema lui Menelau poate fi scrisi in patru variante, dintre care

1 ,,5ferica” sunt indicate prima si a treia (a doua este simetricd fatd de prima, a patra faa de a
T e sin AC _ sinCD sinBF |
treia); varianta a treia are forma: - =— - 2"
sinAE  sinDF sinBE

Cazul plan al teoremei lui Menelau era probabil cunoscuti inea Iui Euclid

Menelau folosea, ca general cunoscutd, teorema asupra raportului anarmonic a patru cercuri
mari ce trec printr-un punct comun. Prin urmare aceasti teoremi era cunosculd inci fnainte de
Menelau.

5.5.13 Jacob Steiner

Jacob Steiner a semnalat, in 1827, existenta tetraedrelor ortologice adicd a unei perechi de
tetracdre care se bucurd de proprietatea ci perpendicularele din varfurile unui tetraedru pe fetele
celuilalt sunt patru drepte concurente. Steiner a aratat ¢i proprietatea este reciproed .

In 1832, Steiner a ardtat, completind teorema Crelle, ci dacd intr-un tetraedru, diferenta
muchiilor opuse este aceeasi, atunci existd opt sfere tangente celor patru muchii si punctele de
contact sunt de fiecare sferd, coplanare.

Steiner a rezolvat numeroase probleme de extrem, pe cale sintetici. Astfel, el a aritat, in
1827, ci dintre toate poligoanele de n laturi, izoperimetrice, aria maxima este realizati de cerc.

Tot In 1827, a ardtat cd dintre toate poliedrele cu fete patrulatere, de arie datd, octaedrul
regulat are volumul maxim.

Reluénd o conjecturi a lui Abul Vafa (sec. 10), Steiner a arétat, in 1832, ca dandu-se in plan
un cerc ¢ gi centrul sdu C, putem si efectuim numai cu rigla, toate cons{ructule (realizabile cu rigla
si compasul).

Aceasti teorema este denumiti teorema Steiner.

Steiner a ardtat ci dacd doud drepte izogonale(simetrice in raport cu bisectoarea) duse prin
vérful A al triunghiului ABC taie latura opusi in punctele M si N avem relatia:

MB NB _

MC BC
Steiner a incadrat unele teoreme disparate de geometrie elementar, in teoria conicelor, unde

AB] numitd relatia Steiner,
AC
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isi gésesc o explicatie unitard.

Astfel, el a arfitat, in 1827, cé dacii un triunghi este circumseris unei parabole, directoarea
parabolei trece prin ortocentrul triunghiului. Ca aplicatie, a dedus cd ortocentrele triunghiurilor
formate de patru drepte sunt coliniare (pe directoarea parabolei inscrisa patrulaterului). Proprietatea
este numitd teorema Aubert.

in 1826, Steiner a considerat punctele inverse in raport cu un triunghi, aratind ci daci M
este un punct in planul unui triunghi ABC, simetricele dreptelor AM, BM, CM in raport cu
bisectoarele unghiurilor A, B, C sunt de asemenea concurente intr-un punct M’. Steiner a ardtat ci
punctele inverse In raport cu un triunghi sunt focarele unei conice inscrise,

Totodati, Steiner a dat o explicatie naturala teoremei Miquel aritand ci punctul Miquel este
focarul parabolei inscrise patrulaterului complet. El a completat teorema ardtdnd cé centrele celor
patru cercuri circumserise triunghiurilor formate de patru drepte sunt situate pe un cerc, care trece §i
prin punctul Miquel.

Teorema Miquel cu completarea lui Steiner este considerati cea mai frumoasi teoremi de
geometrie elementard.

n 1844, Steiner a studiat elipsele de arie maxima si minimé inscrisd respectiv circumserisa
unui triunghi, numite elipsele Steiner. Degi au fost considerate anterior de Euclid, Steiner a addugat
numeroase proprietiti noi.

Steiner a ariitat, in 1844, ci elipsa minimé circumscrisi este conica polard a lui G, §i totodata
izogonala dreptei Lemoine.

In detaliu, in coordonatele baricentrice, cubica formatd de laturile unui triunghi are ecuatia
f(x, y, zZ=xyu=0

Conica polari a unui punct M (o,B,y) in raport cu cubica f(x, y, z)=0 are

ecuatiaa»ﬁg + Ba—f+ ya—f =024 P +Y -0 cand M coincide cu G(1; 1, 1) obtinem elipsa
ox dy oz X y 2

Steiner circumscrisa 1/x+1/y+1/2=0

Dreapta Lemoine a unui triunghi este dreapta care uneste punctele de intersectie cu laturile
ale tangentelor duse la cercul circumscris, in vérfurile opuse. Cand un punct M descrie dreapta
Lemoine, punctul invers M’ descrie o conicd, anume prima elipsd a lui Steiner.

In 1866, Steiner a aritat ca cercurile osculatoare in punctele A, B, C la elipsa minima
circumscrisi au un punct comun, S, situat fa intersectia elipsei cu cercul circumseris triunghiului.

Punctul S este numit punctul Steiner al unui triunghi.

Elipsele si punctul Steiner au fost obiectul a numeroase probleme de geometria triunghiului.
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CAPITOLUL VI

METODOLOGIA PROIECTARII OPTIONALELOR

6.1. Repere pentru proiectarea optionalelor

Locul optionalelor.

Planul-cadru de invifimant oferd posibilitatea alegerii i, deci, a proiectdrii si a dezvoltirii
optionalelor in cadrul fiecérei arii curriculare dar si la intersectia acestora (prin intermediul temelor
integrate).

Rolul optionalelor.

Optionalul este un element esential in contextualizarea curriculum-ului, permitand adaptarea
ofertei de invilare la nevoile §i interesul elevilor. Optionalul face posibild manifestarea creativititii
profesorului motivandu-1 si-si conceapd nu numai strategiile didactice proprii ci si obiectivele si
continuturile avute in vedere pentru realizarea unui curs original care, se pliaza caracteristicilor
elevilor sii. Optionalul reprezintd diversificarea parcursurilor scolare dincolo de curriculum-ul
nucleu valabil pentru toti,

Tipuri de optional
Optionalele pot fi:

1. Optionalul la nivelul disciplinei consta in activitati, module, proiecte care nu sunt incluse
in programa scolara.

2. Optionalul la nivelul ariei curriculare presupune alegerea unei teme care implica cel pufin
doud discipline dintr-o arie.

3. Optionalul integrat, la nivelul mai multor arii curriculare.

Modele care fundamenteazi optionalul Ia nivelul ariei/mai multor arii.

l. Modelul “infuziei” presupune formularea unor obiective generale, cu caracter
transdisciplinar, comune pentru mai multe obiecte de studiu cuprinse in planul de invitimént sau
pentru disciplinele care configureaza o anumita arie curriculari.

II. Modelul “hibridérii” presupune alegerea unor obiective care, prin complexitatea lor si prin
specificul integrat, necesitd constituirea unui (sub)domeniu independent (“hibrid™).

III. Modelul “polarizirii” implica existenta unei discipline pilot care, pentru realizarea unor
obiective care ii sunt specifice “polarizeazi” segmente din alte discipline.

Structura programei de optional

Pentru elaborarea programei de optional propunem urmitoarea schemi de proiectare care este
in acord cu modelul programelor din trunchiul comun.

e Argument

o Obiective de referinta
Lista de continuturi
Modalitati de evaluare
Bibliografie

e e o
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Pentru Argument, se vor redacta 2-3 paragrafe care motiveaza cursul propus: nevoi ale
elevilor, ale comunitatii locale, formarea unor competente de transfer etc.

Obiectivele de referinta (pentru un optional de o ord pe siptaména se vor defini g1 urméri 5-
6 obiective de referintd — pe care elevii urmeaza si le atingd péna la sfarsitul anului) — vor fi
formulate dupd modelul celor din programa national (a materiilor din trunchiul comun), dar nu vor
11 reluari ale acestora. Dac# optionalul ar repeta obiectivele de referinii ale curriculum-ului nucleu,
atunci optionalul respectiv nu ar aduce nimic nou din punct de vedere al formarii si dezvoltarii unor
capacitdfi ale gndirii (ar aprofunda eventual, prin adiugarea unor continuturi, competente care se
formeazd prin urmarirea obiectivelor din programa nationali).

Un obiectiv de referinti este corect formulat daca prin enuntul siu rispunde la intrebarea “ce
poate si faca elevul?”. Dacé raspunsul la aceasta intrebare nu este clar (ceea ce poate face elevul nu
poate fi demonstrat si evaluat) atunci obiectivul este prea general definit.

Lista de continuturi cuprinde informatiile pe care optionalul le propune ca bazi de operare
pentru formarea competenielor vizate de obiective. Altfel spus, sunt trecute in listd acele informatii
care vehiculate, introduse, combinate si recombinate ntre ele si cu altele Invitate anterior.

Ca in cazul informatiilor previzute In programele obligatorii ale disciplinelor de trunchi
comun, informatiile din lista optienalului nu vor fi considerate un scop in sine ci mijloc pentru
formarea intelectual.

Moadalititile de evaluare. Vor fi trecute tipurile de probe care se potrivesc optionalului
propus(de exemplu: probe scrise, probe orale, probe practice, referat, proiect etc.). Nu vor fi incluse
probele ca atare.

6.2. Programe pentru optionalele ,,Pagini din istoria matematicii” si ,,Geometria triunghiului”

Prezentim programele pentru optionalele ,Pagini din istoria matematicii” si
»Geometria triunghiului” a ciiror bibliografie se regiiseste in bibliografia lucririi.

PAGINI DIN ISTORIA MATEMATICII

Ciasa a Vii-a

DENUMIREA OPTIONALULUL: PAGINI DIN STORIA MATEMATICII
TIPUL: MONODISCIPLINAR

DURATA: 2 SEMESTRE

NUMAR DE ORE PE SAPTAMANA: /

ARGUMENT

Scopul introducerii optionalului PAGINI DIN ISTORIA MATEMATICII este stimularea
interesului elevului pentru cunoasterea istoriei matematicii, prin sensibilizarea acestuia cu ajutorul
unor probleme variate, atractive si amuzante, in scopul de a-i oferi elevului un orizont cultural
mai larg, la care se poate raporta ulterior, care si-1 ajute la intelegerea si la prelucrarea unor
informatii noi.

Evolutia gndirii omului reface progresul stiintific al omenirii, chiar daci in preadolescenti
elevul nu este cointeresat si urméireasca istoria decantiirii conceptelor stiintifice, el va invita,
poate, indepartindu-se in mod paradoxal, in cele mai multe cazuri, de scopul principal al
disciplinelor stiintifice — formarea unei conceptii stiintifice despre lume. Rigoarea definitiilor si
rafionamentelor matematice, chiar §i atunci cfind nu ii este striiind scolarului, ii pare acestuia o
complicatie fird sens, ingreundndu-i instructarea cunoagterii de care are parte in scoald. Credem
ca apropierea copilului de aventura intelectuald premodernd a omenirii poate indepirta aceste
neajunsuri. Mai mult aptitudinile - In esentd, vocatia stiintifici — pot fi trezite in mai mare masura
prin dezviluirea Incirciturii istoriei intelectuale a anumitor concepte stiintifice, deoarece evolutia
acestora poartd in sine, implicit, continua tensiune a cunoasterii, rezultdnd, in cele din urma,
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angajarea elevului nu Intr-un simplu proces cognitiv, ¢i chiar intr-unul afectiv-cognitiv (singurul
generator al realului interes pentru studiu).

OBIECTIVE DE REFERINTA SI ACTIVITATI DE INVATARE

OBIECTIVE DE REFERINTA ACTIVITATI DE iNVATARE

La sférgitul clasei a VII-a elevii vor fi capabili
- se face un portofoliu
- se rezolva exercitii
- se dezbate o problema
- se face un studiu de caz
- s utilizeze INTERNET-ul ca
3. 54 cunoascé biografiile unor mari matematicieni sursa de informare

- se intocmeste un portofoliu
4. S& manifeste perseverentd si creativitate pentru realizarea - se face studiu de caz
unui proiect de istoria a matematicii. - se rezolva exercitii

- se Intocmeste un portofoliu
5. 5& manifeste interes pentru folosirea tehnologiilor in studiul - se face o analizii de produs
matematicii - se discutd o problema

- se elaboreazi un proiect

1. Sa cunoascid axiomele matematicii

b2

. Sé rezolve probleme celebre de matematica

LISTA DE CONTINUTURI

AXIOMATIZAREA MATEMATICII

Elementele lui Euclid si gindirea stiintifica

David Hilbert si bazele geometriei

Simion Stoilov si axiomatizarea matematicii

SCURT RAID IN ISTORIA MATEMATICII ROMANESTI
Geometria elementara

Pagini din istoria matematicii roménesti

Contributtile matematicienilor romani la dezvoltarea geometriei
Probleme celebre ale matematicienilor roméni
BIOGRAFIE SELECTIVA A UNOR MATEMATICIENI
Leonhard Euler si geometria

Apoloniu din Perga

Pitagora.

Menelau.

Torricelli Evangelista

Joseph Gergonne

PROBLEME CELEBRE ALE GEOMETRIEI

Cvadratura cercului

Cvadratura lunulelor

Dublarea cubului

Problema lui Arhimede

L | D |

fw|ra]|—

Chth| W |

| T

MODALITATI DE EVALUARE:
EVALUARE PRIN PROBE ORALE
EVALUARE PRIN PROBE SCRISE
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EVALUARE PRIN PORTOFOLIU
EVALUARE PRIN ANALIZA DE PRODUS
EVALUARE PRIN STUDIU DE CAZ
EVALUARE PRIN PROIECT

GEOMETRIA TRIUNGHIULUI

Clasa a VIi-a

DENUMIREA OPTIONALULUL GEOMETRIA TRIUNGHIULUI
TIPUL: MONODISCIPLINAR

DURATA: 2 SEMESTRE

NUMAR DE ORE PE SAPTAMANA: J

ARGUMENT

Scopul introducerii optionalului GEOMETRIA TRIUNGHIULUT este stimularea interesului
elevului pentru cunoasterea matematicii, prin prezentarea unor probleme variate, atractive si
elegante. Am ales geometria triunghiului si a elementelor remarcabile din triunghi din
urmatoarele motive: noile notiuni sunt generalizari naturale ale celor deja asimilate prin orele din
trunchiul comun, asimilarea noilor cunostinte ale geometriei triunghiului este un indicator pentru
acomodarea cu bagajul informativ-formativ achizitionat In anii de studiu al geometrie plane.

Geometria triunghiului aprofundeazd relatiile existente intre clasele de poligoane si
proprietitile cercului, formeazd o culturd de specialitate mai deosebitd, permitdnd elevilor sd-si
valorifice ulterior cunostintele intr-o modalitate superioard.

OBIECTIVE DE REFERINTA SI ACTIVITATI DE iNVATARE

N ACTIVITATI DE
OBIECTIVE DE REFERINTA iNVATARE
La sféarsitul clasei a VIIl-a elevii vor fi capabili

1. S& coreleze relatiile existente In geometria triunghiului - se discuta o problema

cu cele din geometria cercului - se rezolvi exercitii
2. Sa@ aplice direct rezultatele teoretice Tn rezolviri de - se dezbate o problemi
probleme. - se rezolvi exercitil

- se intocmeste un portofoliu
- se rezolvi exercitil

- se rezolvi exercitii

- se face un studiu de caz

3. 5S4 cunoascd elementele remarcabile dintr-un triunghi

4. 5a foloseascd noi metode de rezolvare a problemelor

5. Dezvoltarea interesului §i a motivatiei pentru studiul

. - rezolvéri de probleme
matematic

LISTA DE CONTINUTURI

GEOMETRIA TRIUNGHIULUI

Relatii intre triunghiul echilateral si cercul circumscris
Teorema van Schooten

Teorema lui Evangelista Torricelli

Teorema medianel

Teorema lui Menelau

Teorema lui Ceva

Teorema lui Steiner

Teorema lui Stewart

col-ajcn|wnd (W ba]e
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DREPTE REMARCABILE

Concurenta cevienelor (cazuri particulare)

Ceviene de rang K, ceviene izogonale

Dreapta lui Euler

Dreapta lui Simson

Dreapta lui Lemotine

Ovih| e [ D —

Dreapta orticd

PUNCTE REMARCABILE

Concurenta simedianelor

Punctul lui Nagel

Punctul lui Gergonne

Punctul hui Vecten

Punctul lui Breecard

N W e L 1] e

Punctul lui Kariya

CERCURI REMARCABILE

Cercul lui Euler

Cercul lui Taylor

Cercurile lui Lemoine

ESuRon g S J L

Cercurile lui Apoloniu

MODALITATI DE EVALUARE:

EVALUARE PRIN PROBE ORALE
EVALUARE PRIN PROBE SCRISE
EVALUARE PRIN PORTOFOLIU
EVALUARE PRIN STUDIU DE CAZ

Integrarea optionalelor in orar.
Pentru a permite elevilor din clase diferite s urmeze anumite optionale, existd solutia de a
prevedea In orar blocuri de optional in anumite zile la inceputul sau la sfarsitul programului, astfel
incét elevii din diferite clase si se regrupeze la optionalele pe care le-au ales indiferent de clasa de

unde provin.

Tip de CDS Caracteristici ale programei Regim
orar
Aprofundare Programa pentru trunchiul comun (curriculum nucleu) Ore din
(In cazuri de recuperare — respectiv pentru elevi care nu au reusit s3 dobdndeascd | plaja orard
achizitiile mininale previizute prin programa anilor de studiu anteriori -, este
permisa parcurgerea curriculum-ului nucleu, prin depfsirea numarului de ore
alocat trunchiufui comun prin planul cadru)
- Obiective de referintd notate cu * Cre din
Extindere - Continuturi notate cu * plaja orara
(se regfisesc in programa disciplinei de trunchi comun)
Optional la nivelul - Noi obiective de referinti Ore de
disciplinei _ Noi continuturi optional
(noutatea este definitd faja de programa disciplinei de trunchi comun)
Optional integrat la - Noi obiective — complexe Ore de
nivelul arfei sau al - Noi continuturi — complexe optional

intregului curriculum

(noutatea este definitd fatd de programele disciplinelor de trunchi comun
implicate in integrare)

6.3 Aspecte privind predarea Curriculum-ului Ia dispoezitia scolii la clasi

Daci nu existd auxiliare care s sprijine desfdsurarea orelor de optional, profesorul fiind in
situatia de a realiza un suport de curs, atunci este necesard elaborarea unui alt instrument a cérei
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menire este de a structura si detalia cerinfele programei. Acest instrument este sinopsis-ul si el
reprezintd un fel de “hartd” a cursului — o organizare coerentd a ceea ce urmeazd si fie facut la
optional.
In sinopsis se poate trece o rubricd privind numarul de ore afectate unei unititi de nvitare si
in felul acesta obtinem si o planificare calendaristicd a unitatilor de invitare. Prezentim sinopsis-
urile optionalelor “ Pagini din 1storia matematicii” $i “Geometria triunghiufui™:

SINOPIS

Pagini din istoria matemuaticii

clusa a Vil-a

secolulut al XIX-
lea.

Nr. TEMA QNITA’;‘I DE CONTINUTURI OBIECTIVELE ACTIVITATI | Nr.
crt. INVATARE INVATARII DE INVATARE| ore
Elementele lui - Scoala din - S& stie cine a fost - Se
Fuclid si gdndirea | Alexandria; [Tuclid, In ce perioada - tocmeste un
stiintifica. contributiile lui A trait. ¥
Euclid la - S& stie ce cuprind portofoliu.
dezvoltarea cele 13 carti ale lui
S : ' - Se face un 2
matematicii. Fuclid. tudiu d
- Continutul celor studiu de caz.
i : - Se elaboreaza
13 carti ale lui .
- Euclid. un proiect.
9
ki
£ David Hilbert si -Rolul lui David - 5& cunoasci in ce - Se
42—"; bazele geometriei. Hilbert in pericada a trdit David {ntocmeste un
E axiomatizarea Hilbert si care au fost portofoliu
1 d geometriei, contributiile sale la - Se face un 1
H -Contributiile sale dezvoltarea geometriei. |studiu de caz.
H la dezvoltarea
g geometriel,
8
é Simion Stoilov si - Cercetarile de - 34 cunoascd - Se face un
axiomatizarea Inalta valoare principalele opere studiu de caz.
matematicii stiintificd ale lui  [realizate de Simion - Se discutd o
Simion Stoilov. Stoilov. problema.
- Suprafetele - Sa cunoasca 1
Stoilov. notiunea introdusa
pentru prima datd in
matematicd (spatiu de
acaperire).
Geometria elementar - Influenta - S& cunoasca - Se elaboreaza
geometriei importanta geometriel jun proiect.
H proiective asupra [proiective. - Se
p= manualelor - Sa stie despre intocmeste un
£ elementare. problemele portofoliu.
% - Despre izoperimetrice ale hul
g . problemele L’Huilier; Steiner.
o 2 izoperimetrice. - Invatamantul
o 5 % - Matematica In matematic in gcolile de 9
w g Roménia la inginerie ale lui
g e Inceputul Gheorghe Lazar.
3
®
I
)
H
3
[
4]

[




ACTIVITATI

Nr. UNITATI DE OBIECTIVELE Nr.
crt. | TEMA INVATARE CONTINUTURI INVATARII inl"\)';}?ARE ore
Pagini din istoria | - “Elemente de - 83 cunoasci ce - Se
matematicii geometrie’ de A:M: | contine cartea lui elaboreazi
romanesti. Legendre - prima | A.M. Legendre un proeiect.
lucrare de tradusé de Petrache - Se discuta
geometrie In limba | Poenaru. o problema.
romana. - 53 gtie cine a
- “Gazeta intemeiat “Gazeta 9
matematicd” si matematicad”, o
intemeietorii sai. adevarata scoald, si
- Geometria faima el peste
triunghiului in hotarele tarii.
tematica “Gazetel | - S& cunoasca o parte
matematice”. din tematica “Gazetei
matematice”.
Contributiile - Diversitatea Sa cunoasca céateva - Be
matematicienilor | operei matematice | opere matematice ale | Intocmeste
romani la a lui Traian lui Traian Lalescu. un
dezvoltarea Lalescu . - S& cunoasca rolul portefoliu,
geometriei. - Cercetarile de fui Simion Stoilov in - Se
inaltd valoare dezvoltarea elaboreaza
g stiintifica ale lui matematicii. un proiect.
g Simion Stoilov. - 54 gtie despre - Se discuta
g - Activitatea activitatea stiintificd a | o problema.
o gtiintificd a lui Iui Gheorghe Titeica - Be face un
= Gheorghe Titeica. | si despre conferintele | studiu de
A - Creatia tinute la Sorbona. caz. 3
g matematica a lui - 54 gtie despre
2 o Dimitrie Pompeiu. | memoriile publicate
g - Dan Barhilian si | in revistele de
g geometria specialitate din tard si
o algebrici. de peste hotare ale ui
T Dimitrie Pompeiu.
E - 54 gtie despre
5 fur_xdamm::ntarea
] axiomatici a
geometriei lui Dan
Barbilian,
Probleme celebre | - Problema piesel | - S& cunoasca - Se rezolva
ale de cinci lei a hui problemele celebrilor | probleme.
matematicienilor Ghecrghe Titeica. | matematicieni - Se discuta
romani. - Relatia Iui Tomarni. o problema.
Traian Lalescu - S& poatd rezolva - Se face un
privind probleme. studiu de
bisectoarele - Sa recunoasca caz,
interioare. autorul anumitor
- Omologiile 1ui inegalitatfi. 4

Dan Barbilian.
- Inegalitatea Iui
lon lonescu.




Nr U‘_NI'I:ATI DE CONTINUTURI OBIECTIVELE ACTIVITATI Nr
crt- TEMA INVATARE INVATARII _ DE orc;.
’ iNVATARE
Leonard Euler gi - Leonard Euler - 83 cunoascd - Se
geometria, un exemplu principalele opere intocmeste
minunat de matematice ale lui un
munca dedicat Leonard Euler din portofoliu.
gtiintei. algebri, analiza
- Imensitatea matematica,
operei matematice | geometrie, teoria
a lui Leonard numerelor, 1
Euler in algebra, trigonometrie.
in geometrie, In
teoria numerelor,
in analiza
matematicd, in
teoria ecuatiilor
diferentiale, in
trigonometrie.
Apoloniu din -Continutul -84 cunocasca ce Se
Perga lncrarii “Sectiuni cuprind cele gapte elaboreazd
conice” a lui carti ale lui Apoloniu. | un proiect.
Apoloniu din -84 gtie ce alte lucrari
- Perga sunt cunoscute
g -Alte opere ale Jui | numai dupa
:f_,:’ Apoloniu. denumirile lor citate
u de Pappus.
5 Pitagora -Scoala lui - 84 gtie In ce - Se
o Pitagora si perioada a trait intocmeste
E importania sa in Pitagora si ce rol a un
2 dezvoltarea avut in dezvoltarea portefoliu.
A matematicii. matemalticii.
3 « -Notiuni - 84 cunoasca 1
9 introductive exemple de numere
'+3 despre numere “figurative”, numere
9 figurative, numere | perfecte, numere
B perfecte, numere amiabile (prietene) si
8 amiabile. legendele aparitiei lor,
d Menelau - Continutul - 53 cunoasci ce - Se
_°gn lucrarii in trei contin lucrarile lui elaboreaza
m volume a lui Menelau pentru cazul | un proiect.
Menelau. plan st peniru cel 1
- Teorema lui sferic.
Menelau pentru
cazul plan si
pentru cel sferic.
Joseph Gergonne | - Principiul - 84 cunoasca - Be face un
dualitatii. notiunea de dualitate. | studin de
- Generalizarea - S& cunoascd caz.
teoremei lui notiunea de clasa a 1
Pascal realizati de | unei curbe plane si
Joseph Gergonne. | clasi a unei suprafete
Torricelli - Cercetiri - 8& cunoasca Se discutd o
Lvangelista matematice notiunile de: problema,
expuse in “Opera | "cercurile Torricelli”,
geometrica”. “punctul hui
- Teorema lui Torricelli®. 1
Torricelli, - 58 cunoasca

meritele lui Torricelli

din fizica.




Nr UNITATI DE CONTINUTURI OBIECTIVELE ACTIVITATI Nr.
crt. TEMA INVATARE INVATARII ~ DE ore
’ INVATARE
Cvadratura - Cunoasterea - 33 cunoasca - Se
cerculi enuntului complet | enuntul complet al intocmesgte
a vestitei cvadraturii cercului. un
probleme - - 58 cunoasca portofoliu.
cvadratura valoarea lui n gasita - Se discuta
cercului. de Arhimede; de o problema. 2
- Valoarea hui =. egipteni, babiloneni gi
valoarea reala
cunoscutd pana in
prezent.
*:% Cvadratura - Aria unei lunule ; - 53 stie demonstratia | - Se face un
Q lunulelor se poate lui Hipocrat din Chios | studiu de
b transforma In aria | referitor la aria caz.
o unui triunghi lunulei.
5 dacid i se poate - 84 cunoascid 1
g face cvadratura. demonstratia
2 cvadraturii lunulelor
4 :‘)ﬂ lui Hipocrat In spirit
= modern.
© Dublarea cubului | - Problema din - S& cunoasci - 8e
- Delos. problema din Delos. elaboreaza
'TS - Legendele legate | - Sa stie legendele un proiect.
v de originea legate de originea - Se discuta
% dublarii cubului. problermei dublarii o problema. 9
8 - Rezolvarea cubului.
E algebrica a - 54 poatéd rezolva
problemei delice problema din Delos.
(problema din
Delos)
Problema lui - Problema pe - Sa poatd pune In - Se discuta
Arhimede Care a propus-o ecuatie problema lui o problema.
Arhimede intr-o Arhimede. - Se face un
scrisoare catre - Ba cunocasca studiu de
. . 2
Eratostene din rezolvarea problemei caz.

Cyrene sau
problema taurilor
lui Helios.

taurilor lui Helios.




SINOPSIS

Geomerria frriunghiului clasa a VIII-a

UNITATI ACTIVITATI
v news | TDe" | compmorom | opmenwms | AT [
INVATARE : INVATARE
- Lungimea laturii
triunghiului - 83 cunoasca
Relatii intre | echilateral. formulele laturii Se dezbate o
triunghiul - Lungimea apotemei gi ariei problema.
echilateral apotemei §i aria triunghiului - Se face un 2
5i cercul triunghiuluwi echilateral in functie | studiu de
circumscris | echilateral in functie | de raza cercului caz.
de raza cercului circumscris.
circumscris.
- Existenta relatiei
Teorema lui AM=BM+MC und.e M | - 58 poata aplipa in' - Se face un
Scehooten, apartine cgarcuhu probleme relatia lui studiu de 1
circumscris Schooten. caz.
triunghiunlui ABC.
- Cercurile
ci?cumszcri'se - 84 cunoasca
T lui friunghiurilor d ; T
corema M o hilaterale enuumirea I_Junctu W1 Se discuta
Evangelista constriite in de intersectie a celor o problems 1
Torricelli. exteriorul unui trei cercuri —punctul P )
. . Torricelli.
triunghi carecare
3 sunt concurente.
= - Cunoagterea relatiei
Eﬂ Teorema hui | Relatia Iui Stewart tai 'Ste\_x_rart gl
5 Stewart. i anlicatii aplicatiile sale. - Se dezbat
o Teorema §l apicatll. . . | - S& cunoasca © cezvate
1 e . . - Teorema mediane] . o problema.
" medianei. ] procedeul de obtinere
B Lungimea enunt si _ a medianei unui - Be face un
Q ) . | demaonstratie . studiu de 4
g bisectoarei |~ Teo ' triunghi,
2 interioare a biszcltgcenzlr?:i' - 5a poata aplica i:asze rezolva o
© unui unghi calcularea ’iun imii teorema lui roblema
dintr-un o El Stewart in calcularea | P '
triunghi. ' lungimii bisectoarei
interioare.
- 54 inteleagi si sa
- Teorema lui ﬁa;?effé?as& ticlslorema - Se dezbate
Teorema lui | Menelau si reciproca . o problema,
Menelau. sa. rezolvari de probleme. | - Se face un
. . - 5d poatd folosi :
Teorema lui | - Teorema Iui Ceva teorema 1ui Ceva in studiu de 3
Ceva. si reciproca sa. - caz,
Tecrema - Teorema van Aubel rezc_:lvar_l de probleme. | Se
van Aubel, | sirelatia lui van - Sa aplicecu elaboreazi
Aubert. ugurin(a relafia lui un proiect
Aubel in rezolvari de ’
probleme.
Teorema i Steiner
si relatia lui Steiner.
Teorema lui - 54 cunoascd relatia | - Se dezbate 1

Steiner

1ui Steiner,

o problema.

Is




UNITATI ACTIVITATI
Nr. TEMA, DE CONTINUTURI o?gggﬁliﬂ . DE f:é
crt INVATARE § INVATARE
Concurenta | - Izogonalele a trei - 38 cunoasca - Se face un
cevienelor., | ceviene concurente notiunea de ceviana, studiu de
Ceviene de | sunt concurente. ceviang izogonald, caz. 5
rang k. - Concurenta - 83 inteleagd si s - Se dezbate
Ceviene cevienelor. aplice in probleme o problema.
izogonale. | - Ceviene de rang k. | teoria studiata.
- In orice triunghi - Sa cunoascé
ABC ortocentrul, demonstratia
centrul de greutate teoremei lui Euler.
.| si centrul cerculwi 54 stie relatia dintre - Se face un
Dreapta lui . . ' .
Euler CITCUMSCTS aceste puncte( studiu de 1
' triunghiului sunt ortocentrul, centrul caz.
situate pe aceeasi de greutate si centrul
dreapta. cercului circumscris
o triunghiului).
an T
o - Proiectiile
E ortogonale ale unui - 3a cunoasci
4 .
g Dreapta lui punct M de pe . demons?ra‘g} a. - Se discuta
i . cercul circumscris teoremei lui Simson. - 1
() Simson . o N N . o problema.
= triunghiului ABC pe | - 534 poati generaliza
pe] ) . i
2 o laturile acestuia teorema lui Simson.
= sunt coliniare.
E ) Tanger‘ltele la . - 33 poati aplica
E cercul circumscris - -
v S . reciproca teoremei lui
- unui triunghi
N ] . = . Menelau. - Se
£ Dreapta Iui | neisoscel in varfurile - o i }
N . o . - 8& poata utiliza intocmeste 1
a Lemoine lui taie laturile . : .
R dreapta Iui Lemoine un proiect.
opuse in puncte - =
: . | In rezolvari de
situate pe o aceeasi
= probleme.
dreapta.
- 53 inteleagi
notiunile de triunghi
ortic si sd-1 poata
- Triunghiul ortic. construi.
D - Dreapta orticd a - 54 Inteleaga - Se face un
reapta A . ) : .
Lo unui triunghi demonstrajia studiu de 1
ortica . p .
neisoscel si ne- teoremei, caz.
dreptunghic. - 88 poath aréta ca
dreapta ortica este
perpendiculara pe
dreapta lui Euler.
- 54 Inteleagi
notiunea de
- Simediane simediana.
v Punctul Iui - Sa poata aplica - Se dezbate
= . - Concurenta . . = 1
B Lemoine . : ’ teorema Jui Steiner. o problema
o simedianelor. = ~ :
3] - 3& poata aplica
g forma trigonometrica
3 3 a teoremei lui Ceva.
= - = ~
W - 83 Inteleagi
g demonstratia
g Cq - Se
. teoremei lui Nagel. -
f_a‘:’ Punctul tai . - - . intocmesgte
Teorema hui Nagel S& poata realiza 1
Nagel fisura gecmetricd un
g g portofoliu,

specificd teoremei.
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UNITATI ACTIVITATI
f:t' TEMA DE CONTINUTURI Ogﬁ;‘ﬁ AR;I“ “EII‘E DE f:e
INVATARE : INVATARE
- 84 poata aplica . Se
reciproca teoremei Jui . -
realizeazd un
. . Ceva. -
Punctul Tui Teorema lui . - - proiect.
- Sa inteleagd 2
Gergonne Gergonne . - Se face un
notiunea de .
; . studiu de
adjunctele punctuiui
caz,
Gergonne,
- 8a inteleaga
o demonstratia
‘B Punctul Tui . teoremei lui Vecten. - Se dezbate
P Teorema lui Vecten - - . - 1
i Vecten - 8& poata aplica o problema.
g teorema reciproca a
3 5 lui Ceva.
; - S& cunoasca
S demonstratia
= . SN - Se face un
= Punctele lui . teoremel luil Brocard. .
A, Teorema Iui Brocard . = L studiu de 1
Brocard - 84 poata aplica in
- caz.
rezolviri de probleme
notiunile insusite,
- 34 Inteleaga
demonstratia
Punctul iui Teorema hii Kariva teoremei. - 5e dezbate 1
Kariya Y - S poata realiza o problema.
fipura geometrica
corespunzitoare.
- 54 inteleagd
demonstratia
. S - Se face un
Cercul lui . tecremei Iui Euler .
Teorema lui Euler = = . studiu de 1
Euler - 8& peoata construi
. . caz.
figura geometrici
corespunzatoare.
Cercul lui . 5S4 poatd demonstra | - Se rezolva o
Teorema lui Taylor 3 - 1
Taylor teorema lui Taylor problema.
- 84 cunoasci - Se dezbate
- Primul cerc al lui notiunile legate de 0 problema.
% Cercurile | Lemoine. cercurile lui Lemoine | Se 9
5 Iui Lemoine | - Al doilea cerc al lui | si sa poatd construi intocmeste
5 Lemoine. figura geometrica un
4 g corespunzéitoare portofoliu.
& - Teorema: "Fie [AD
.E‘; gi [AD’ bisectoarele
e interioara si
3 exterioard ale
unghiului € BAC al - =
triunghiului - 54 cunoasca - Se
, ) notiunea de loc realizeazid un
Cerlc];.;rlle nels;se(;‘il t1;&;312.aIlJcncul geometric. proiect. 5
. . - 33 inteleagi - Se face un
Apoloniu lpumlztf:llor Mh(,h? . | demonstratia studiu de
planul trimnghiulual | o re e Iui Apoloniu. | caz.

ABC pentru care
MB/MC=AB/AC este
un cerc care trece
prin punctele A, D si
D
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Alocarea in timp este necesard pentru a vedea In ce misurd sinopsis-ul acoperd programa
pentru parcursul de invitare propus. Daci acestui numadr de ore i va corespunde si o coloand cu
datele preconizate, atunci sinopsis-ul tine loc si de planificare calendaristica

Planificarea calendaristica

In contextul noului curriculum, planificarea calendaristicd se transforma dintr-un document
administrativ formal care repetd modul de gestionare a timpului propus de programa analitica, intr-un
instrument de interpretare personald a programei, care asigurd un demers didactic concordant cu
situafia concretd din clasi.

Proiectarea unei unititi de invitare

Conceptul de unitate de invitare. O unitate de Invitare poate s& acopere una sau mai multe
ore de curs. Alocarea timpului afectat unei unitati de invitare se face prin planificarea anuald sau
sinopsis. Realizarea unei unititi de invitare impune un demers didactic proiectat de fiecare profesor
in parte.

Metodologia de proiectare a unei unititi de invitare constd infr-o succesiune de etape,
inlintuite logic, ce contribuie la detalierea continuturilor, in vederea atingerii obiectivelor de
referintd.

Clasa: a VIii-a

Etapele proiectérii sunt aceleasi oricare ar fi unitatea de Inviiare vizata.
Prezentdm proiectarea unititii de invétare ce di nume optionalului ,,Geometria triunghiului”.

Unitatea de Invitare: Geometria triunghiului

Nr. | Continuturi Obicctive
e de Activitiiti de Inviitare Resurse Evaluare
crt. | - detalieri . ’ ;
referinti
1 Relatii intre Identificarea ipotezei si a Culegeri de Observarea
triunghiul concluziei unei probleme probleme sistematici a
echilateral gi Sesizarea greselilor dintr-o Tabele elevilor
cercul 1 succesiune de argumente matematice
circumscris Redactarea rezolvarii unei Instrumente
probleme geometrice
Argumentarea orald a demersului
de rezolvare a une1 probleme
2. | Teorema van Discutarea In grup a metodei de »Probleme Investigatia
Schooten rezolvare (demonstratie) a practice de
4 teoremei geometrie” de
Gasirea in grup a unor metode Nicolescu, L.
alternative de rezolvare Instrumente
geometrice
3. Teorema lui Utilizarea unor metode variate In | ,,Istoria Se elaboreaza
Evangelista rezolvarea teoremei: matematicii” | un proiect
Torricelli 1. metoda lui N. N. Mihdileanu | de N. N.
2. demonstratia lui Torricelli Mihaileanu
4 . - . :
3. demonstratia datd de van ,» Triunghiul
Schooten ringul cu trei
colturi” de
Voda, Gh.
4 Teorema lui Argumentarea orald a demersului | Instrumente Observarea
Stewart 9 de demonstratic a teoremei geometrice sistematicd a
Aplicatii Conversatia, | elevilor
Dialogul
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Obiective

Nr. Contmlftu.rz de Activitati de invitare Resurse Evaluare
crt. | - detalieri . ’ ’
referinti
5 Teorema Compararea teoremei cu cea a lui | Culegeri de Temd de lucru
medianei 2 Stewart probleme in clasa
3 Gisirea in grup a unor metode Dezbaterea
alternative de rezolvare

6 Lungimea Exercitii de aplicare a teoremei Instrumente Tema pentru
bisectoarei lui Stewart geometrice acasd
interioare a 2 Culegeri de
unui unghi 3 probleme
dintr-un Exercifiu
triunghi

7 Teorema lui Exercitii de aplicare a metodei Instrumente Observarea
Menelau triunghiurilor asemenea geometrice sistematicd a

Exercitiu elevilor:

2 atitudinea
elevilor fata
de sarcina
datd

8 Teorema lui Exercitii de aplicare a teoremei [nstrumente Autoevaluarea
Ceva lui Menelau si a teoremet geometrice
2 sinusurilor pentru forma Culegeri de
4 trigonometrica a teoremei lui probleme
Ceva Tabele
matematice
9 Teorema van Gasirea In grup a metodelor de Culegeri de Evaluare orala
Aubel - demonstratie: Menelau, calculul | probleme
:L ariilor-raportul ariilor Instrumente
geometrice
Demonstratia
10 | Teorema Exercitii de aplicare a metodei Exercitiul Test
Steiner 2 triunghiurilor dreptunghice Instrumente
asemenea geometrice

Unititile de invatare vor fi proiectate pe parcursul anului scolar iar pentru fiecare lectie din
cadrul unitatii de Inviitare este necesar proiectarea acesteia in vederea unui demers didactic eficient.

Prezentim un model de proiectare a lectiei ,,Cercul lui Euler”.

Proiectarea lectiei: CERCUL LUI EULER

I. Obiective generale

1.

(JI.I':LJJI\)

1. Si coreleze relatii existente in geometria triunghiului cu cele din geometria cercului.
2. Si cunoascid elementele remarcabile dintr-un triunghi.
3. Si foloseascéd noi metode de rezolvare a problemelor.
1. Obiective operationale ale lectiei

La sfarsitul lectiei elevii vor fi capabili:

Si poata defini notiunea de patrulater inscriptibil si si utilizeze proprietatile Iui.

Si poatd construi liniile importante In triunghi.

Si identifice ortocentrul triunghiului.

Sa aplice proprietatile liniei mijlocii a unui triunghi.
S# foloseasci proprietatea medianei corespunzitoare ipotenuzei Intr-un triunghi dreptunghic
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Metode: descoperirea — expunerea, demonstratia , conversatia, exercitiul
IH. Desfasurarea lectiei
a) Inventarul de cunostinte utile:
1) - Definitia patrulaterului inscriptibil.
- Se va repeta definitia patrulaterului inscriptibil
- Se vor reactualiza proprietdtile patrulaterului inscriptibil
- Se deseneaza un patrulater inscriptibil.
- Se reactualizeaz definitia si proprietitile patrulaterului inscriptibil.
2) — Se vor repeta definitiile liniilor importante in triunghi si constructia acestora.
- perpendiculara dusa printr-un punct pe o dreapta
- impértirea unui segment in dou# parti egale
3) — Se va reactualiza concurenta niltimilor si notiunea de ortocentru al triunghiului,
- se va analiza cazul unui triunghi dreptunghic, obtuzunghic, ascutitunghic
4) ~ Se va reaminti definitia liniei mijlocii si proprietitile ei.
- se enuntd definitia liniei mijlocii
- se reamintesc proprietatile liniei mijlocii
5} - Se va prezenta proprietatea medianei corespunzitoare ipotenuzei intr-un triunghi
dreptunghic A
b) “Descoperirea” cu elevii a Cercului lui Euler
1). Se va desena un triunghi ascutitunghic
ABC si se vor construi Tndltimile triunghiului
si mijloacele laturilor sale. Fie A=prBCA,
B1=prACB, C=prABC si punctele A’, B’, C’
mijloacele laturilor BC, AC, AB.
Fie M, N, P mijloacele segmentelor
[AH], [BH], [CH] unde H este ortocentrul ,
triunghiului ABC (Figura 6.1).

Figura 6.1

Ay Al

. . . . . 1 ;
Se va scrie mediana A C” 1n triunghiul dreptunghic ABA, : AIC’=?AB *)
- Se va scrie relatia pentru linia mijlocie A’B’: A’B’——»% AB )

- Din cele doua relatii rezulta ci A’B’=A;C’, deci patrulaterul A;A’B’C’ este trapez isoscel, prin
urmare Al apartine cercului determinat de A°, B’, C°

Analog se arati ci punctele B) i C aparfin cercului ce trece prin punctele A’, B’, C’.

- Se demonstreazi ci patrulaterul MC*A’B’ este inscriptibil

C’M este linie mijlocie in triunghiul ABH. Rezultd ci C’M=% BM i C’M || BM (1)

A’C’ este linie mijlocie in triunghiul ABC. Rezultd ci A’C’ || AC (2)
Din relatiile (1) si (2) rezultd ¢ C°MLA’C” deci m{(< MC’A’)=90".

Analog se aratd ci m(< M'B’A’)= 90" deci MC’A’B’ este inscriptibil, adica M se afld pe
cercul ce trece prin punctele A’,B°,C’.

Analog se aratd ci mijloacele N si P ale Figura 6.2
segmentelor {BM] si [CM] se afld pe cercul
determinat de punctele A’,B’, C.

Deci am aratat ci: Mijloacele laturilor
unui triunghi, picioarele naltimilor si
mijloacele segmentelor ce unesc fiecare varf
cu ortocentrul triunghiului sunt situate pe un
acelasi cerc numit cercul ui Euler sau cercul
median.
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IV. Fixare, evaluare
Se aratd ca dreptele MA’, NB’, PC’ sunt concurente,
Se demonsireazd teorema lui Euler cu ajutorul locului geometric folosind mijlocul

segmentului [HE], unde Ee O, R). Se considerd E in pozitiile A; A”; A; unde A” este punctul
diametral opus lui A iar A, punctul unde
inal{imea AA, intersecteaza cercul circumscris

triunghiufui ABC.

Figura 6.3

6.4. Didactica optionalului

Optionalul fsi propune sd diversifice parcursurile de invétare prin venirea In intAmpinarea
nevoilor si intereselor elevilor iar metodele didactice trebuie sd se plieze unei aceleiasi filozofii a
Invatarii.

Prin metodologia adoptata la optional este de dorit sd se ofere parcursuri diferentiate, chiar
individualizate. Din aceasti perspectivd oferim mai jos céteva repere privind individualizarea
invétarii pornind de la teoria inteligentelor multiple.

Inteligentele multiple — de teorie la posibilititi de aplicare didactica

Cand Howard Gardner a formulat pentru prima oari teoria inteligentelor multiple (Frames of
Mind, 1983), a pornit de la o critici a sistemului de invdtdimént (valorizator cu precidere a
capacititilor logico-matematice si lingvistice). Zece ani mai tarziu (Multiple Inteligences. From
Theory to Practice, 1993), el isi rafineazé pozitia addugind si elemente de cercetare experimental,
care transferd inteligentele multiple dintr-un concept criticat gi criticabil Intr-un punct de plecare al
unei practici scolare cu adevdrat individualizate. De atunci, aplicatiile practice ale teoriei s-au
inmultit, succesul “inteligentelor multiple” in gcoald surprinzdndu-l chiar pe initiatorul lor: “In mod
sigur [teoria] a demonstrat tuturor ci elevii nu sunt la fel si ci testele ne aratd numai superficial
diferentele dintre copii”

Scoala este organizatd astfel ca cei mai inteligenyi sd avanseze spre nivelul elitelor, iar cea
mai mare parte din elevi s dobindeasca cunostintele de bazi in cel mai eficient mod cu putinta. Din
acest motiv trebuie si existe un acelagi curriculum pentru toti, aceleasi metode de predare si aceleasi
metode standard de evaluare.

Cind testele lui Binet au fost importate in America, reelaborate si diversificate in functie de
nevoi, succesul lor a condus la doud consecinfe majore, care domind incid spatiul educational, in
ciuda cercetiirilor recente din sfera inteligentelor artificiale si a neurobiologiei:

1.0 distantare fata de obiectivul initial;

2. o sedimentare a viziunii unilaterale asupra intelectului Testele IQ nu reugesc totusi si prezica
performanta dupd Incheierea educatiei formale §i nici s& misoare alte abilititi umane in afara celor
lingvistice si logico-matematice.

In acceptiunea traditional3, inteligenta este generals, dar este datd de capacitatea de a rezolva
probleme care solicitd abilitati logico-matematice si lingvistice, valorizate cu precadere de scoald si
masurate cu precizie de teste. Lucrurile sunt mai complicate dincolo de zidurile seolii (un IQ inalt nu
garanteazi succesul profesional, cu atiit mai putin pe cel social). Ele se complicd $i mai mult cind ne
raportdm la complexitatea mintii umane. Neurobiologia a pus in evidentd faptul ci sistemul nervos
este puternic diferentiat. In mod independent, la aceleasi concluzii a ajuns gi cercetirile din sfera
inteligentei artificiale: sistemele expert care contin informatii superdetaliate in domenii specifice
demonstreazi un foarte mic “transfer” sau chiar lipsa acestuia spre alte domenii de cunoagtere.



Viziunea pluralistii si cele opt inteligente artificiale izolate de Gardner

Capacitatea cognitivd a omului este mai bine descrisd printr-un set de abilitdti, talente,
deprinderi mentale, pe care Gardner le denumeste “inteligente”. Totii indivizii normali posedi
fiecare din aceste inteligente intr-o anumitd méasurd. Ceea ce ii diferentiazd este gradul lor de
dezvoltare 1 natura unicd a combindrii lor.

Odatd acceptat intelectul multiplu, obiectivul imediat avut in vedere este selectarea
inteligentelor. In acest sens, Gardner a consultat diferite surse: informatii privind dezvoltarea
normald cét si a copiilor supradotati, deteriorarea facultdtilor cognitive ca urmare a vatdmarilor
cerebrale, studii asupra populatiilor exceptionale, date despre evolufia cognitiei de-a lungul timpului,
studii psihometrice (inclusiv corelatii intre teste), mésuri de transfer si generalizare Intre itemi de
testare.

Conform criteriilor stabilite in urma acestor acumuldri si analize de date, este denumitd
“inteligentd™ numai acel “candidat” care are o “operatie-nucleu” (sau set de asemenea operafii) §i
care este susceptibil de a fi codat intr-un “sistem simbolic” (“ca sistem de calcul neural, fiecare
inteligentd este activatd de diferite tipuri de informatii prezente intern si extern”; de asemenea, un
“sistem simbolic determinat cultural capteaza si transferd importante forme de informatii”, Gardner,
1993). Cu alte cuvinte, o inteligentd trebuie si fie probati de:

a) existenta unei zone de reprezentare pe creier;

b) existenta unui sistem propriu de expresie (a uni cod specific de simbolizare).

Pe aceastdl bazi, Gardner a izolat initial sapte inteligente, pentru ca ulterior sa mai includéd una
(dupi ce a verificat-o pe criteriile mentionate). Acestea sunt (ordinea lor nu reflectd 1n nici un caz o
ierarhie de valori):

1. Inteligenta lingvistica (capacitatea de a rezolva probleme si a dezvolta produse cu ajutorul

codului lingvistic)

2. Inteligenta logico-matematicd (capacitaiea de a opera cu modele, categorii si relatii, de a
grupa i ordona date precum si capacitatea de a le interpreta)

3. Inteligenta spatial-vizuald (capacitatea de a forma un model mental al lumii spatiale, de a
opera folosind un asemenea model adica de a rezolva probleme si de a dezvolta produse cu ajutorul
reprezentérilor spatiale si al imaginii)

4. Inteligenta muzicala (capacitatea de a rezolva probleme si de a dezvolta produse cu ajutorul
ritmului $1 melodiet)

5. Inteligenta corporal-kinestezica {capacitatea de a rezolva probleme $i a dezvolta produse cu
ajutorul miscérii)

6. Inteligenta naturalistd — este nou inclusi (capacitatea de a rezolva probleme si a dezvolta
produse cu ajutorul clasificarilor/taxonomiilor i reprezentérilor din mediul inconjurator)

7. Inteligenta interpersonald (capacitatea de rezolva probleme si de a dezvolta produse prin
cunoasterea si interactiunea cu ceilalti)

8. Inteligenta intrapersonald (capacitatea de a rezolva probleme si de a dezvolta produse prin
cunoagterea de sine)

Daci din punct de vedere biologic inteligentele sunt independente, in functie de diversele zone
corticale care le puverneazi, in privin{a obiectivérii la nivel individual, ele apar in combinatie.
Gardner considerd de fapt individul ca o “colectie de inteligente”. Practic el poate s& nu fie in mod
deosebit dotat cu nici una din inteligenfe §i totusi si se potriveascd foarte bine unui anumit statut
social si profesional datoritd unei combinatii anumite de inteligenie.

Implicatiile educative ale teoriei lui Gardner

Scoala avutd in vedere de Gardner 1si propune: dobédndirea unei intelegeri profunde in cadrul
cétorva discipline-nucleu; incurajarea elevilor In folosirea cunoagterii asimilate pentru rezolvarea de
probleme cu care se pot confrunta in comunitatea mai largd, incurajarea combinatiei unice de
inteligente a fiecarui elev.

Fiecare inteligentd poate fi folositd deopotrivd in calitate de continut al invatarii si
mijloc/mediu de comunicare a continutului. Dacd un copil invatd, de exemplu, un principiu



matematic, dar nu are o inteligentd logico-matematica foarte dezvoltatd, va avea fird indoiald
dificultiti. Principiul matematic ce urmeazid a fi invitat — continutul — existd in sfera logico-
matematica si ar trebui comunicat prin matematica (mijlocul). In aceste conditii, elevul care nu este
in mod special “matematic” §i problema este “foarte matematicd” nu sunt de acord. Matematica in
calitate de mediu egueazi. Trebuie gasitd o alta cale pentru confinutul matematic — “o metaford” in
alt mediu (de exemplu limba, modele spatiale, migcirile corporale). Prin (inter)mediul unei
inteligente mai bine reprezentate decit cea matematicd, elevul poate ajunge pe o cale secundari la
solufia problemei. Totusi la un moment dat, “metafora” folositd trebuie retrasi in domeniul
matematic. Fard aceast? translatie, ceea ce s-a Invatat raméne la un nivel superficial.

Scoala centratd pe individ, atdt prin metodele de evaluare cét si curriculum-ul favorizeaza
diferitele profiluri de inteligente ale elevilor, In cazul evaluarii se avanseazi procedurile si
instrumentele care se aplica diverselor inteligente (nu numai celei lingvistice §i logico-matematice)
care permit “privirea directd” In multitudinea tipurilor de invatare. In acest sens, Gardner propune
evaluarea proiectelor elevilor, In timp ce acestea sunt in progres. Avantajul, pe langi
contextualizarea invifarii si evaluarii, implicd si constientizarea pasilor in rezolvarea problemei sau
crearea produsului, observindu-se totodatd folosirea diverselor medii specifice fiecérei inteligente.
Pe de altd parte, prin expunerea la medii variate, sunt stimulate mai multe inteligente si se poate
determina combinatia de inteligente a elevului, o informatie utild in abordarea individualizata
ulterioard.

Aplicarea la clasi
Cea mai importantd aplicare didacticd a teoriei sale este promovarea infelegerii profunde a
conceptelor fundamentale din diferite discipline, acorddnd elevilor posibilitatea de a le explora
folosind o gami larga de inteligente. In acest sens, se recomanda:
- 1dentificarea conceptelor importante ce trebuie predate;
- proiectarea de activititi variate ca punct de plecare, pentru comunicarea ideilor si
realizarea unei baze solide de cunostinte;
- adancirea Intelegerii prin investigarea subiectului dintr-o varietate de perspective;
- selectarea acelor activitii care corespund cel mai bine obiectivelor propuse;
- crearea cadrului pentru folosirea mai multor sisteme de simboluri sau inteligente pentru
aplicarea si reprezentarea ideilor In scopul evaluirii;
- Imbogitirea experienfei prin abordarea conceptului atdt in cadrul disciplinei cat si
interdisciplinar.
Este de retinut faptul cé profilul de intelipentd nu se stabileste prin aplicarea unui test. Sunt
necesare mulie observiri ale comportamentului copiilor pentru a ne da seama care le sunt activititile
cele mai comode, ce coduri de exprimare folosesc cu precidere si care sunt acelea pe care le eviti.

Recomandiri in privinta proiectelor

in lumina experimentelor de cétiva ani, concluzia lui Gardner este ca proiectele pot servi
foarte bine mai multor scopuri: ele angajeazi elevii pe o pericadd de timp semnificativa,
determinédndu-i s conceapa schife, sa le revizuiascd gi si reflecteze asupra lor; pe baza lor se
dezvoltd relatii interpersonale, operare; oferd o ucenicie pentru tipul de munci ce va fi desfasurata
dupd incheierea gcolii; permite elevilor si-gi descopere “ punctele forte” si si le puna in valoare:
mobilizeaza un sentiment al implicarii, generdnd o puternicd motivatie interioari; si, probabil, lucru
cel mai important, constituic un cadru propice pentru a demonstra intelegerea dobénditi in
parcurgerea curriculum-ului scolar obisnuit.

Desi denotd un grad inalt de implicare a copilului In formatie, proiectele nu presupun non-
angajarea profesorului. Daca elevil urmeaza si-gi conceptualizeze, indeplineasca si prezinte eficient
proiectele, atunci au nevoie de orientare si consiliere in toate fazele activititii. Profesorul raméane
asadar un factor esential al procesului.
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